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(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе излагается новый аналитический метод теории чисел, 
основанный на рассмотрении теории гильбертова пространства. 


$1 


Во всей работе (п) означает известную арифметическую функцию 
Мёбиуса, обладающую свойством 


р ь (4) = 1, если п=1, 
а/п 0, если п > 1; 


(п, т) — общий наибольший делитель п и т, № означает, что сумми- 
а/п 


рование распространено по всем делителям п. 
Согласно известному принципу обращения Мёбиуса из соотношений 


п 
= =? Би — жи Л ы —= 2 ... 
2 В; п=1, 2, 3, ...) следует В, р р (1 ) ар бу-ал 34] 


и наоборот. Большую роль в дальнейшем будет играть следующая 
ЛЕММА 1. Если Е<п, |(и)— любая функцая, определенная для 
всех целых положительных и, то: 


Ув (4) 14, *) (1) 
а/тъ 


Для доказательства этой леммы введем операции 5, 5’, А, В, Е, 
определенные на множестве Ф всех функций от целого аргумента, 
задав их следующим образом: 


51) = У а, 518 = Ув(а) а, А = М), 


а/п а/п 
в =(п)/®), Е/® =1), 
где = (и) = 1, если и — целое число и е (и) = 0 — в противном случае, и где 


№ — заданное число. 
Согласно принципу обращения Мёбиуса 55’ =5'5 =Е. Кроме того, 
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581% =5° (1) 1%= У:(ч)1а= У ла= У 1@)= 451 п, 
а/п Ч/т а/(п, У) 
4/\ 
ЭВА ВЕБ ТА В 
Далее, 


5—5 1, М) = Ув (1) а, м) = В5 1 = (1) 51 ®). 


/т 
К 
Полагая М=А< п и учитывая, что = (1)=0, сразу получаем тре- 
буемый результат. 
й © п) =0 
Лемму 1 можно доказать и иначе, установив, что >, в(-, } = 
а[п 


(а,к)=5 
‚при А < п и приняв во внимание, что 


У» (1) 1, ®) = 2/0 > в 


а/т 


п 
Смысл леммы 1 состоит в том, что в сумме Ув (+), при А<п, 
а/ъ 


отдельные подсуммы, соответствующие условиям (4, А) =5, равны нулю. 


$2 


Рассмотрим абстрактно заданное гильбертово пространство Н в 
аксиоматической форме Стона-Неймана ('). 

Последовательность },, },, },,... элементов Н назовем обладающей 
Р-свойством, точнее, Д,-свойством, если (},, }„) = 2((т, т)), 
где 2 (п) — данная функция целого положительного аргумента. 


Если последовательность },, },, |, ... обладает О-свойством, то 
И 
последовательность 1,, 1,, 1,. ... + где .= У ое р. ортогональна. 
а/т 


В самом деле, если А п, " 
(= (Ув (1) ь м) = Ув (1) (4% №=Уь (3) а, ю)=6 
4/т а/п а/п 


как это следует из леммы 1, и (1, {в) =0 при т < п, так как |. — ли- 
нейная комбинация из },( < т< п). Точно так же и (1и, т) = 


= (1., 1.) =0 при т > п. 
Далее, 


(ры а) = (Ув (=) №) = (1», /,) = (; в (1) = 


А/т® 


в (3) 4» № = Хв(1) 8, п))= Ув (1) =). 
т [п 4/® 


а/* 
Отсюда видно, что (и) не может быть совсем произвольной, так как 
Мн (2) @ =», ) 0. Условие Хе (а )5 920 и=1,2,3, ...), 
т % 


таким образом, необходимо для существования последовательности 
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Л, 1», [„› «--, обладающей Д,-свойством, но оно и достаточно, так как 


если С = ы, (1) 8 (4) >0, то последовательность },},/,..., 
п * * 


где [= 2 ИС (@) ж, а4, 4, 4,, ... — любая ортонормированная после- 
п 


довательность Н, обладает Р.-свойством. 
В самом деле, 


(/», 1) = (ХУ, ХУбОн)= Х С@-=Е(, т). 


п с/т а/(п,ту 


Здесь С (п) = о (>) & (4) по определению С (п), а (п) = » С(а) 


[т 
следует отсюда по принципу обращения Мёбиуса. 
Таким образом, условие, необходимое и достаточное для того, чтобы 
существовала последовательность Г, ],, |,,..., обладающая Ду,-свой- 
ством, состоит в сильной неотрицательности в (п), т. е. в том, что в (п) 
получается путем суммирования некоторой неотрицательной функции 
С (п) по делителям. 


Если 
ГА 
те > в(1)=@)>0 печное 
то последовательность 1, {,, {., ... можно нормировать и мы получаем 
ортонормированную последовательность %,, %,, 9,,..., где 
т. т 
Е Ва 
или 
ое) 
[®) С че ри" . 2 
у а 2 РЯ Г (2) 
А /тъ 
Отсюда по принципу обращения Мёбиуса следует 
= УИС (@) 4. (3) 
Ч/ъ% 
Таким образом, если последовательность {,, ],, {,, -.. обладает 


Р‚-свойством, то %,, 9, %,, ... ‚ где фи задано любой из двух эквивалент- 
ных формул (2) или (3) и С(п)=У (а), есть ортонормированная по- 
А/тъ 
следовательность. Если ф,,%,%,, ... задана, как произвольная орто- 
нормированная последовательность Н, и С(п)— как произвольная 
неотрицательная функция целого аргумента, то },, ],, /»›. - -, где м опреде- 


лено формулой (3), обладает Р,-свойством со значением в (п) = № С (а). 
рт 


В самом деле, тогда, как было указано выше, 
И 7) Е (© ИС (4) 9 то. ИС (5) фе ) т У С (а) 5, ((п, т)). 
а/п с/т 4/(п,т) 


Таким образом, 
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ТЕОРЕМА 1. Условие, необходимое и достаточное для того, чтобы 
в Н существовала последовательность, обладающая Пу-свойством, со- 
стоит в том, что (п) удовлетворяет соотношению 


> в (1) = (4) >0 Е и 
4/т 
ТЕОРЕМА 2. Если элементы двух последовательностей },, },, |, ... 
н%,0,,0,,... гильбертова пространства связаны соотношениями 


Ио УС (4), (п=1, 2, 2. 


А/т 


где С (п) любая положительная функция целого аргумента, то 


4,0, Ф., ... ортонормирована тогда и только тогда, когда },, },, |.» -.. 


обладает ПО’у-свойством со значением Е (п) = УС (а). 
а/п® 


Интересно, что для последовательностей, обладающих Д-свойством, 
процесс ортогонализации по Шмидту (Е. 5с 19$) совпадает с процессом 
обращения по Мёбиусу, т. е. происходит совпадение одного из важней- 
ших процессов анализа с одним из важнейших процессов теории чисел. 
Это обстоятельство связано с тем, что в любом определителе |а;х|, в 
котором элементы зависят только от общего наибольшего делителя 
индексов а;.=2((:, К)), адъюнкты элементов последнего столбца 


п \ п 
А, Ал» Ал» ..., Аи пропорциональны числам г сти 


п 
в, (1); при и нецелом мы полагаем (р (и) равным нулю. 


Возникает вопрос: каковы должны быть Х, {,,].,..., Чтобы 


(„= т (=) [, образовали ортогональную последовательность? Пред- 
а/п 


полагая р, {,, |.,... линейно независимыми, находим, что (у, |.) = 
1 — 
О-о (1 }, ортонормированы, а {, = У! И 6(а)%», 
Ус! ам а а 


как мы видели выше, образуют последовательность, обладающую 
Р-свойством. ‘Таким образом, возможность ортогонализации путем 
инверсии Мёбиуса есть характерное свойство последовательностей, 
обладающих О-свойством, что в свою очередь связано с тем, что сим- 
метрическая функция 2(,К) зависит только от общего наиболь- 
шего делителя своих аргументов, в (г, К) =2((, К)), тогда п только 


тогда, когда Ув (1) р (4, К) =0 при всех п> 1 и для всякого Ё < п. 
а/® 


Таким образом, лемма 1 допускает обращение. 

Особое значение приобретает указанная в теореме 2 взаимосвязь 
между Л-свойством и ортонормированностью благодаря возможности 
построения последовательностей из Н, обладающих Д-свойством, — по- 
строения, основанного на других соображениях, чем те, которые были 
указаны выше, и базирующихся на простом арифметическом принципе 
наложения двух арифметических прогрессий. Это построение дано 
следующей теоремой 3. 
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ТЕОРЕМА 3. Если дана комплексно-значная функция в (п), обладаю- 
со 
щая свойством в (а) в (6) =в (аб), и У [с (№) | *< ©, и ортонормиро- 
К=1 
ванная последовательность в, 9, я, ... элементов Н, то }, },, |» .. 


(+ =о (п)-* > о (К) хп) обладает О‚-свойством, причем 


8) и оо == У [о 


В самом деле, 


со [®.е) 


(д, и) = (в) х оз» 5 (т) о) = 


1=1 


а . м 
м ы Е и ) — о и. в ) („„) =) - 
5554 «(8 (Ю)- 
Е=ЕС(то@[п,т]) 
= [ (п) Г? [в (т) У [6 = 


К=0(тоа[п,т ]) 


= в (п) |-* | (т) | -* | ® (п, т])|* и 


(п, т) |2 ° 


Объединяя теоремы 2 и 3, получаем теорему 4. 
ТЕОРЕМА 4. Если ‘9, ч.9. ... — ортонорирмованная последо- 
вательность Н, в(п)=0 (п=1 2, 3,...), 60(а5)=о(а)о(5), 


2 (К) |* < <, то 


=. 


699)" У (*) =) Ув онь (6 


4|п 


>. 
| 


образуют ортонормированную последовательность Н, где 


(п) = Хв( 1) |6 @) [= [в ®) [* | (-— [® (2). 


а/п р/п 


Для дальнейшего важна следующая 

ТЕОРЕМА 5. Если 9,94, ... —ортонормированная система, 
полная для подпространства ИН’ пространства Н, то $, $, $.,..., 
где Фи, определены формулами (4), также об разуют полную систему Н’. 

Очевидно, что Ф„ принадлежат Н’; Поэтому подпространство И”, 
порожденное $,, $,, $.,..., входит в Н’. Нужно показать, что оно 


12 


совпадает с Н’. Для этого достаточно показать, что 2„6 И". Вхождение 
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а, в Н" характеризуется наличием равенства Парсеваля: (9%, 51) = 


со 
= 2 9). 


Проверим равенство 


со 
(*,, 5.) =1= о | (2, о) | ь 
В=1 
Очевидно, что 


- (^) 
(*,, 9) = т 
Но 

> — 2 = 1 

УХ в, фу = Уно (азы )= 
в=0 #=1 р 

=с 1 П оф 
р 


Здесь двукратно использован известный в теории чисел прием 
преобразования бесконечных рядов, распространенных на все целые 
числа, з бесконечные произведения, распространенные на все простые 
числа, и очевидное свойство © (п): 9 (а) 9 (5) =9 (а6), если (а, 6) =1 
[(°), стр. 25]. 

Таким образом, ®, аппроксимируемо при помощи линейных комби- 
наций из %, а ее. при помощи линейных комбинаций из 


п, так как %„=(С(п)) ®* Е (1 ть т. е. для любого => 0 можно 


указать №6, С,,-«. ‚Ск, так что, |9, — р-р 


Введем в Н’ линейные операторы Д,, Г.,, Г.., .... где Г, превращает 


со сс 


() 


р аа, в РЗ аки. Очевидно, что все операторы Г„ изометричны, т.е. 


| Гл8 , 
а а что 


У п 


Хы) = Хе» 
1 


К=4 


Г, (=. — 
А 


Поэтому 
|= — Ул |< з. 
Е 
Но все }. выражаются через ® по формулам (3) и поэтому 


№ 


Таким образом, х„ аппроксимируемо полиномами вида № с: и по- 
этому входит в Н”. Все х„ входят в ИН”, а следовательно, Н”=Н'. 
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со 


Прямая проверка равенства Та) = № |(@„, %;)| при любом 
К= 
п приводят к большим сложностям арифметического характера. В ка- 


честве ® (К) проще всего взять ® (К) = *, где Ве (5) > ы . Мы видим, что 
со 


у 9% 
процесс образования сумм и -з› В котором, казалось бы, нет ничего 


арифметического, вызывает появление арифметики в виде О-свойства, 
а ортонормирование образующейся последовательности усугубляет 
арифметику, вызывая появление функции Мёбиуса*. 

Бесконечная матрица 


5 (А 
Ив ||, где ск = (%,, и - Е ров (+ 71» @)| р% 


- а/с, К) 


осуществляющая переход от одной полной ортонормированной сис- 
чемы пространства Н’к другой, очевидно, унитарна. 

Таким образом, в гильбертовом пространстве мы обнаруживаем бес- 
численное множество арифметических вращений. 

Можно указать варианты указанного выше метода построения орто- 
нормированных систем. Если ], определены для всех значений индекса 
п, взаимно простых с данными М, и если (},, и) = в ((п, т)), то 


„= хь (1) те ст=Ув(1)8@ ®№=1 
Ус) =. 
Чт 
образуют ортонормированную последовательность. Далее, если 9, 
(п пробегают все значения 1, 2, 3,...) образуют ортонормированную- 
последовательность Н и ®(п) обладает указанными ранее свойствами, 


то /=о(п)* » о(Ё) аи обладают свойством (]„, и) = 2 ((п, т)) при 
(®,Х)=1 


(т, № =. (т, МЕ, где вп) = [®()|*. Здесь все 


ы в 
|® (п)! 2’ (К, №) =1 


индексы взаимно просты с М. 
Положим =) и определим 9 по формуле 


со 


19 =о (п) У ®(Ючиь 


где (п, №) =1, (— любое число, все простые делители которого входят 
в М. Очевидно, (]®, {9) =в((п, т)), где, как и выше, 


т 


Е (п) = оу, в = - |® (Е) [?. 


(к, У)=1 


= > х 
* Конечно, известно, что общий принции обращения рядов позволяет выра- 
со 


зить а, через 6», если „= У аи, но развитый здесь метод дает возможность ука- 
1 


зать, кроме этого известного «векторного» обращения, также скалярное обращение. 
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Полагая 
1 в ( п а а НЫ 2 — 
Е > 1) 1, °ф-Х* (+) (4) 
в а-е, 
р/п 


получим ортонормированную систему 99), где верхний индекс пробе- 
гаег все числа, не содержащие простых делителей, отличных от тех, 
которые входят в М, а нижний индекс пробегает все числа, взаимно 
простые с М. 

`Теорема о полноте может быть доказана совершенно аналогично 
предыдущему и поэтому ясно, что $9 при данном 4 и переменном п 
образуют систему, порождающую то же пространство, что и 9 
(п, №) =1 *. 

Другой вариант получим, определяя /, по формуле 


па 


р = (п) * ый 0) (^) ки?» 


К=1 


Тогда (1; /му=Р (п, т)), где в (п) = | т в _ [о (К) |*. Полагая 


{9 = (п У о() «го, где О— любое бесквадратное число, т. е. 
ай 


такое, что |, (0) = 0, также имеем (>, }(6)) = & ((п, т)), где & (и) = 


И 
= 2, [® (®)|?*. Очевидно, далее, что (0, 95) =0, если 0, = 0,. 


Полагая $(@) = —— У ц 
т У С (п) 

а/® 

бесквадратное число, легко ‘убеждаемся в том, что 4) образуют орто- 

нормированную систему. Можно также показать, что %(®) полна на 
подпространстве, порожденном в, %,, “,,... 

В первом из рассмотренных вариантов условия &(п) = 0 могут 

п не соблюдаться при (п, №) >1, так как рассматриваются только 


где п— любое целое, (0 — любое 


п, 
значения о (п) при (п, №) =1. В частности, можно положить о (п) = т - 


где. Ве (2) > — у (п) — характер Дирихле по модулю № Тогда 


(п) = п" (1—2) =9»@), 9=х®ю -о! ай 


р/п 


* Этот способ построения ортонормированных систем будем называть в даль- 
‚лейшем первым вариантом: 
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о Нина п_\\ ко ры 
в ИЕ > Г ( а ) № (5= Ве (2), (5) 


где п пробегает все числа, взаимно простые с №, 49— все числа, не 
содержащие простых чисел, не входящих в М, — образуют ортонорми- 
рованную систему, эквивалентную с 9, &,,&., ... 

По поводу первого варианта можно сделать еще следующее заме- 
чание. Обычно нам удается в конкретных случаях просуммировать 
(т. е. предетавить в и аналитической форме) непосредственно не 


(>>) 


(Км) —1 Е 
в. | (4) (4) [Г 
Аа/п® 
и потому 
[а = (п) Гай, =® (п) + У в (4) в (4) Га!" . (6) 
а/х 


Когда Н конкретизировано, как Г, (0, 1), и в качестве 9, “4, ... 


взяты 9,„(2)=И 2 зш их, операция Г[„ означает замену } (2) на } (пл). 
Теорема 4 показывает, что мы можем, имея одну ортонормированную 
последовательность, построить бесчисленное множество ортонормиро- 
ванных последовательностей, пользуясь произвольной мультиплика- 
тивной нигде не равной нулю функцией с сходящейся суммой квадра- 
тов модулей всех ее частных значений. 

Самый переход от старой системы в, 9, 0, ... К новой $,,ф,, ф,, ... 
совершается при помощи унитарного преобразования с матрицей | ; 


р де 
© (А) | 2 
би: = ей 2 (+)! ° ( 7 
УИ 
а/(ак) 
унитарность которого видна только на основе теоретико-числовых 
соображений. 


Само собой разумеется, новым здесь оказывается не тот давно 
известный факт, что переход от одной ортонормированной системы 
гильбертова пространства к другой будет унитарным преобразованием, 
связанным с унитарной матрицей, а совершенно не очевидный а рглог! 
факт существования в гильбертовом пространстве бесчисленного мно- 
жества арифметически охарактеризованных вращений. Этот факт по- 
рождает так много арифметических соотношений между элементами 
гильбертова пространства, что можно говорить об арифметике гиль- 
бертова пространства. Уже перенумерация последовательности %,, &,„, %.,... 
в теореме 4 порождает новые примеры в конкретных функциональных 
случаях. Сопоставляя формулы 


[=] со 
- т ) у = `? > К) %, 
ое о НЫ >, сиб» = (п) о (№) п 
д Ут; = а йа 7 1 п 


1=4 КЕ 
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и учитывая невырожденность унитарной матрицы ||с::|, мы видим, что 
если последовательность &,, “,, ®,,... пробегает * все ортонормирован- 


ные последовательности Н, $, %,,0,,... также пробегают все орто- 
нормированные последовательности Н, то ], },, [}.,-.., согласно тео- 


реме 2, дают все последовательности ИН, обладающие Д,-свойством со 


с ` > 
значением г (п) ее. Таким образом, если для любой в (п), для 
д 1 - 


[8 в О 2 
которой С (п) = » ы, (2) Е (4) =0 (п=1,2,3....) можно. указать 
4/® 
общий способ получения всех последовательностей, обладающих 


Ру-свойством, состоящим в том, что в формулу ]» =2УС@) Фа в ка- 


честве ®,, 4, 0.,... подставляются всевозможные ортонормированные 
последовательности Н, для частного случая 2 (п) =! о (п)|-* можно 
указать дополнительно еще также всеобщий (т. е. охватывающий все 


последовательности с Оу,-свойством) способ, состоящий в том, что 


со 


в формулах |, =о (п) * Хо (®) %„ в качестве 9,9, 4... берутся 


= 


всевозможные ортонормированные последовательности Н. Второй спо- 
соб относится к случаю (п), удовлетворяющих условиям 


8 (46) =8(а)8 (5), &()>0, УЕ(Ю“< о. 


Е=1 


Для случая 8(п), не удовлетворяющей этим условиям, не удалось 
найти способ построения, кроме общего метода, данного теоремой 2. 

Очевидно, что существование двух различных методов построения 
систем, обладающих О,-свойством, позволяет построить новые орто- 
нормированные системы из любой заданной. 

Теперь мы видим, что теорема 3 имеет обратную теорему. 

ТЕОРЕМА 6. Если последовательность }, {,, |»... обладает 
О‚-свойством, причем 


& (п) >0, 8(а6)=8(а) 8 (5), в= У 8(®)' < о, 


К=1 


то существует ортонормироваиная последовательность %, 4, 9, ..., 
такая что 
тв — ни ь > ® (Е) п» 
Е =1 
где 


1 со со 
о (п) =е(п) *,  в= о ® (К)* = ОЕ. 


= #=1 


* ® (п) и, следовательно, су: предполагаются фиксировайными. 
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Самая же последовательность в, 9, &,, 
следующим образом: находим %„ по Ор 


= —- (п) 2" (;) {а 


.. Может быть найдена 


затем я по формулам 


< а 
о р (ал. ф,) фк = у Ст, Суп = о | (а) *, 
В К=1 Усы ‚2 ®) ( ря 
8 (п) = (п)-* [] (1—©(р)°). 
р/п 


№ 
В силу известного факта выражение |/— У а®,|| принимает наи- 
&=1 


М 
меньшее значение при а; = (}, %,). В частности, ||, — я а,®;| прини- 
в—1 


Уз) АЕ 


(К) 1 п 
мает наименьшее значение при а, = г’. Ноф, = Ув (та 
$ (п) а/п 
и, следовательно, справедлива 


ы 
ТЕОРЕМА 7. Наименьшее значение |а,— У Ь,}, || достигается при 
и 


[.] [. 


(кв (1) (^) (1? 

м МЕН в (К) Жк (0 

= = «я: 9 (®) = 59) 20° 
1 
(,Ю=1 


Скалярное произведение любых двух элементов }, # 


1= У аль, 8= У Ба, <>, и 


В=1 В=1 й=1 ®=1 


пространства Н’ порожденного данной ортонормированной системой 


о, 9,94. ..., Может быть дано в двух различных формах: 
со со 
(=Уаь, (фЭ=» (8, 4), 
в-1 п=1 
где 


1 п ны 
музы" (2) =)" Хо (Юз, 


®=1 


(п) = Уь (1) |2 (4)|*= |5) П@-19 (р), «= У 


а/п р/в &=1 


и где о(п)  О— любая мультипликативная функция, для которой 


со 


У |5 (® |< ®. 


В =1 
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тЫ 


(/, У (1) 4, М-уаыо" (1) 


и аналогично 


#=1 


(в, ,) = уз (1) 4) У вь.. 


Из сопоставления этих двух форм получим тождество 


со 


Хаы ей {У (1) Узы} - 
®—=1 т=1 а[п ЕЯ 
{Ув (1) Хо ®ьа}, (7) 
а/п В=-1 


где ах и 6. — любые последовательности с сходящейся суммой квадра- 
тов модулей, о (п) + О— любая функция, для которой 


в (25) = (а)о (6), № а 
К=1 


и где 
© (п) = | (п) |-* (—|®(р)| >). 
Полагая и 
оп) =п-:, $=8е()>5, 9 ®)=Ф,, (в) =" [а-р*), 


р/п 


нолучим, в частности, 


509 Хы Ха, : У» (1 дет 


а/п 
ре Хе-ы}. (8) 


Очевидно, что тождество (7) выражает факт инвариантности скаляр- 
ного произведения двух произвольных элементов пространства Н’ при 


вращении Н’, реализуемого матрицей || ($,, ®, ) | = [с;к||, где 
Е о 
А == Уз В) ю в( ) |® (а) [*, 
а/(1, К) 


и тождество (7) представляет другое выражение факта унитарности 
матрицы |с;к|,— факт, который столь же трудно доказуем из каких- 
либо иных выражений, отличных от приведенных выше. 


Подставляя в (8) 2=5 ($> 4), находим 
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< ($) > ак в, = 


А=1 
- Хы” (т) У та} [ ь(т) Ук ть. |. 
п=1 ап К=1 а/п = 


Пользуясь первым вариантом и вводя в пространстве #, порожденном 
всеми теми о„, у которых (п, №) =1, эквивалентную систему $, рас- 
сматривая также скалярное произведение любых }, © из й 


) 


со со 
> а. 9, = р 6, “1. 


К=1 1 
(^, №)=1 (1 №)=1 
получаем следующее тождество: 

р акб. =0* У АЯ з) о (К 1 

КОК | ха ) о () аа; 
К=1 —1 а/п К=1 

(к, №) =1 (п, №)=1 (, №)=1 
(2 в (1) @)" У 54 а}, (10) 
(1, т 1 


где о (п) — любая мультипликативная функция, определенная для всех п, 
взаимно простых с данным М, 


т [о (Е)? < <, о(п) +0 при (п, №=4, 
и 
о) = () Г 1—1 (В. 
р/п 
Полагая в (п) =х (п)п >, Ве (2) =$ > е ‚ где у (п) — характер Дирихле: 
по модулю М, получим 


2 а: 6. = 
А=4 
(К. №)=1 а 
= П (1 -- И е ` (2$) * > Ф»5 (п) * | Уь (1) ) х (а 4: У (Юта } ° 
р/М№ а/п К=1 


(п, ит ‚. 
И. бе ик, (11), 
А/т 


Конкретизируя а, и 6, различными способами, получим из (7), (8), 
(9), (10), (11) разнообразные конкретные тождества. 


83 
Легко указать способ построения биортогональных систем, основан- 
ный на следующих замечаниях. 
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Если две последовательности ],, ],, [., ... и К, К, №, ... таковы, 
что (., },) =е ((т, п)), то мы будем говорить, что они обладают отно- 
сительным Ю,-свойством. В этом случае 


ГО , п . 
"= Ув(т) [а и и= Ув (т) 
а/п 4/тъ 


‚очевидно, биортогональны, т. е. (1„. \,,) =0, если п = т. 
Очевидно, 


(ит) =УХв(т)&@=5(. 
Аа[* 
-. Ач 
Воли С(и) +0, то 9.=С(п) *1, 9,=С(®) ?1, удовлетворяют 
условиям 


0, если пт, 


= 


1, если И = т. 


Если дана ортонормированная последовательность %, %,, 9, ... 
и две мультипликативные функции в, (п), ®, (п) с сходящейся суммой 


‚квадратов модулей, нигде не обращающиеся в нуль, то 


со со 


„=, (п) * Хо, (К), =, (п) У, (Ка 


К =1 №=1 


2 ь 
образуют последовательности, обладающие относительным Пу-свой- 
ством со значением 


8 (и) =——, оо, (п) =%, (п)о, (п), в= У, (®). 


з 
«в. (и) 
о ке 
В самом деле, 


(д = (6.6 У (т)ы, од" У (К) 


К=0 (под п) В=0 (тоб т) 
СЕ" Е. А К с 
=, (п) '®, (т) * —. а Е Е 
г ) ‚( ) х м (=) (=) < ® ((т, п) ° 
1=0 (то [т, ›]) 


Отсюда получаем: 
ТЕОРЕМА 8. Если 


9 (п) = 0, “%ь (п) = 0, 6 (а6) 0 (а) о (5), © (а6) = (а) ®, (5), 


Уре (ЮР < о, У|а, (Ро, в =— чб в=Уь (о ®, 
®=1 В=1 ®, (п) ®, (п) — 


с") =У»в (1) @ +0 


ат 


„...-— любая ортонормированная последовательность Н, то 


ыЕс® У» и». (1) 


а/п Аа/"® 
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где 
=, (п) Хо, (Ка, =, (п) У о, (в) аи, 
в=1 Е—=1 


образуют биортогональную пару последовательностей, т. е. 


х 0, если пт, 
(ч„, фт) == 
у 1, если п=т. 
Если дана некоторая последовательность }, },, }., ..., обладающая 


Ду‚-свойством, где 8 (п) такова, что 
6) =Ув(1)8@>0 (®=62,3,...), 
а/п 
то, согласно теореме 2, 


и=УИС(9)% 


а/п 
где $,’ ,, ф,, ... некоторая однозначно определенная ортонорми рован- 
ная последовательность. 
Введем теперь последовательность }1, }1, }+, ..., где } определено 
формулой 
(а) 
=. 
2 Иб“) 
Тогда 
1 ен т) =1, 
*) = 12 
(р, 1.) | 0, если (п, т) > 1. Оо 


В самом деле, 


(( 1) =(ХУб@ч Я = 


а/к $/т Ус(8) 


1, если (п, т) =1, 


= У =! 
т. 0, если (п, т) > 1. 


Последовательность [№ можно использовать для получения различных 
арифметических тождеств, которые найдем, помножая на #/, обе части 
равенства 


со со со 
Ул (п) [в (п) [= У 105по (п) ан ГЕ = (п) * У о(4%) эт) ‚ (43) 
п=1 1 =1 В=1 
которое легко обосновать, если мультипликативная ‹(п) такова, что 
со 
У) |< ©. 
В=1 


Для 


Та = (п) * 


® (Е) ви = № ИС (а) 4, 


1 а/в 


М: 


где я„, Фи, © (п), С (п) взяты, как и в теореме 4, можно указать после- 


2? Известия АН, Серия математическая, № 1 
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довательность [,, ],› ]»› ..., биортогональную т. 1», л› ..-› ПОЛОЖИВ 


Очевидно - 
р я | 1, если п =, 
а а == р ый __ а \ 0, вели п-т. 


а/п 
= 0(1т104 т) 


2 (= ль можно выразить /, через /, 


Пользуясь формулой %и = 


у о) < 


следующим образом: 


О > р м (+ = 


Ус(*) В=0 ой п) 


=>» р ое 


т=1 0 (тоа [п, т]) 
и Ст, т т (14) 
т=1 
где 
А А 
: Е еее Пе 
Е о 
К=0 (плоа [2, т] ) 1=0 (109 и 
г (Г т] — С т > т. 
6 а 
=5С о 1 [л; т] (т Гы (п’) о О [п, т]? 
#1 1 
(А, п’ Е 
причем 


Обозначив через 6 произведение всех степеней простых чисел, вхо- 
дящих в И и Т с одинаковым показателем степени и взятых в В с этим 
показателем, имеем [и, т] = а6, где а — произведение всех степеней про- 
стых чисел, входящих в И и т с разными показателями, и которые, 
естественно, войдут в [п, т] с наибольшими из этих разных показателей. 
Очевидно, что (а, 6) =1, (6, п’т'’)=1 и (К п’т’) =4 эквивалентно 
(К, а) =1. Поэтому 


а) = 
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Представляя А в форме К’с, (К’, 6) =1 (с может содержать только те 
простые числа, которые входят в 6), получаем 


33 у й (К’с)? 
есть (ит о; 
пуп В ( ): ( ) > 2 (К’а6е) * 
К’ —=1 
(Е а 1 

здесь с пробегает все числа, могущие содержать только те простые 
делители, которые входят в 6. Очевидно, (а, 66) =1, (К’, а6с) =1, 
так как фи 65 имеют одни и те же простые делители. Функции в (п) 


и 9 (п) =|в (п) [*[] (1—|о (р) |?) обладают свойством узкой мультипли- 
р/т® 


кативности: 


в (и) = в (и) в (5), 9 (и) =9 (и) (5), если (и, с) =1. 


Поэтому 
1 й й ъ в (4)? _ (К)? 
тов) о В У = 
а/ь В=1 р 
(1, ав) =1 
= (п’) в (т) 9 (а6)-* | [ (1-|® (р)Р) ] (—15(рР)= 
р Р/Ь р/ (а, 5) 
И а 
Р/В, т 
В случае о (п) =п2?, $-= Ве (2) . 


т (= в (= у ь т) * | 4+ (2), (45) 


Р/5т, т 


где 6, „— произведение всех тех простых чисел, которые входят в т 
ил в одинаковой степени. 


со 


Умножая }, = Ус, ,{ь на {„ и учитывая, что 
= 


(1, 1) = = ((т, К)) = а = =5 (25) (т, К)», 


вы )* Е 


дн) = вх с, П Пр” 


Р/Ьпт, К 


имеем 


или, при замене 2$ на 5, 


п, 5) з 8 —3 
к ( 7 п, (т, Ю" П @+Р, (0 


=1 Р/Ъп, К 


8. 5 (5) "= у еЫ 5) 


где 
[ 1, если п=т, 
6” = 
0, если п-т. 
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В частности, при любом п = т 


Пе. 0) ем. —# 23 
о. У" 8 П и) @ ю*, (17) 
к=1 Р/% и, К 
где $5 >14 и п— любое целое число. 
В предыдущем содержится 
ТЕОРЕМА 9. Если последовательность |, |,, |» -.. элементов Н 
обладает Пу-свойством, причем 


2 (п) > 0, Е(а6) = 8(а)8 (6), <= У8(®Ю“ <, 
в=1 
то последовательность уе р й ..., для которой 


В став (ув ("Е б, т] | (+ (р), 
т=1 


Р/Вт, т 
образует с ней биортогональную пару, т. е. 


1, если п=т, 


^ __ ат эт = 
И, т) = в, где бп 0 если ЕЕ. 


) 

Здесь, как и выше, 5, „— произведение всех [простых чисел, входя- 
щих внит в одинаковой степени. Построение последовательности }, 
по {, важно ввиду (13), так как, помножая (13) на }„, получим 


Аб = У лов во бы 5) (18) 


К=1 


Отсюда видно, какую важную роль играет определение асимптотики 
м 

^ 
У! [® (Е) [*Р. в случае конкретных функциональных интерпретаций Н 
К=1 


для выяснения закона распределения простых чисел. 


$54 
Выше был указан способ получения ортонормированных последова- 
тельностей %,, %,, Ф.,, ... из заданной ортонормированной последова- 
тельности &,, &,, &,, ..., основанной на применении к о; %,, а, ... 


преобразования при помощи унитарной матрицы 


в ы® ® (К) -2, 
Сы = т а в(1)15@) 


& (46) = (в)%(5), ®(п)-=0, (п=12,3,...), 
=Уофр< о, 9 =) Па-ю (в. 
В=1 р/® 
Если бы удалось доказать чисто алгебраически факт унитарности 


® (К) й 2 

матрицы с элементами т № (у) ®(4) *, тогда ортонорми- 
и С-- \& ы 

а4/(1, К) 


ПРОСТРАНСТВО ГИЛЬБЕРТА И ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ 21 


рованность ф,, $,, ф,, ... ‘была бы прямым следствием известного факта: 
преобразование последовательностей И при помощи унитарной матрицы 
переводит ортонормированную последовательность %,, “,, &,, ... в орто- 
нормированную и полную для того подпространства Н ’из А, для кото- 
рого полна последовательность &,, 9,, “, 

Из двух соотношений унитарности Е Сь Сь = Е удается просто 
доказать только первое из них чисто [алгебраически-арифметическим 
образом, минуя топологические моменты теории гильбертова пространства. 
Определим р.(и), как равную нулю при и нецелом и как функцию 
Мёбиуса на множестве целых значений и. Определим, далее, е;. по формуле 


‚ 1, если & делится на К, 


@: == с 
—- | 0, если Е не делится на КД. 


Пусть операция °, примененная к любой матрице || 2:; ||, переводит ее 
В |122 |, где = 2. 
Матрицу В=|&,|| будем { называть обладающей А,-свойст- 


вом, если 6:5 =8((5, К)), где 2 (п)— данная функция целого аргумента. 
Если, сверх того, существует такая матрица Х, что В =ХХ*, то ма- 


трицу В назовем обладающей Д,-свойством. 
Предположив, что 


ст =Уь(1)8(@)>0 п=1, 23...) 


А/т 
введем матрицу М = || т; ||, где т‚. = (1) Зв (+ ), и матрицу А= 
= |4: ||, где и Очевидно, МА=Е, так как 


сети: РС (® ; х, (+ е ея О Хь (2 реак = 


8=4 


1 
ОТО р (1) ==. 
ао сваю 
Здесь сумма р в (2) равна нулю, как пустая, при #, не 
ай 
а=0 (тоак) 


> = 


ти >. . 
делящемся на К, и равна У} в (2), если { делится на К, где #' = 
а’ |1’ 


р . 
т. е. опять-таки равна нулю, если -. > 1, и только при: =й равна 


единице. 
Как всюду, здесь 6^ — символ Кронекера, т. е. 


Вр 
1 


4, если # =, 
| 0, если ЕЕК. 


р 


а 4 у (2) я 
Далее, АМ = Е, так как > а :Тук = в а ОДе т Е] =8%, 
$= 


. $ . ‚ 
Г =р, если # делится на Ё, и пуста, если # не делится на К. 
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В дальнейшем предполагается, что 2 (и) такова, что все приводимые 
перемножения строк и столбцов сходятся абсолютно. 
Имеем 
А-В и ВИ 
В самом деле, 


(АА*) „= \ ез@ из С ($) = у. С (а) == ((в К)) =. 
8 а/(, ) 
Помножая АА*—= В слева на Л и справа на М* и учитывая, что 
МА=А*М*=Е, имеем 


МВМ* = МАА*М* = МА(МА)* =Е. 
Равенство АА*=В показывает, что если С (п) = У в, (1) (а) > 0, 


а] 
то матрица В, обладающая Д,-свойством, будет обладать и Д,-свойством. 
Далее, всякое разложение В =ХХ* (Х — матрица с сходящейся сум- 
мой квадратов модулей элементов любой из строк) дает 


МВМ' = МХХ*М* =МХ (МХ) =Е. 


Таким образом, для МХ одно из условий унитарности выполнено 
строки ее образуют систему ортонормированных векторов. Отсюда 
видно, что всякое разложение матрицы В, обладающей Д,-свойством, 
вида В=ХХ* важно для построения унитарных матриц, так как оно 
дает матрицу ПГ =МХ, для которой одно из условий унитарности 
(И* = Е выполнено. Очевидно, что если Х дает такое разложение, то 
ХУ (У любая унитарная матрица) также дает такое разложение, так 
как ХИ(ЛУ)* = ХУУ*Х* =ХХ*=В. Одно из разложений дано выше: 
В = АА*, но оно не интересно, так как приводит нас к совершенно 
тривиальному Факту унитарности единичной матрицы ЕЁ. 
Если с(п) > 0 обладает свойством 


в (аб) вое ов, 


#=1 


то можно указать нетривиальное разложение указанного свойства, }:57: 0: 


Ч: = 1. ет 
где в (К) такова, что |® (п) [*=2(п), о (а6) =®(а)® (6). 
В самом деле, 


10 (К), 


(ХХ*): = м т, В № в 565% © ($) р > 


5=1 $=1 


йе (к з ; 5 
а на ) г 8 ($) *=2(2) & (К) в ([, К) =е((&, К)) =Ь, 
$ =0 (тоа [(п,т)] 
или 


ХАРтВ. 


ПРОСТРАНСТВО ГИЛЬБЕРТА И ТЕОРИЯ ЧИСЕЛ 23 


Очевидно, что элементы МХ будут 


о М в(:)8@, 80-60. 


а/(а, №) 


Чисто арифметически-алгебраическое доказательство соотношения 
(МХ)* МХ =Е (ортонормированность столбцов) возможно, но оно 
значительно сложнее. Обозначая МХ через С», рассмотрим произведе- 
ние С" С, где (п) и ®, (п) — любые нигде не равные нулю мульти- 
пликативные функции с сходящейся суммой квадратов модулей. Эле- 
менты С» обозначим через с;;, а элементы Сь — через с;и. Элемент 
8-ой строки и К-го столбца матрицы Со обозначим р, 


ак * 


Имеем 


со 
’ 
р. = У С; Ст. 


&=1 


Необходимо доказать, что при ©, (п) = (п), рик =, где 
8% — [ и и. (символ Кронекера). 
` 0, если ЕЁ 

Самый общий способ задания мультипликативной функции в (п) со- 
стоит в произвольном задании значений ‹ (р) (р — любое простое число) 

и в определении 


Если в (п)>0 обладает свойством: 
о (п) =о (р, о (р,}** ... 0 (ру)“у для п= р.“ р,”з ... ру, 


а самый общий способ задания ®(п) с сходящейся суммой квадратов 
модулей состоит в том, что к указанному определению добавляют 
еще условия 


эо 


1е (р:) [< 1, У|9(р;) < о 


1=1 


(р, р, Р., ... — последовательносуь всех простых чисел). В пределах 
этих ограничений и; =о(р:) и 1, =, (р;) являются произвольными ком- 
плексными числами, а все р; функциями от произвольных перемен- 
ных и, и, и... ИГ, Г, Г,,..., удовлетворяющих условиям 


Пе 5 Он на ЗН Зах 
1:1 $==1 
Далее, 


= Уь(;)ы ФЕ Ув (2) 5 Г. 


вк 1 аа, я) а/(к, з) 


в: (Йо (К) (К) 
РИ — виа т = 


Выражение 


Е Я в(5)ю г Ув (1) @ г 


‹ 
(97 (51 ера ав, 


[57 
^ 
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представляет узкомультипликативную функцию от $, т.е. } (аб) =} (а) 7(5), 
если (а, 5) =1. Для узкомультипликативной }(п) 


У 1@®) =Па+/р+ИР+...), 
п=1 р 
где произведение справа распространено на все простые числа [ (°), 
стр. 25]. 
Полагая &=#рм, К =’ р*з, (Г’, р) =(К’, р) =1, имеем 
1 ‹ 


1 (р?) = |® (р) |, (р) | (1 — |® (р) 1?) * (1— |, (р) ХХ, 


та (3, в1) [| 0, если 8 >, 1, 
Х, = х Вы — |, (р) *©-Ъ, если В=э, {+ 1, 
[0 


5=0 ‚ (Р)- 8—1 ©, (Р)|-* 8-9, если 8<а,,1 


и аналогично 


пуп (8, ва) [ 0, если В *,- 1, 
У, — м в(р?-=)е (р)|-= = —|о в) -5, если = а, 1, 
:=0 | (р)|-**— |® (р) |-*@-9, если В <х,. 
Далее, 


1 тут (ыы , аз) 


а(рр=а(, К, р=1+ У ()=1+ ХМ = 


3=1 = 
Г ОД 3 -=(% ‚© т © 
| 1-+УИ (2—1) (у— 01 Г мы и— я |. если 9, =, =, 
аа Г 1 ху 
— +001 И}, если а % 
1+и@:—1 5 ПЕР, если а, > а,, 
где 
+=|® (р), у=\!®(р)[”. 
Очевидно, 


хи = Ца), 


где произведение справа распространено на все простые числа. 
Полагая 
1 1 
Ь (р) == у 7 (21 — 1) (у? — 1) а(р) 
((=о (р) *=и*; ч=о, (р) *=5%), 
получим 


рик = П 6 (Р). 
р 


После элементарных выкладок, имеем 
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(аа 1 У авиа ] 
ие : и 2у—1 )}, 
ИУ —1у—1, 


если 9, =а, =, 


е* (9а1- 802) [ (12—14 л-а (у— 2) д °2 у : и 
о Е | д 


(р =4 ыы, 
Уи ) (19) 
если &, < %,, 
е? (Зал — 3*а.2) (1) уеа-вад Ее: ] #—у 
д —1 У 
1+ гу о х 2. Ре ый 
| аси) 
если 9, < о, 
где 
$= ат т, 9’ = аг8ё, у=] |, =], =, (р) *, &=0 (р) * 


и &,, «, — показатели степеней, с которыми р входит ви К соответ- 
ственно: #=# р“, К = К’ рез, (Г, р) = (Ё’, р) =1. 

В частности, если ($, р) =1, то ч, =0. 

Зависимость х, у, Е, м, %, %', в, а, от р мы не включаем в обо- 
значения. 

Из предыдущих выражений для 6(р) легко видеть, что при #=у 


_ [-1, если в, =», 
и=| 0, если а, = %,. 


Отсюда следует, что если ®, (р) =®(р) для всех р, то 


рк= [8% = $ (8*— символ Кронекера), 


так как, очевидно, что если &=(, то я, (р)=а,(р) для. всех простых 
чисел р и все множители бесконечного произведения ПЬ(р) равны 
р 


единице, а если # + К, то по крайней мере для одного р а, (р) = %,(р) 
и потому по крайней мере один из сомножителей указанного произве- 
дения равен нулю. 

Таким образом, С*С,=Е и унитарность (С, доказана. 

Остановимся на том случае, когда о(п) > 0, ®, (п) >0. Тогда 
3} —=$’=0 для всякого р. Легко видеть из (19), что в этом случае 


[ 0, если 9, =%,, 
(р) 822 9 (р) й : 
СИ кЫ  =Я ( но) =4 д -“з-_. если а, < а, 
1>х УТ у у=х | — 108 -91-1, если @, >4,, 


или 
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ОВ (р) у | #9 
а 30 (9—9. © (р) — 
т: 1 У (р)-в, (р) т (2, з) (р) , 


где зп 0=0, зеци =1, если и > 0, зепи = —1, если и < 0. 
Формула 
ОБ (р) ) , Е 
Е зоп(и. — 9. )( р) - 20 
т 1 (р) = (р) © (*, 2)®Р) о 


и формулы 


ра =: Бр Пре = 


«1 (р) (р) 


дают 


Ор ) Е 
= — зо (я, —%.) ® (Р)®1-*'-*, 
| ды, (Р) «а (п)=® (21) *5 ( - .) ( ) 


если ри К таковы, что 9, (р) -=,(р) для всех р, отличных от Р, # 


т) И 
(авы (Р) /Уъит)=ет  ' 


если 9, (р) = %,(р) по крайней мере для одного р, отличного от Р. 


м 
Здесь Р— любое заданное простое число. Символ (ев) 
9%, (Р) /ш(п)=в(и) 


Орк 
9%, (Р) 


‹ (р,), ® (р.), ® (р.), ... их, (р), ©, (р.): ©, (р.), ...› Где р,, Ррь, Р.;, -.-— 
последовательность всех простых чисел, полагаем ®, (р,) ==®(р,) 
© . 

Полагая 


понимается таким образом, что в выражении зависящем от 


Ри, (®(Р)) = вп (а, — а) в (Руми! 


в случае, если И (Е, р’) = Ша (Ё, р’) для всех р, отличных от Р, 
2—0 


2&—00 
и йх = когда по крайней мере для одного р, не равного Р; 
1 (6, р") = р (К, р’) и, вводя обозначения Н, = || #; (р)||, имеем 


$00 


тж {8 вах ^ 2 Е и С 

СоаьСь 06 (Р) Нь тт (55 (Р)) МР а ; РО. «-- вы ( «? 
где ®-- 5 — мультипликативная функция, получаемая из о (п), если ее 
значения во всех простых числах задать как у ® (п), а в точке Р изме- 
нить на %(Р). Отсюда 


Е Не же 
или 
Со ‹ 
ев (21) 


Таким образом, матрица С» представляет собою решение бесконеч- 
ной системы дифференциальных уравнений (21), в которой любому 
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простому числу р соответствует определенное уравнение. 


Очевидно 
также, что матрица 


То ЕВС Оо, 


как функция параметров и; =®(р,), г; =, (р1), удовлетворяет системе 
дифференциальных уравнений 
ОТ 


Чи, —Ь 


т (22) 


с граничными условиями: Т=Е при и, =, и,=к,, ... 

Итак, имеем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА 10.1 Ве м, ие, и ищес, ...—06ве любые 
числовые последовательности, удовлетворяющие условиям 


а Фо ие, Ее 
1-1 


= 


и если р, р., р. ... — последовательность всех простых чисел, то 
матрица Т = | И | ‚ где в. = Пь По Ш, 


(1) 
[© ®) 0 
У 
п. ’ 8, 6.) Й (уе, 
ее и. 
Пи Л ис 
У= - 


же р 0, 
со В (и (1) - мм 
и Ш -% ай (и вы о. 
00 У У у У ЛЬ у 
пи= 1 -иф (1—и.) Ч ья 1—и» 2 
Е УУ уу 
У=1 А — . я 
Им -- =) 
(^) „(0 
со м, (+, — В 
РР Е АМ. р и) и й 
”’ У У .. У У У С 
ий = ]] ие (1—*) «, ЕЕ Е , 
ре УГУ т Саи в 
| С $) 


(7) (1) 


причем эу’, я,’ определены формулами 


208) ты в (№) | м 
ры = (ру, 8), Ру» = т (р, К) 


2—0 


и П’ означает, что произведение распространено на те значения у, 


для которых а) =, П”, П’” означают, что у пробегает те значе- 


к 
ния, при которых я? < а, а® > а, соответственно, — будет орто- 
гональной. 


Если положить © (ру) = и, ©, (р) = су. то 
О. 


Кроме того, матрица 7! удовлетворяет системе уравнении 
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ТН, ее 
и обращается в единичную матрицу при и, =, (г=1, 2, 3, ...). 
Той же системе уравнений удовлетворяет С», если ® (р,)=и,- 
Здесь 
Н, = |, 
где 
2 = 0, 


: в ча 
если 200 = „№ по крайней мере для одного у, отличного от г, и 


ь : (0 _ (| 
( (® (1 о | 
27 = вод (29 — «0 ь НЫ 
у ы 
если для всех ут а = №. 
Совершенно так же, считая © (п) и о, (п) положительными, имеем 


Сь Сы = |9 к |, 
где 
Чек = № С Св, 
причем © 
К = =. то р # (1 о (4) *, сь= р. = > в (1 ) в, (4) *, 
а/(4, в) а/(1, К) 
= У", в. = Ув, 
Е=1 Е=1 
(п) = (п) * ]] (1—®(р)'), 9, ®) =, (п)-* |] ({—о, (р)*) 
о/п р/в 
и, далее, 
а узеиитя ХХ "(21 (3): Фе (а, 5, 
где 


о 


фо, (п) = (п), (п). 
Замечая, что 


Ф(т, п) = У Ув (1) (1 ; =: 4) = @ о, (@, 8))-* 


а/т 6 [в 


обладает свойством Ф (т, т,, п.п,) = Ф (т, п,) Ф (т,, п,), если (т,, т,) = 
= (п, п,) = (т,, п) = (т,, п) =1, мы видим, что для вычисления 
Ф (т, п) достаточно вычислить Ф (р*, р’) для случаев «> 0, 8>0, 
х=0, В> 0, «> 0, В=0, а=В=0, где р-— простое число, так как 
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Ф (т, п) =Ф (рп, р) Ф (р, р»)... Ф (ре р), 


если т — ра р... ру, пе рар! ... р в, >09, =0,..., 90, 
ый 
Соответствующие вычисления дают 


ав = | 5 (Р) , 
р 
где 
1————- ее === = если а =я. =0. 
(ту — 1) [зу 1+ У (2—1) (1), ай 
ие ‚их, =2, > 0, 
. ) о. № В ‚ если а, > я, =0, 
в (23) 
| Е о ‚ если а, >, =0, 
и 17 0-1 (2—1) ‚ если о, > а, > 0, 
| о. р) ‚ если а, >, > 0, 
где 


=®(р)*, у=о, (р)', рб = Ши (р*, 8), р“ = ша (р, К) 


Формулы (22) показывают, что если ®(р;) положить равным про- 
извольным функциям некоторого параметра &, то 


‚ а 
@с 2 бе —=@. 
где 
о 
Н=хН >Я, РН - в х; = (рый, 


а! 


п Нр,— матрицы указанного выше вида, соответствующие различным 
простым числам р,. Так как матрица Н имеет нули всюду, кроме эле- 
ментов с номерами &, К (гдеги К отличаются по составу простых де- 
лителей на одно` простое число), то, в силу того, что СьСь=Н, имеем 


4 
р с’ 27 Ск = 0 во всех случаях, кроме того, когда 


ие (р, 1) = 10 (р, К) 
2—0 22—05 
верно для всех простых чисел р, кроме одного. Эти своеобразные 
соотношения ортогональности ведут, в свою очередь, к новым ариф- 
метическим тождествам. 
Так же, как и выше, можно вычислить, пользуясь (23), 


ное = 9ъ* 
рт = '- ( (Р) ) с 
1)->оэ Я ОЧ у=х 
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Здесь 
{ 0 ‚ ебли 4, =а,, 
| д @аче 1 Месдино >. 570; 
р ебля то, 
2 хо °? 
а - ‚› осли а, > а =0 
| ии: п В - 
| Е о ео: 9, 39, = 0, 
или 
06*(р ) АЙ ` 
|. оу ее («, —в) т а] в случае 9%, 0 
и 
95° (р) ре 
(5!) „= вы (*,— = ут - в случае хх, =0. 


Аналогично предыдущему 
СаСечнь = СьСёль = Е — Й д (р) Е М (85 (р)... 


где матрица Я, =!) || имеет элементы 


если шт (4", #) = Им (4°, К) по крайней мере для одного простого а, 
2-0 &—со 
отличного от р, и 


$8 (2, — 2, в (р)!°1-*=1-1 при о, + 0, 
(р = 
В = ар 


851 (®, — %,) - У «(р . (2. при %,“, = 0, 
когда [ши (4*, #) = Ш (4°, А) для всех 4, отличных от р. Очевидно, 
2—0 5—0 
о виНся ЕН т следует 
ХО) 9 (р) «› ОТКуда ду 


о. 


Далее, аналогично предыдущему видим, что если положить ® (р) = 
= (р, #) равным некоторым функциям параметра &, то 


АС» 
4 и гар“ ›(Рьй Сь, 
1=1 


откуда 
_1 4 (а) 
вп (2—8) 5 (а) а., 
а | т ( 3) (9) И 4) 
( 


101 —в2| —1 ао 
АЕ 


о (98 ара 
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где первое равенство имеет место, если по крайней мере для двух 
различных простых чисел т (р’, 2) + Им (р*, К), второе и третье ра- 
2—0 2-00 


венства верны, когда соотношение 11 (р, 2) == Ша (р*, К) осуществляется 
>< А.) 


ровно для одного простого числа 4, второе равенство верно, если 
И (9°, 2) =9" > 1, Па (4:, А) =9%>1 и третье—в противном случае. 
1—со 


85—00 
Для получения конкретных арифметических тождеств нужно в фор- 
мулах (7), (8), (9), (10), (11) конкретизировать последовательности 
а,, а, а.,... 0,06, 0,,... При этом важно разработать приемы, 
позволяющие из а,, а,, а,,... получить 


Тогда равенство (9) приобретает вид 


со со 

рЕ- АА 
о а,6.. — < ( о т (п) А, В п) 
К=1 п= 


где В„ имеет то же отношение к 6,, какое имеет А, к а». 
На стр. 32 приведена таблица соответственных значений аи, а„, А 
Подставляя эти данные в соотношение (9), получаем 


п’ 


Ха у и (56) | не г)» Х ее (25) 


п=1 


(12| < 1, 521. 


со 


м ал, (92°) = Ул Д (п, 5—2) "= 


#1 п=1 


= су (о Уи ) У Г 


И 


(26) 
(ета, А (и, и) = "Ул (1 `). ты 
а/п 
ы Апиа” А (п, $— 1) 2" = 
п=1 = 4 
и = 10° #Р, (<) 2 
У (сот) "Я, (27) 


1 р/п 


где 


В у (1— 29) — полином деления круга, 
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№ ав аа А, 
= ты 
Е "= $ +2 ча 
-- — 5 $ 5 
: о? в = () (5 
Ве (2) < 1 2 
67” /$-3 
ды ви) ($ (ЕР) + 
р © (+=) 8-2 : 
аа 52 $. ЮР 
ь В иг), 
р/п 1-р ? 
- —=0 если Д (п) =0 если в (п) = 0 
2 Д (п)п п>1 2 0 Е е 
ве) ов ЕВ 
ав =105р Р 4 а. 
5 #2 › 4 — 2 
А-р 2 
п п 
если п= р ежи (=)=о, (лв) =1 
а > 1, а-— простое число. 
А,=0 во всех остальных случаях. 
$ 28 п 5 
ль ея 
3 п?” ет т, 1—2 
12| < 1 а/п 
ЕЯ в з ый. 
4 о — из—1 108 (1— 2”) » т а 4108 (1- 24) 
121<1 а/п 
: 5’ 
@1=— (5) 
| 8 а, =0 если Д (п) =0, - ($ _108Р. ЕР, 
5 Л (п)п * п —1 А» в (п) 9+У 1 — 
ва р/п 
ав =108 р Тр? 
| — = ее 
-5+ 
6 п Ез—в (27) 
со Ка п 2 
Те фи(п) Г ‚п? 1 — дв У к (1) а? — 
Ки(т) пи ат 1 15 
п=1 
=" 
р А, =0, если п делится на куб про- 
| ОР 6 (+=) : стого числа 
— о 
2% == = 
ке По - 2 $ 5 
7 о р/в сев о 
й —- — ПТ 1 Р (р-р *) 
Ве (2) > 1 =6 ты 
- в (п) ея | Е 
тов 


если п-==РО?, (Р, р. в(Р) +0, 
в (0) Е 
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> — тт к 1 49 48,1 
м Ху (1) + (3) © 
@> 1, [|< 1 91 < 4), 


ные а и) 1 1 1 
я ечныт ыы о (аи ь>1), 9) 


®2) 
$ (5) 6 (2) 5 (2—8) фазе (П) - 
ыы ($150. 
2 У $ (п) Фёз—з (п) Ре (30) 
® = 
Настоящая часть работы посвящена общим принципам развиваемого 
здесь метода. 
Конкретные приложения полученных здесь результатов {будут даны 
в части ЦП. 
Поступило 
15. ХЦ. 1944 
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Х. Р. ВОМАМОЕЕ. НИВЕВТ $РАСЕ АХО ТНЕ ТНЕОВУ ОЕ МОМВЕЕ$ 
ЗОММАКУ 


1 {Ве ргезепь рарег 4Ве апфНог 4еуе]орз а пех шефо@ оЁ \Ше {Веогу 
о? питЪегз Базе оп арр!1саф10п 0{ зоше ргорегмез о? НИЪегё зрасе ю 
аг Вте са! дезЫопз. 1 13 звомп Беге аб &Ве огопогтай лают 
0{ сещаш зедиепсез ш НИЪегь зрасе со1пе14ез миЪ Мбьаз’ 1пуегз1оп 
ргосезз, Ве ргошлиепь гб]е о{ мЬ1ев 11 фе \Веогу оЁ{ пошЪегз 18 меП 
Кпоуп. Тве зесоп4 1трогбавф ро1пё 13 $Ве соппесйоп рей\уееп Елщег”з 
ап Рагсеуа]’з 1депимез. Тье чаезмоцз оё ЦВе ФТеогу оЁ пошЪегв ап@ 
\Бе (Веогу о{ НИЪегь зрасе Ъесоше зо с]озе]у пмег\уоуец УИ еась офВег 
\ЪВаф ме шау зреаК о{ $Ве агИвшеймсв о? НИреги зрасе. ТЬе ааёЪог зпо\з 
$Ваф а зерагае НИЪегь зрасе Ваз а Ж,-рагашеймс зеф о{ агибшейсаПу 
сВагасцег12е гобамопз, 3Ве аррИсамоп о! уЪ1еВ 40 Бой Фасбогв оЁ Ве 
зса]аг ргодись (}, &) о1уез г1зе 10 шапу агЬшейса] 14епаез. \Уе сап 
5е щ {№13 \ау шапу Кашапа]ап’з ап@ Сапфог’з 1Чепимез аз \меЙ аз 
шапу о{Вегз. Боше 1щзфапсез о? $Незе 14епщез аге олуеп 1а \\е \ех%. 

Тре рарег сопбаз оп]у \Ъе {огта] оп И1щез о{ 1Ъе шешфоЯ изеМ; 
2$ 0 Из аррИсамоп {0 &1е \Шеогу о! 413 1Бимоп о{ ргиаез {0 {Ве сот- 
р1е{фепезз о{ Гапсйопа] зефиепсез ап шапу обЪегз амезМопз (Ъеу аге © 
ре руБИзвеЯ 11 1№е заЪзедаепь рагёз оЁ &Ъ138 \огК. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОБТЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСЕМСЕ$ БЕ 1/08$$ 


Серия математическая 10 (1946), 35—46 Земе шатеётаНаие 


ю. в. ЛИННИК 
0 ГУСТОТЕ НУЛЕЙ Г-РЯДОВ 
(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе приводится доказательство одной леммы о нулях Г,-рядов, 
имеющей приложения в аддитивной теории простых чисел. 


$1 
® С 
В настоящей статье я даю подробное доказательство одной теоремы, 
из которой довольно просто выводится теорема Гольдбаха — Виногра- 
дова (*, *) тем же путем контурного интегрирования, что и закон 
простых чисел. Теорема гласит: 


Пуеть 9 >1р— целое число, у (п) — примитивный характер (под), 

1 
. В — 97 7 
Тогда число нулей ряда Г,(%, у) в прямоугольнике В<в<1, |!<Т 
будет 


Г (», х)—его Г-ряд; пусть ®=е-й, Т> 49° ув >0.. 


[И 


О (В, т) <, 4>.Т Дас, 92°, (1) 
где с., с, — абсолютные константы. 


82 

Вывод (1) не будет заключать каких-либо существенно новых идей, 
а будет лишь представлять собой модификацию и уточнение извест-. 
ного вывода В. С. ТисрюшагзЬ’а (°) для С-функции. И подобно тому, 
как Е. С. ТисьшатзЬ использует знаменитое «арргохитафе Гопо опа] 
ефиа 100» для ‘-функции. так и мы должны будем вывести и исполь- 
зовать ‹арргохипафе {пс йопа] едаайоп» для Г-рядов с переменным 
модулем 4. 

Гуона Зиефапа в своей работе «Оъег 41е арргохипамуе Рипс@опа]- 
оЛезсвопе гг Оо Мейвсве /-ЕапкМопеп» (“) дал удобный способ вывода 
такого уравнения {Но его вывод относился к фиксированному модулю 4 
и не охватывал всех нужных случаев. Поэтому мы используем его 
вывод в несколько измененной ` форме. 


$3. 
Мы должны будем вывести следующую теорему 06 «арргохийаце 
{опсб опа] едиа41оп» для Г-рядов. 
Пусть /— примитивный характер (0094), а>1, $=в--й, 0«<в<1, 
126, 4>6,9 Усе; зу=4е. 
3* 
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Тогда 
Тв, у) = 
5 
а 2 р (га Ух + 
п<х п<у 
+ А (4, $, с, т, 9), (2) 
где 
1 
| (4, №, 5, 2, у) | < в. 4* (=-*- у’-1 1") ше. (3) 
При этом 
оу, м ле 
ыы | а. при У(—1) = —1, 
я о 
9-! 21 


Наши начальные преобразования почти не будут отличаться от 
выкладок 0. Злелпа (*). Мы приведем их для полноты изложения. 


со 

Е. 1 г 

При $ > 1 имеем п Га \ е- "® 0—1 40; отсюда, если Ё > 1 — какоег- 
о 


либо целое число, 


Г (5 )— Ух в = Ух (п 


ты ПРЕ 


756: + ‘(Ух а. 


">; 


Отсюда 


э5 
а-1 Ее 
тв - в бо а м ис: а у 
($) — Хх(п)п =га С [1) ие 2 бы (4) 
<: 1=0 0 
Проведем разрез от 0 до со по положительной реальной оси н пусть 


контур С состоит из частей: верхний берег разреза от < до &= 


1 1-4 
окружность |2|=-, 0 86 2<2к, и нижний берег отрезка от = т 


ДО 2 = со. Если положим 1п (— 2) = (— 2) + &агс (— 2) = ш |2! акс 5 — 
— (—2)°*=е6-9117, то попучиам 


8 


\ та М: 

Ч (— 2)! #— 
е 8 РА е у. 7 
р “а. 
) = 42 911 75 = 


Из последней формулы и (4) получается 
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ыы Г (1— е — 2) 1 

2) Ухты ы х( а (5) 
п<Ё 

Это верно для любого нецелого $. Подинтегральная 'функция имеет 

простые полосы 2=-- жи, п=-1, +2, +3, ... вне контура С. 


р 
Вокруг каждого такого полюса опишем кружок радиуса ей 


Проведем новый контур: от со --2^йу горизонтально до 2жйу, оттуда 
по полукругу |2|=2ту, Вез < 0 до (—21йу) и затем горизонтально 
до < — 24. 

Если этот контур не пересечет наших кружочков, то три его основ- 
ные части: 


С от © --2жйу до 2тйу 
ВЕ полуокружность |2|=2жу, Вез < 0 
с от —2^4 до со — 2ийу 


смогут служить для вычислений. 

Если же он пересечет или коснется двух таких кружочков (сим- 
метрично расположенных), то назовем: 

С, — часть контура [от со --2кйу до точки пересечения с кружочком 


2—2 |=; 


С,— часть окружности кружочка, обращенная к началу координат, 
до пересечения с |2|=2ту, Вез < 0; 


С,— часть полуокружности |2|=2му, Ве2 < 0 от пересечения с кру- 


: 1 а 
жочком |2— 20| = -- до пересечения с кружочком [2- 2*пё| =-—; 


р 1 
С.— часть окружности [2-5 2 | = - ‚ обращенная к началу коор- 


динат, от пересечения с С, до пересечения с горизонталью Па 2 = — 2ту; 
С,— горизонталь от пересечения с С, до со — ти). Совокупность 
С. +С.--С, или, если есть С, и С., то С. +С,-+...-+С,; назовем [Со. 


Между С, в С будут расположены полюсы функции ы т 
в точках 2=2^т, под условием: п— целое, 0<|п|<у,; где у, = [у] —1, 
или [у] в зависимости от того, содержит или не содержит контур Со 
части С, и С.. 
Подсчет вычетов в полюсах дает из (5) 
хр = 


= хр. х (п) ВУ, (2*)— 42 м “в (%) ее (2) т (1—5) У у (п) 08-2 -- 


П<«Ё пул 


Е 
а-1 -—2 Ро 
ата) У и 
1-0 65 
Заметим, что для |#|>1 
1 й 
Е 


с05 


(#) т @—5| <". 0 . (6) 
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Отсюда видно, что если во второй сумме правой части добавить 
член, отвечающей п=у,--1, то получим ошибку, не превышающую 


2,4 2 *. /°-1. Поэтому можно написать 
Г. ($, Хх) = 
1 
= Уи ан) (га Ух "+ 
ПЕ п<у 


а-1 Г 1 
о о 9 — 2) 1 о 
+9 "1 Ноно а вай ‚у, (7) 
1—0 Со 
где |В|<с,. Вообще В, не всегда одно и то же, будет обозначать 
абсолютно ограниченную величину. 
Теперь для вывода (2) нам нужно будет оценить 


1-ез 
Со 
84 
Рассмотрим сперва интеграл |. Полагая 2=и-- й? и учитывая, что 
С5 
в начале С,, [1—е*| > —, получим (Ё > 0) 
и-+{— 
ГА 
1 
Е. + 
КР ж 
Ч ю т 
ие ан и 
1 —е 1 
С 6 ИРИ 
с ге, РР ых 
Че фу! Ат за ет‘ ева (8) 
Ч 
Рассмотрим } (если С, существует). В точке = = — 2, где п =у,- 1, 
4 
е: 
имеем |(— 2)" * | <с,у°-!е *_, ибо агс (—2) =>. Если 2'—точка С., то 
; дерлеА.. Зы 
1в(—#')—(-2 < 7*т<и, 
в я 
’\ 8—1 з—1 Ну Зы 1 
[6 [< с: у е <е-с, у Се , 
Е ев... 
ВЕ 
2 =“: ив а 
длина контура меньше или равна -, ; |е |<ет ч Е. Если будем 
Е 
считать, что — <Ь, то это < с... В результате, 
г 
г = 
| [алиса (9) 


Са 
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85 
Оценим интеграл ) . Здесь —2= 2куе®, ФЕ [ —>, 2], 
3 
ен ое 
и м с03 о 
[5 еее ет" 


[1 —е'|>с,, Е 


ПЕРО 
ТЫ —_ 


{1—е*|> с,, для остальных ф. 


2 
Теперь введем х под условием т. 


= 2. Предположим, что расстоя- 
- 1 
ние х до ближайшего целого числа, 918% (5) >, а потом снимем это 


ограничение. Число & пусть будет выбрано специально, как целое число 
под условием х—9<Ё<&-+49—1<х (ближайшее справа от 5—1). 
В таком случае 
у = Е ЕО) = 2 (#— ( о и >. 
Из этих оценок выводим 


т . 
ее = 
| Зои ее ха геи. (10) 
Сз 0 НУ - .) 
8 6 
Интеграл | {| оценивается так же, как | | | с той лишь разницей, что 
С4 С. 
что агс (— 2куг) = —- . Получаем, как в $ 4, 
. 
ве", (11) 


С4 
я 4 
Для оценки интеграла ] заметим, следуя остроумной идее 7. Зиелла (*), 
С1 


что 
ЕН (=). 

4 (а ны о 44 х 
не и (—9" 

Первая функция справа не имеет полюсов в |2| > 0, и допускает удоб- 
ные деформации контура. Для второй ар 


те. Е 
|е мт. О ИЕ «. 
Здесь 
. Е х 1 
2=и-- 2, ве 
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о? т х 
[2-1 Е т Ё а ры г 


+1... ‚ 
| м (— 2) м 
|) т 42 | < съ У е° \ 44 Чи -- 
Ст 0 


— и < саду" ры (11а) 


а В. 
Остается оценить \е* (-— 2} `@2: 
Са 
Заменим контур С, на контур С,, затем С.,, являющийся частью 
С,:|2=2му, агс2<лт, затем часть отрицательной оси: (Су от —2жу до 0 
и С,’ от 0 до со по положительной оси. 0 обходится сколь угодно 
малым кружком, интеграл по коему сколь угодно мал. 


Имеем 
со` РОВ : Ге т о 
еее (2 ‘ке 29, 
9 
-2ту ое 2ту у Па кз 
е 09 (—2* 144 < = \ и Ч асы Ав ее. (9) 
2=0 О о 
Наконец, как и в $5, получим 
ве. СЗ 
АХ (28| Зее" "у. 4. (14) 


3 


Собирая теперь оценки (8) — (14), подставляя в (7) и учитывая, что 


с 


1 ® 
Г — $. Е. получим (2). 
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: 1 
Нам нужно избавиться от ограничения 9134 (7) > --: Допустим, что 
2% х р ЧЕ 
х>у. Тогда, так как =. УЕ, то > и“ . Изменение х на 0(1) 


| 
влечет изменение у на величину <с,., Ч, <с,„, что создает ошибку 
1 1 
= --—с 


СЧ т у°-!. Итак, для х>у формула (2) доказана, Чтобы дока- 
зать ее при д < у, заменим $ на 1—$, [,(5, у) на Газу): 
1 
-: 2 ь ми 
Б- = У "+2 (2) 94°) (=) го) У хп 
п<х 


+В (4, —11—с, т, у). 


пи<у 
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Деля на коэффициент при второй сумме, получим 
4 
- и: 5 > 
245.) = Ух) п 2 (29) 14". (Га -8) Уха + 
п<у в<х 


1 
с, 6 (25-18 + у-°) шё. 


Здесь уже х и у поменялись ролями; у< т, так что (2) доказано 
полностью. 
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Располагая «арргохитафе гапсйопа] еда ол» (?), мы начнем вывод (1) 
по методу Е. С. ТисртагзВа (°) и С. Норезе?я (5). 
Для изучения нулей Г. (5, х) вводим функцию С. Нове1зе]?я (5). 


9 (5) = 2 (5,1) Хх (п) и (пп, 


где 2 будет указан в дальнейшем. Она имеет в каждой области не 
меньше нулей, чем Г, ($, у). Пусть М (ф.,с., Г) — число ее нулейвс > с,, 


2<+<Т. Если положим 55 = и. Оу ‚ и введем функцию (5) 


№ (вы -+0,т)= \ № (©. <. Т) 43, 
о 


то она допускает удобное интегральное представление. Именно, если 
определим (5) 


агсо, (© НГ) = — в {агсо. (с и -Е 1=) + агсо, (8+ И — 1}, 


то получим () 


со со 


2=м* (лы 1+» т) = \ ато, (+27) 4— \ агсо, (о 27) 4в + 
ПЬ 1 
5% НЕЙ 
г 2 
г 1 2 И 4. 
в ® (5 , 2] 
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Как ив (5), по методу ВасК1п4а’а, показываем для & < Т’, с , 
|аго Ф, (в -Е2Г)| < са (Т) 


и отсюда 
т 


2=м№* (%э+»т)= 1п (учи) |@ + (4,7), 


В (9; Г) < с, 1 (9Т). (15) 
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Пусть Т.Р а*, М (9,, в., Г, Го), число нулей ф, (5) вс > в, Г. <&<Т, 


№ (ыы ТТ) = \ М(еье,Т, То) а. 
э У 
Так как число нулей ©, (5) в с>9, 2<Е< Т, не может превзойти 


6,, Го т (4Т.) < с,, 4”, то из (15) получим 


(учи) и в, а,Т), (46) 


2=м№* (+. г т) т ( п 
То 


В, (4, Т) < с, (т (аТ) +4”). (17) 
Наконец, так как № (© +» г) — невозрастающая функция у, 


Я 
р 
получим при У = ШТ 


М (9. УУТ,Ть ) < вт. м (тет, в); (18) 
„Далее, из (17) выводим 


км" (9 НТ, То) < (тет, |вимае) +, (а,Т). (19) 


Отсюда усматриваем, что для доказательства основной теоремы (1) 
достаточно РУ, что при Т > 4°° можно подобрать такой 2 =2 (Т)<Т?, 


что при = УИ, 
ы В 
ое -ь ра «ет УШИ. (20) 
То 
8 10 
Имеем 


1. (6) =9, ($) —1=1 ($, %) У, х (®) в (п) п —1. 
п<1 


Используем здесь «арргохипаце Гапсыопа] ефиавоп» (2). Полагая 


1 
вт * +0 (=) Ра) 
так что при #> 1 
1 1 
[Е (5, |< 0.9% 2, (21) 
получим (®) 


1. (5) =Ф, (5) ЕЕ ($, ) №, ($) В (5,9, 2, у) Ух) ь (пт, (22) 


п< 
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где 


©, ($) = Ух" У хи" 


У < . п<1 
т.) = Ух" У у) ®)п 
пу. п" 


|Я (5,9, 2,9) | < с. 9* (2-° + уз- а ) 1, жду=9. 
Предполагаем, что д зависит только от Т, но не от #& тогда 


аа - < 
9 = есть функция #; мы выбираем равным а Имеем 


хз 
Ф, ($) = Хай *, 
п=1 


причем а, =0(п<2), и |а,| < и (число делителей п) для 2 «п<12 
Отсюда 
Т р и. № 
\ |. (Рае (т—То) Хаат-*+ у ат ал (тп)- к (1) ае< 
То п=1 г т, п=я То 
<т 5 {<(п)еи-е + У «(т) (п) (тп)- ( И 
=2 т<п<хя 


1 
При в=- ь м, УФ =>) получим, используя известные оценки 5. Вата- 
пи]ап?’а (®), 


х2 


я {ри г 115 (22) “4.2 ШТ, (23) 
п=2 
У, <(м) < (®) (тп)- (= м А 
т<п<хл 
ош, (24) 

т | 
\ [Ф, ($ Раё< с. ати ит. (25) 
2 р 


т 
т 
Если -- >Ть, то это и подавно верно для интеграла \ } 
т? 
Далее, полагая 


9экхт 2пап Ув 
Я и-шах (Ты РА: - =") чаи, 
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получим 

т 

И, в) Рае = У) т". У) миг. Ув) у". Хв®г- 

Т. т < т п<У < < 
ы 
+} (тя) хот) (2) а. 
ТТ: 

Пусть У, —сумма с числами, где тл=уп, У, — остальные, тогда 


= 


| У, < 
АТ = ПУ 


Последняя сумма оценена у Е. С. ТисЬтатзЬ”а (°): 
А ты + )+Т С 
у<у У<у<уа | 
Соглаено (23), это не превосходит 
с, ТУ” 118 (72). (26) 
Далее (°), как и в (24), | 


О тия ура ШИР < 
тт=ЕПУ , 
| ) —-& 
<27“ М $) че". деенет, (7) 
› < Уз 
и 


7 й | 3-55-29 
Учитывая теперь, что |Р (5,7)| <с.:9* {7 ; и рассматривая 
т Т/з Т/2* 


\ | \ +... - \ ‚ получим окончательно * 


Т/2 Т/4 То 
.. 
а (57) №. ($) 2} 4 < ТТ [2 У“ (21-5. т 
То 
2-Р- (иа)!- м. т) 4-м Т-. (28) 
т тю 
1°Т вместо ш°Т получается от сложения |\ + \ +... 
то Ва 
м : 1 
Теперь положим = Т®Ч-У, = = 1 теа-У, А 
а 4 2пх 
Тогда оценка (28) не превышает 
ем. 
У (29) 


* Передавая роль Т числам ы- 0=А= г. 
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Наконец, 
т . т Т/2 Т/2" 
| Ухеь (и Афр <} + Фе ива. < 
То п<: т]? Т/4 То 


1 


и 
<, 4“. Т Уи Г.* 


(30) 


Формулы (29) и (30) вместе доказывают (20), и тогда, по сказан- 


ному в $ 9, (18) и (19) доказывают основную теорему (1). 


Поступило 
Г. Х!. 4945 
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7 
* Например. мА? а = 5 | ВР \ Тир ЗА, 
и. 


НН —- 


р 
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0. у. ММК. ОХ ТНЕ ОЕМЗГТУ ОЕ.ТНЕ 7ЕВОЗ ОЕ Г-ЗЕВТЕЗ 
“”ВОММАВУ 


ТЬе ргезепь рарег сотбашз {Ве аеае@ ргоо’ оЁР ап аихШагу 
Веогет Ъу шеапз о? ев Фе Со14Ъась-Узтостадо\ \Веогеш сап Ъе 
Чедиасей Ъу $Ъе заше шебо4 о сощюопг иместайоп, аз 11е ]ам оЁ 
ргишез. Тре ргооЁ сопфаттз по еззепиау пе\м 14еаз, Беше а сошЬ1та- 
$101 0 Ее агомшепз аче 40 7. биелпа (4) апа Е. С. ТисЬюахгзВ (©). 
Оп]у {Ве аррПсамоп 140 а пем 4едасйоц о Ушостадо\?”з 4№тее ргипез 
еогеш 13 еззеп а]. Тре $Веогеш Во143: 

ер 4>1 Ъе ап имесег, х (п) а решиыуе сБагасйег (по 4), Г. (7, х) 
16$ Г/-зеглез; 1е6 ие; Ра % в> =, = =0. Треп фе 
питрег ой 2егоз оЁ Г, (%, у) ш Ве гесфап]е В<с<1, 1{|<Т, "Ш Ъе 


се 
0 (8,7) < с.4^.Т РУ. шо ед". (1) 
Тре ргоо{ о{ (1) 1з Разей ароп 4Ъе арргохитафе гапсйопа! ефаайоп 
\р1еН 1$ |ргоуе4 Беге зп деа!: {0г $=е--и, Е [0,1], > с.4,у>с,, 
ху =4!1! \е Вауе 


Г, х)= Ух (ти 2 (2) 198 & (д) 9 =. РН. Эха 


п<х п<у 


те 
[В |< с.9' (&°- у 912 ). шё. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТ!М ОЕ Г'АСАРЕМ1Е РЕЗ 5СТЕМСЕЗ БЕ 1/0855 


Серия математическая 10 (1946), 47то Земе та{1ёта!1ст7е 


А. Г. КУРОШ 
ИЗОМОРФИЗМЫ ПРЯМЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ. П 
‹ (Представлено академиком 9. Ю. Шмидтом) 


Работа представляет развитие работы автора (7). В ней доказыва- 
ются теоремы об изоморфизме прямых разложений групп, обобщаю- 
щие теоремы Ремака—Шмидта и Коржинека; и параллельные им теоремы 
о прямых разложениях колец. В работе строится также пример, пока- 
зывающий невозможность сведения вопроса 0б изоморфизмах прямых 
разложений групп на случай абелевых групп. 


Настоящая работа представляет собою развитие работы автора (`). 
Она опирается, впрочем, лишь на первые два параграфа этой работы 
и их содержание будет дальше предполагаться известным. В частности, 
свойства [— УП прямых сумм во вполне дедекиндовых одруВур и 
будут цитироваться без сбылок на работу (”). 

Основное содержание работы составляют далеко идущее обобщение 
теоремы Ремака — Шмидта (!°) для групи с произвольной системой опе- 
раторов (теорема 2) и обобщение теоремы Коржинека (*) (теоремы 3 и 4). 
В $10 устанавливаются | теоремы о двусторонних прямых разложе- 
ниях колец, параллельные указанным теоретико-групповым теоремам. 
В основе доказательств всех этих теорем лежит метод, изложенный 
в $$ 1—3 и являющийся перенесением в теорию вполне дедекиндовых 
структор метода Крулля (*) — Коржинека (°); это перенесение заметно 
отличается от той теоретико-структурной трактовки метода Крулля, 
которую дал Оре (*). Одновременно достигаются |некоторые усовершен- 
ствования этого метода и, в частности, обнаруживается, что его общая 
схема не требует никаких дополнительных ограничений типа условия 
минимальности. Непосредственным применением этого метода доказы- 
вается теоретико-структурная теорема 41, обобщающая (для случая 
прямых разложений с двумя слагаемыми) теорему 4 из работы автора 0. 

Наконец, в $ 11 строится пример группы, дающий отрицательный 
ответ на вопрос, не следует ли справедливость теоремы о центральном 
изоморфизме прямых разложений некоторой группы из справедливости 
аналогичной теоремы для центра этой группы. 


$1 
Рассматриваем структуру 5, которую считаем вполне дедекиндовой 
и удовлетворяющей следующему условию, независимость которого от 
условия полной дедекиндовости может быть без труда показана: 
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(*) Если в 5 даны элементы хи у,<у,<...<у<..., причем 


ху, = 0 при п=1:2,..., то 
2 У, уд =0. 
п 


Условию (*) удовлетворяет, очевидно, структура допустимых нор- 
мальных делителей всякой группы с любой системой операторова 

Пусть в 6 даны два прямых разложения единицы с двумя слагае- 
мыми каждое, 


1=а, фа, =В-Ь.. (1) 


Условимся обозначать компоненту элемента х в прямом слагаемом а: 

первого из разложений (41) через 2$; #=1,2, а его компоненту в 

прямом слагаемом 6; второго из разложений (1) — через 29, /=1.2 *. 
ЛЕММА 1. Для любого х из $ 


(справедливы также равенства, получающиеся из указанного переменой 
ролей 6, и 0,, а также ролей 0 и $). 
Действительно, 
28,9,9, = 6, [а, (50, а.) Е 6,] 


или, ввиду 19, «6, и условия дедекиндовости, 


29 ф 9, 5 Ь, [20, Е а, (20, в а,) но Ь,] а 6, [(26, 2 а,) (26, < а,) в Ь, |; 
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элементы а, и а. входят сюда, однако, симметричным образом. 
`ЛЕММА 2. Если х<а,, то т6,$,0,$, = 20,$,0,$,, т. е. по отношению 
к элементам, содержащимся в а,, отображения 619, и 9,Ф, переста- 
новочны. 
Действительно, применяя несколько раз лемму 1, а также равен- 
ство х=х$,, получим 
20,,0,9, = 20,0, $,0,9, = 2$,0,9,0,$, = 2$,9,ф,9.ф, = 2$,0,$,6,ф, == 20,ф,0, $, - 


$2 
Рассмотрим теперь прямое слагаемое а, первого из разложений (1). 
Пусть п® будет сумма всех таких элементов х, содержащихся в а, 


11 


что 2 (6,$,)\ =0, к=1, 2,...; аналогично, черев п“ обозначим сумму 


всех таких т, х<а,, что 1(8:9.)\=0. Согласно лемме УП о компо- 
ненте суммы 

(К) А <) 

п (6$) = 0, п (9,5, =0. 


11 


Ясно, что 
р . О с 
п: <<... <Пу<..., =, ИИ. 


Обозначим сумму этой возрастающей последовательности через п;. 


* Для дальнейшего эта символика более удобна, чем применявшиеся в работе (') 


символы 2“, 0], 
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й 
Пусть, далее, п.’ будет сумма всех таких элементов х, содержа- 
щихся в а,, что х (0,ф.0,Ф,)*=0. Тогда основа 
<) АЕ ВЕ 
п, (9,2, 0,9,) =0. 
й и Х 
Элементы п,, П,,..., П!’,... составляют возрастающую последователь- 
ность, сумму которой обозначим через п.. 
ЛЕММА аа 112 "Вы, 
Пусть, например, а Так как п” ее 0, то, применяя лем- 
му 2, получим 


пр ь (0.9.0.9. = = п (9,2 $,)* (6, )^ =0. (6,ф,)* = 0, 


х 
т. е. ре. 


ЛЕММА 4. Если х<а, то при К=1,2,... имеет место включение 
к р и к 
хот (9,9, я (9,9 + Ф,) ча (.6, В т (0, | :) я (9$, т -Е т (9,Ф,) г (2) 
Действителено, по лемме УТ, имеет место включение 
х < 19, {+ 20,, 
а поэтому 


1 = 1, < (10, 9 26,) Фи 20,9, + 20.5, 
т. е. включение (2) доказано для случая К =1. Если оно уже дока- 
зано для данного А, то его доказательство для случая К-+- 41 дости- 
гается заменой каждого из слагаемых правой части соотношения (2) 
суммой его образов при 0,Ф, и 0,Ф,, что, как доказано, может лишь 
усилить неравенство, а затем применением леммы 2 и объединением 
одинаковых слагаемых. 
ПЕММАТЬ, ово по, ЕЯ... 


Мы знаем, что п, <п,0,$, + п,6,Ф.. Однако из пи (9,2,0,ф.) =0 следует 


(п,0,$,) 9,9, =0, (п,6,$,) 9,6, = 0, 
т.е. п. 0,5, <п,,, п,0,ф, <п,. Лемма доказана, следовательно, для слу- 
чая К=1. Пусть она уже доказана для К—1. Применим к элементу 
п лемму 4: 


по т бет бед т де бр. 
т (9, (9) 


Из п* (6,9,4,$,)* = 0 следует [и (6ф,)” (6,9.)* = 0, т.е. п (0,2. 5 в, 
и аналогично #^ (9,$,)* <п®. Что же касается остальных слагаемых 
правой части соотношения (3), то все они обращаются в нуль уже 
при (9,$,0,$,)* *, т. е, содержатся в п9-Ю, а поэтому, по индуктивному 
предположению, в О НЫ и, следовательно, в по -- п. 

ЛЕММА 6. п® . пФ =0, К, а 2, 

Пусть х<п® . пФ, т. е. 2 (0,9,)* Е 0. Если К =[=41, то из 
х < 10, + 20,ф, и 10,9, =20,ф, =0 следует х=0. Будем теперь вести 
доказательство индукцией по сумме К--1. Если, например, К >> 1, то из 
(20,9,) (0,9,)*-'=0 и (20, (6,9, = (0,$,)' (6, 2) =0 следует, по индук- 
тивному предположению, 20,ф, =0, а отсюда и из 2 (9,$,)'=0 следует, 
в виду 1--1 < А-Е[, равенство 420 

Из лемм 3, 5 и 6 вытекает 
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ЛЕММА 7. п =п®--п®, К=1,2,... 
Теперь может быть доказана следующая основная лемма.. 
ЛЕММА 8. п, =п п». 


Действительно, по лемме 7, 


е ©) со со со * 
п,= ню = У ии) = Уп Уно -и,ф,,. 
в=1 И! В=1 &=1 


С другой стороны, используя условие (*) и лемму 6, получаем 


а поэтому, снова в виду условия (*), 


[®.®) 
зи р в 
и [бе п) п =0. 
1 


Ту роль, которую по отношению к прямому слагаемому а, играют 
элементы п(®, п,,, П®, п,,, п, п,, по отношению к слагаемому а, играют 
элементы п(№, п,,, п®, п,,, п, п, а по отношению к слагаемому 6,, 
]=1, 2, элементы т!Ф, ти, ТФ, тр, тФ, т;. Таким образом, 
лемма 8 позволяет считать доказанными также следующие прямые раз- 
ложения: 


ей ей., ата тр, 18009. (4} 


$3 
ЛЕММА 9. п.-+п.=т,-+т.. 
Рассмотрим элемент т. Используя равенство 7% (2,9,$,0,)^ =0 
и применяя несколько раз лемму 1, получим 


в й в в. к в 
а — 
то Е = тобй Е Ее 
= (ту ,) (9,Ф,0,$,) = › ($,9,Ф.6,) и — 0. 
Этим доказано (так как т(ф, <а,), что то, «п. Аналогично этому 
то, < п. Отеюда и из т® < т®ф + т®ф, вытекает включение 
о п 
т < п® - п®. 
Такое же включение справедливо для т. С другой стороны, по 
соображениям симметрии, 
по 3 т®--т®, 15124. 
Этим доказано равенство 
О Е ЕЮ ГК а, | 
из которого следует утверждение леммы. 
Обозначим элемент, равный обеим частям равенства, составляющего 
формулировку леммы 9, через с, 
= п, =т т... (5) 


Разложения (5) для элемента ‹ будут прямыми, так как, например, 
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п, <а,, п,<а,. Применяя лемму 8, а также равенства (4), получим 
два продолжения этих прямых разложений, 


О — п. - Пт т Из = т, -- т, -- ть, + т». (6) 
Нашей ближайшей целью будет изучение разложений (6). 
ЛЕММА 10. п, 0, < т... 
Действительно, пусть х<а, и 1(6,5,)*=0, т. е. х<и®. Тогда 
29, < 6, и, на основании леммы 1, 
20, (,8,)* = 2,6, (ф,6,)^ = 1,0, (ф,9,)* ИЕ 
—7ф, (9,ф,)* 9, = (9,ф,)^ 9, =0, 
Ве ма, 
ЛЕММА 11. п, (т, т,) =0. 


Обозначим левую часть доказываемого равенства через х. Тогда. 
по лемме 10, 28, < п,,6, < т,.. С другой стороны, 


29, < (т, т,) 8, =т 


так как т,6, =0. Таким образом, 


Ал — 7. ., 


29 т, т, = 0. 
Отсюда 29,ф, = 0, т. е., ввиду х<п,<а,, х<п,<п,,; следовательно, 
и ие АЕеЕ 0: 
ЛЕММА 12. т, < п. т,,. 
Пусть < т®, т.е. 2% и #($,8,)*=0. Пусть сперва К =4, т. е. 
4,0, =0. Из того, что компонента элемента хф, в прямом слагаемом 6, 
равна нулю, следует 2ф, <6,, а так как 


(тф,) (ф,0,) =2 ($,$,) 0, = 0, 
то дф, <т,,. С другой стороны, по лемме 10 с переменой ролей первого 
и второго из разложений (1), 
т, — т... < Пи, . 
Таким образом, 
д < аФ 1. < п, т, 
Пусть теперь наше утверждение доказано для случая К —1 и пусть 
дано, что 2($,0,)^=0. Известно, что х<2ф,-+2$,, причем, снова по 
лемме 10, 1$, < п... С другой стороны, 


2ф, < 24,8, | 2$, б.. 
Так как 2ф,0, <Ь, и (26,5, (,0,)**=0, то, по индуктивному предпо- 
ложению, 2,9, < п, -+т,,. Наконец, 2,9, <, и, по лемме 1, 
| аа ИВТ. и 
(2ф.0,) (,0,)^ = (Ф»6,) (ф,6,)' о (ф»6,) ` (ф,8,) = 0, 

т.е. 1,0, < т,,. Этим заканчивается доказательство леммы. 

Целью всех предшествующих рассмотрений была следующая 

ЛЕММА 13. В прямых разложениях (6) слагаемые п,, и т‚, (а также 


ит, пит, п, ит,,) взаимно. замещают друг друга. 
Действительно, справедливость прямого разложения 


апт, тт), 


п 12 


д * 
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получающегося из второго из разложений (6) заменой слагаемого т,, 
через п.., непосредственно вытекает из лемм 11 и 12. Имеет место, по 
соображениям симметрии, и прямое разложение 


тии ии п, 

т. е. утверждение леммы для пары слагаемых п, т, доказано. Легко 
видеть, далее, что, например, [слагаемые п, и т,, соответствуют Гдруг 
другу так же, как п, и т,,. Действительно, элемент п, содержится 
в а, и является суммой элементов, аннулируемых степенями отображе- 
ния 0,ф,; ему соответствует элемент т,,, содержащийся в 6, и являю- 
щийся суммой элементов, аннулируемых степенями отображения ф,6,. 
Тогда элементу п,,, содержащемуся в а, и являющемуся суммой эле- 
ментов, аннулируемых степенями отображения 0;,Ф,, должен соответство- 
вать элемент, содержащийся в 6, и являющийся суммой элементов, 
аннулируемых степенями отображения ф,д,, т. е. элемент т„,. 

Таким образом, лемма 13 позволяет утверждать существование 
прямо подобных продолжений для прямых разложений (1), если эти 
разложения таковы, что для них с =1, т. е. п: =. #=1, 2 ит; =6,, 
71=1, 2. В следующем параграфе будет [рассмотрен один случай, когда 
эти предположения на самом деле имеют место. 


$4 


В работе автора (7) было введено понятие центра пары прямых 
разложений единицы во вполне дедекиндовой структуре: если 


Ч У Са. = у Б- (7) 


З 


и если тф. и 26, — компоненты элемента х соответственно в а. и в 6, 
то центром этой пары разложений будет элемент 


2= ]] (&-+5) = Х в - Вуфь = У! ав. - а»в,, 


5,3 с.,3 @,3 


где, например, 4» означает дополнение к элементу а, в первом из раз- 
ложений (7). Равенство элемента 2 нулю необходимо и достаточно для 
существования у разложений (7) общего продолжения. 

Элемент 2 может быть переписан в следующем виде: 


5 —= ®. р 0», == р бифь 65. (8) 


.,3 а,5 


Действительно, 


а%буфь = Ча [6% (а. -- 8:3) т 4] Е (6. я а.) (а. 6) гы 
== (65 а.) ° @&. (Бы - а.) — фо о Ь:о.. 


Так как, например, У а.б,ф. <а., то (8) можно переписать в виде 
в 


двух прямых разложений, индуцируемых прямыми разложениями (7): 
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2-Х (Ха) У (УБьь). 
а. 8 8 в. 


Эти прямые разложения сами обладают центром, который мы обозначим 
через =” (полагая 2’=2).и назовем вторым центром пары разло- 
жений (7). Продолжая так далее, мы получим убывающую после- 
довательность Центров. 

о. 
пары прямых разложений (7). 

Возвращаемся к рассмотрению прямых разложений (1) с двумя 
слагаемыми каждое. 

ТЕОРЕМА 1.,Если последовалтельность центров пары прлмых. раз- 
ложений (1) на конечном месте достигает нуля, 2® =0, то эти 
разложения обл.‹дают прямо подобными продолжениями. 

По: азательство. Пусть прямые разложения #-ого центра 2(^, 
индуцируемые прямыми разложениями (1), будут 


(Е Мо к г 
В Рае ао. (9) 
Докажем, что при А =1,2,... 
а, (8,9...) = 2. (10) 


Действительно, по лемме 1, 


4, 0,$,0,ф, = а,0,ф,9,ф, = (а,0, 9») 6$, < а,6,$, < 2, 
так как в нашем случае 2а; = 4,6, Ф, + а,9,ф,. Если же формула (10) уже 
доказана для А, то ее справедливость для Е--1 следует из того, что 
5+1) — первый центр для прямых разложений (9) элемента 2, инду- 
цируемых разложениями (1), а для элемента х, содержащегося в (9, 
элементы 2ф;, 20; можно толковать, очевидно, как компоненты элемента х 
в прямых разложениях (9). 

По условию теоремы, 20)=0. Отсюда следует 2) = 0, росиаЕ” 
согласно (10), а, (6,Ф.0,5,)"=0, откуда а,=п,. Аналогично, а, =п,, 
6, =т, ]=1,2. Отсюда, в силу леммы 13, следует справедливость 
теоремы 1. 

Сопоставим эту теорему с теоремой 4 из работы (`) автора. Правда, 
там рассматривались прямые разложения с любым, даже | оесконечным, 
числом слагаемых и, кроме того, не использовалось условие] (*). Однако 
условие, которое накладывалось там на центр данной пары разло- 
жений —в одном из разложений центр должен, содержаться в одном из 
прямых слагаемых — представляег весьма частный случай предположе- 
ния, что разложения центра, индуцируемые заданными прямыми разло- 
ениями единицы, обладают общим продолжением, т. е. что второй 
центр заданных разложений равен нулю. Задача объединения указан- 
ных двух теорем остается пока открытой. 
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Сейчас результаты $ 3 будут использованы для доказательства 
следующей теоремы о группах с произвольной системой операторов, 
являющейся обобщением теоремы Ремака —Шмидта: 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть дана группа С с произвольной системой опе- 
раторов, обладающая следующим свойством: если Ки й— соответ- 
ственно коммутинт и допустимый центр этой группы, то всякая 
подгруппа группы И, на которую может быть операторно-гомоморфно 
отображена фактор-группа С/К, обладает (как группа с операторами) 
главным рядом. Тогда для двух любых прямых разложений группы С 
(причем число прлмых множителей может быть и бесконечным) суще- 
ствуют центральноизоморфные продолжения. 

Из этой теоремы следует, в частности, существование центрально 
изоморфных продолжений для прямых разложений такой группы 
(с произвольной системой операторов), допустимый центр которой 
или ке фактор-группа по коммутанту сами обладают главным 
рядом. 

Доказательство. Продолжим сперва изучение прямых разло- 
жений (1) во вполне дедекиндовой структуре 5 (5$ 1 — 3). Будем считать, 
что й; и т; хотя и не обязательно совпадают с а; и ‘соответственно 
с 6;, но что они служат для них прямыми слагаемыми, т. е. что 


а=т-а, #=1,2; ы=т-Ь, ]=1,2. (11) 


ЛЕММА 414. а, (т, 6,) =0, а также а, (т,-Ь)=0. 
Действительно, введем обозначение а, (т, + 6,) =х и положим 2-0. 

Гак как элемент т, --6, представляет сумму элементов с(® = т®-Ь,, 

К=1,2,..., то из 2+0 следует, ввиду (*), существование такого К, 


что у=а,с(® = 0. Тогда 
у (9.4.09) 1 < 2 (Фвр, = т (в, бф,) т" Е В, (0..0, 


Второе слагаемое правой части равно нулю, так как 6,0, =0. С другой 
стороны, в силу леммы 1 и равенства т(“99, = т, 


т® (6,9,6,ф,) 1 = тб (9.6, ф,)^+* = т (ф,8.ф, 0, Ф,В,ф, = 0. 


Таким образом, у (0,$,0,$,)" "1 =0, а так как у<а,, то у<п, и поэтому, 
ввиду (11), у<па, =0. Из этого противоречия вытекает, что х=0. 


Второе утверждение леммы доказывается таким же путем, если принять 
в расчет равенство 


а, (9. 6.ф,) "1 = а, (9,$,0,Ф,) "1 '. 


Перейдем к содержащемуся в формулировке теоремы теоретико-груп- 
повому случаю, причем ограничимся сперва рассмотрением прямых раз- 
ложений группы С с двумя множителями каждое, 


С=АхА,=В,хВ,. (12) 


Символы ф; и 0; будут теперь применяться для обозначения компоненты 
элемента или подгруппы в А; и соответственно в В,;. Роль, которую 
в $ 1—3 играли элементы па, п, Три т. д., будут теперь играть 
(допустимые) подгруппы, обозначаемые соответственно М№,,. №; Му ит. д. 
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ЛЕММА 15. Убывающие последовательности подгрупп 


А, 2 А:0,$.0 $: > ВЫ А, (6,$:0,$:)" 5 ) р=1,2 13 
В; 2 В1$, 0$, 0: >... В; (ф.0:6,6)*5..., 1=1,2 } и. 
обрываются, т. е. существует такое п, что 
А, (6,2) = А вай Ка а: = 12 р (14) 
В; ($19:$.6:)" = В, (ф,8:,6,)"** =. дин Вт 1=1, 


Отображения 0.5.6.9; и $,0:Ф,8; будут для А, и, соответственно, для 
В; изоморфными отобраэкениями на себя. 

Действительно, применяя к нашему случаю формулу (10), при Х=1 
мы получим, что, например, подгруппа 4,6,9,0,ф, содержится в центре 
пары прямых разложений (12), т. е. содержится в допустимом центре 
группы С и, следовательно, будет абелевой. Таким образом, эту под- 
группу можно рассматривать как гомоморфный образ Ффактор-группы 
прямого множителя А, по его коммутанту и, следовательно, как гомо- 
морфный образ фактор-группы самой группы С по ее коммутанту. 
Отсюда, по условию теоремы, вытекает существование в подгруппе 
А, 0, Ф.Ф, главного ряда. Обрыв убывающих последовательностей допу- 


стимых подгрупп (13), т. е.` существование подгрупп А; и В; теперь 
очевиден. С другой стороны, из (14) вытекает, например, равенство 


А, 0,$,6Ф. та А, ь 


Если бы гомоморфное отображение 0,$,0.©, было для А, не изоморфным, 


то, как известно, мы нашли бы в А, бесконечную возрастающую после- 
довательность (допустимых) подгрупп, что противоречит, однако, суще- 
ствованию в 4,9, <,0,©, главного ряда. 


ЛЕММА 16. А, =М,хА,. 
Ясно, что М№,, а также и А, (как подгруппа центра), будут нормаль- 


ными делителями в А,. Далее, если пересечение №, [|] А, содержит от- 
личный от 1 элемент х, то из ХС. М, следует существование такого К, 
что 2 (8,9,8,$,)*=1. м образом, отображение (9,6,9,ф,)" оказывается 


для подгруппы А, не взаимно однозначным, что противоречит, однако, 
предшествующей лемме. Отсюда следует, что М, [] А, =. Пусть, нако- 
нец, а, будет Е элемент из 4,. Тогда а, (0,9,0 0,1)" С А, а 
так как А, (0,9,0,,)"= А,, то существует такой элемент а, из А,, что 


а, (9, Ф, 0, ф,)" О (9, $, 0, фи)". 
Отсюда 
(арта,) (9, Ф, 9 ф,)" | 


т. е. аг1а, СМ, и, следовательно, а, С {№,, т 
ЛЕММА 17. В, С (А, В,}, а также Ч СА 5 
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В самом деле, пусть х— произвольный элемент из В,. Тогда в В, 
существует такой элемент у, что уф, 0, 9,0, =х, ав В, —такой элемент 
Ъ,, что Ь, ($, 9, Ф, 0,)" =: у. Записывая поочередно соответствующие эле- 
менты через компоненты в первом и во втором из разложений (42), 
получим 

УФ: = Уф,6, ` уф, 0, = уф, в.$, - 99,0, ф, * Уф:0. = 
= у9,0,$, 9$,0,2.8, ь 92,0, 9,0. = 92,6,; 
отсюда 


т= ус, 0, ©, 6, = (ух, 6, $,)-* - уф, : (уФ,8,)-'. (уе, 8,9, 6,) 


Два последних множителя правой части принадлежат, очевидно, к В, 
Покажем, что два первых множителя, принадлежащие к А,, содер- 
жатся в А,. При этом будут использованы леммы 4 и 2 по отношению 
к элементам группы, а не к элементам структуры, т. е. не к подгруп- 
пам. Поэтому некоторые элементы мы будем снабжать штрихами, что 
следует понимать как указание на то, что данный элемент заменился, 
быть может, некоторым другим элементом, но из ‚той же допустимой 
подгруппы*. Таким образом, 


—1 


99. = 6, (>, 9, 9. Вы Е (5, Ф,) (9, 9, 9, $,)" 7 (6, Ф,)' (9, Ф, 9, Ф,)" С. г 
у®, 9, Фи Ь, ($, 9, Ф. 9, )" Ф, 9, = (6, Ф,) (9, Ф. 9, $3)" 9, а 
= (В, $,)" (9, $, 6, 9,)" 6,9, = (6, ,)' 0, 9,] (9, 9, 9, 9," СА, 
Второе утверждение леммы доказывается таким же путем. 


Результаты $ 3 и лемма 16 позволяют утверждать существование 
для прямых разложений (12) следующих продолжений: 


б=М,, М, хА,х М хМ,,хА, = 
=М,,хМ,,х В, х М, хМ,, хВ.. (15) 


Мы уже знаем из леммы 13, что прямые множители №,, и М,,, а так- 
же М№,, и М,,, №, и М,,, М, и М,, взаимно замещают друг друга 
в прямых разложениях (6) для подгруппы У, а поэтому и в прямых 
разложениях (15) для группы С.С другой стороны, леммы 414 и 17 
показывают, что любой из прямых множителей В, и в второго из 
разложений (45) может быть замещен подгруппой А, а поэтому, по 
соображениям "симметрии, и подгруппой А,; `справедливо, конечно, 
и соответствующее утверждение с переменой ролей первого и второго 


из разложений (12). Отсюда следует центральный изоморфизм прямых 
разложений (15). 
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Рассмотрим теперь два прямых разложения группы С с любым 
конечным числом множителей, 


С=Ах Ах. хА = Вх В, (16) 


* Ниже, в $ 9, будут указаны соответствующие уточнения лемм 1 и 2. Сейчас 
в этом нет необходимости. 
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и будем индукцией по сумме К--] доказывать существование для 
разложений (16) таких центрально изоморфных продолжений, что 
каждое А; 5=1,2,..., К, заменяется произведением [| множителей. 
казкдое В; |=1, 2,...,[, произведением Е множителей (некоторые из 
них могут, впрочем, равняться Ё), причем центрально изоморфное 
соответствие между этими множителями устанавливается так, что 
никакие два можителя, входящие в разложение какого-либо А;, не 
сопоставляются множителям из разложения одного и того же В. 

Это утверждение справедливо при К-+-[=4: оно очевидно при 
Е=1,1=3 и при &=3,1=1, а при К=1=2 следует из доказанного 
выше. Действительно, разложения (15) можно превратить в центрально 
изоморфные продолжения разложений (12), удовлетворяющие постав- 
ленным выше условиям, объединяя, например, А, с М, А, Е. 
М. ив. 6 М... 

Пусть А 1 >4 и пусть для всякой группы, удовлетворяющей усло- 
виям теоремы 2, и для всех пар ее прямых разложенаий с менышим, 
чем А--[, общим числом прямых множителей, наше утверждение уже 


доказано. Если, например, К >> 2, то введем обозначение 
Ак 1 = Ак_1х А... (17) 
Тогда прямые разложения 
СА а. =ВохВ хх В 


обладают, по предположению, центрально изоморфными продолжениями 


С=(4А,, х---х Ал) к (Аих---х Ад) жж. -х (Аи х ++ -х 44-1, 1) = 
= (Вох +в ХВ) Вых ра И) ВИРА (Ри х хи) 


Так как группа 4}_1, как прямой множитель группы С, также удов- 
летворяет условиям теоремы. 2 и 2--[ <^--[, то два прямых разле- 
жения группы А}_1, а именно (17) и 


Ре Е о М 
обладают центрально изоморфными продолжениями 


Ар! == Яя ео Ак_14, 1) х (А. < А;4) 8 
== (Аска х Ах (АНХ АЕ 11,5). 


Если Ай 1,; = В; ь_1, | =1,2,...,Ё, и если этот центральный изомор- 
физм ставит в соответствие прямому разложению Ах-_1,;= Акура 
х АЁ_1,;2 прямое разложение Ву, 1 = Врьи-1,1х В; и-1,2, ТО, Очевидно, 
прямые разложения 
(А (Ас у. 
5-х (Ак-ех Арн) х (Ащхе-ех Ан) = 
(Вх ов ненаю (Варк ма Вор В ках 
пе жфВи х +х Вук-дуюх Ву, 1,2) 


будут искомыми центрально изоморфными продолжениями разложе- 
ний (16). 
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Для окончания доказательства теоремы 2 нам остается рассмотреть 
случай прямых разложений с бесконечным числом множителей. Пред- 
варительно введем следующее новое понятие: 

Некоторую группу (с произвольной системой операторов) будем наз- 
зывать Р-группой, если отображение в единицу является единствен- 
ным операторно-гомоморфным отображением фактор-группы этой группы 
по ее коммутанту внутрь ее допустимого центра. В частности, Ё-груп- 
пой будет всякая группа без центра, а также всякая группа, совпа- 
дающая со своим коммутантом. 

Справедлива следующая* 

ЛЕММА 18. Два любых прямых разложения произвольной Е-группы 
обладают общим продолжением. у 

В самом деле, пусть даны два прямых разложения Р-группы С, 


ИИ: 


Ввиду теоремы 3(7) достаточно доказать, что центр этой пары разло- 
жений равен Е. В нашем случае, в силу соотношения (8), он равен 


П 4, 9. ф.. Однако всякая подгруппа 7 9. ф. лежит в центре группы С 


в, 3 


и, будучи абелевым гомоморфным образом прямого множителя 


А., будет служить гомоморфным образом фактор-группы самой группы 
С по ее коммутанту. Отсюда, так как С- Р-группа, следует 
4. =Е. 

Обобщением леммы Головина (*) является следующая 


ЛЕММА 19. Пусть даны. два прямых раз ложения некоторой группы 
С .с произвольной системой операторов, 


ет (18) 
а т 8 5 


Если подгруппы 
с=Пс» в=П 
т ё 
являются Е-группами и если прямые разложения 


в= Ас во 
р 8 
обладают центрально изоморфными продолжениями, то центрально 


изоморфными продолэжениями обладают и заданные прямые разлозмее- 
ния (18). 


* Для случая прямых разложений с конечным числом множителей см. Фит- 
тинг (3) теорема 6. 
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Доказательство этой леммы опирается на лемму 18, а в остальном 
является дословным повторением доказательства леммы Головина, 
приведенного в $ 27 книги автора (°), и поэтому мы его опускаем. 

ЛЕММА 20. Если группа С удовлетворяет условиям теоремы 2, 
то из любого прямого разложения этой группы можно так удалить 
конечное число прямых множителей, что произведение оставшихся 
'ноэкителей будет Е-группой. ы 

Пусть, в самом деле, дано произвольное прямое разложение груп- 
пы С. Покажем, что в этом разложении содержится лишь конечное число 
таких множителей, в допустимый центр каждого из которых можно 
нетривиальным образом гомоморфно отобразить Фактор-группы беско- 
нечного числа прямых множителей заданного разложения по их ком- 
мутантам. Действительно, в противном случае можно было бы указать 
счетную систему прямых множителей, фактор-группы которых по ком- 
мутантам нетривиально отображаются в допустимые центры различных 
прямых множителей. Это приводит, однако, в противоречие с усло- 
виями теоремы 2, к существованию гомоморфного отображения фактор- 
группы всей группы С по ее коммутанту на такую подгруппу ее 
допустимого центра, которая является прямым произведением счетного 
множества подгрупи и поэтому не может обладать главным рядом. 

Удалим из заданного прямого разложения те множители (в конеч- 
ном числе), о которых шла речь в предыдущем абзаце, и покажем, 
что теперь вообще можно указать лишь конечное число множителей, 
фактор-группы которых по коммутантам допускают нетривиальное 
гомоморфное отображение внутрь допустимого центра какого-либо из 
(оставшихся) множителей. В самом деле, если бы таких множителей 
было бесконечно много, то, так как в допустимый центр каждого из 
оставшихся множителей может теперь нетривиально отображаться лишь 
конечное число указанных фактор-групп, мы снова могли бы указать 
счетную систему прямых множителей, фактор-группы которых по ком- 
мутантам нетривиально отображаются в допустимые центры различных 
прямых множителей, что опять противоречит условиям теоремы 2. Если 
мы удалим и эти множители (в конечном числе), то произведение остав- 
шихся множителей уже будет, как легко видеть, Ё-группой. 

Леммы 19 и 20 сводят общий случай теоремы 2 на рассмотренный 
в предшествующем параграфе случай разложений с конечным числом 
прямых множителей. Этим ‘заканчивается доказательство теоремы 2. 
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Сейчас мы докажем теорему, представляющую собой обобщение 
теоремы Коржинека, причем будем рассматривать лишь группы без опе- 
раторов (напоминаем, что периодической называется группа, все 
элементы которой имеют конечный порядок, и что периодическая абе- 
лева группа однозначно разлагается в прямое произведение своих при- 
марных компонент, т. е. максимальных подгрупп, порядки всех эле- 
ментов которых суть степени одного и того же простого числа): 
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.ТЕОРЕМА 3. Пусть группа С обладает следующим свойством: 
если Ки будут соответственно ее коммутант и центр, то всякая 
подгруппа группы 7, на которую может быть гомоморфно отоб раже- 
на фактор-группа С/К будет периодической, причем ее примарные 
компоненты удовлетворяют условию минимальности. Тогда два любых 
прямых разложения группы С с конечным числом множителей обла- 
дают центрально изоморфными продолжениями *. 

Из этой теоремы, в частности, следует существование центрально 
изоморфных продолжений для прямых разложений (с конечным числом 
множителей) такой группы С, которая удовлетворяет одному из сле- 
дующих условий: 

1° Центр 2 периодичен и его примарные компоненты удовлетворя- 
ют условию минимальности (уже здесь содержится теорема Коржинека). 

2° Фактор-группа С/К периодична и ее примарные компоненты 
удовлетворяют условию минимальности. 

3° Группа С/К периодична, а примарные компоненты максималь- 
ной периодической подгруппы группы Й удовлетворяют условию мини- 
мальности: 

4° Группа 2 периодична, а группа С/К имеет конечный ранг 
и примарные компоненты ее максимальной периодической подгруппы 
удовлетворяют условию минимальности. 

Существенную роль в доказательстве теоремы 3 играет следующая 
лемма, относящаяся к произвольной труппе С и обобщающая теорему 
2,5 из работы Коржинека (3): 

ЛЕММА 21. В группе С задан эндоморфизм у, причем совокупность 
элементов. отоб ражающихся в единицу при степенях этого эндомор- 
физма, составляет нормальный делитель №. Пусть фактор-групта 
С/М№М будет периодической абелевой группой, причем все ее примарные 
компоненты удовлетворяют условию минимальности. Пусть, с другой 
стороны, среди максимальных подгрупп группы С, отоб ражающихся при 
Х изоморфно на себя. имеется нормальный делитель Н. Тогда С =МхНн. 

Доказательство этой леммы ведется по существу так же, как и дока- 
зательство теоремы 2,5 Коржинека. Ясно, прежде всего, что М] Н=Е 
и что прямое произведение Ух Н = 0 является нормальным делителем 
в С, отображающимея в себя при эндоморфизме у, причем фактор- 
группа С/О будет, как и С/М№, периодической абелевой и ее примарные 
компоненты удовлетворяют условию минимальности. Предположим, что 
О отлично от С, и приведем это к противоречию. 


По предположению фактор-группа С = С/0 отлична от Ё, а поэтому 
отлична от Ё хотя бы одна из ее примарных компонент, т. е. можно 


* Подобно тому, как теорема Коржинека справедлива и для групп с операто- 
рами, если только всякая подгруппа допустимого’ центра сама допустима, наша 
теорема 3 также может быть распространена на такие операторные группы, в кото- 
рых каждая из тех подгрупп центра, о которых идет речь в формулировке тео]»е- 
мы, удовлетворяет условию, что все ее подгруппы допустимы. Проверка этого 
предоставляется читателю. 
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указать такое простое число р, что подгруппа С,, состоящая из всех 
элементов порядка р группы С, отлична от Е. Так как, на основании 
сказанного выше, в примарной (по р) компоненте группы С выполняется 


условие минимальности, то подгруппа С, будет конечной. 

Если СС и 4-0, то и хх О. Действительно, из хх С- О {сле- 
дует хх =ий, где пс. №, АС Н. Существует, по определению Н, такой 
элемент СН, что й’у =йи, следовательно, (5%) х =п С: №. Отсюда, 
ввиду определения М, вытекает, однако, что 54’ =п’ СМ, т. е. 

Е ` 
хп сОа ь 

Отсюда а также из конечности подгруппы С, и ее полной харак- 
теристичности в группе С, следует, что отображение х, переводязцее 
всякий элемент а = (т группы С, в элемент 


Е Е 


будет для С, изоморфным отображением на себя. 


Пусть а,, а,, ..., аа — база подгруппы С,. Выбираем в этих смеж- 
ных классах по О представители а, ё=1,2,..., Гр а в произвольном 


элементе а группы С,, 


аа —а} 
а = а, > .. ау 0< а; р, 
м _@ = 
представителем считаем элемент а = а1'а,*... ай. Иза? =1 следует а? С- 0, 
т. е. 
ЗТРЕЙИ. (19) 
где СМ, #С.Н, причем существует такой показатель $.„, что! 
#81 = 1. (20) 


С другой стороны, если а’ — представитель смежного класса, в котором 
лежит элемент ау, то 


ах =пт’й’а’, (21) 
где п’ СМ, #й’СН, причем существует такой показатель &,, что 
п’ =1. (22) 
Наконец, так как фактор-группа С/М№ абелева, то 
аа ‘аа =пи С М, 1<, 1<Ь (23) 


причем существует такой показатель г;у, что 
ИЕ. (24) 


Пусть число К будет наибольшим среди всех чисел 5., &, и гу. Если 


а— любой из представителей, то положим 
ь 
ах = 5 
в частности, а =Ь, &=1,2,..., 1. Из а = а41а4*... ай, очевидно, 
следует, что я 
ое бб: С, < р, (25) 


причем из доказанной выше изоморфности отображения х для группы 
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С, вытекает, что элементы 6 снова будут представителями всех смеж- 
ных классов. составляющих эту группу. 
Ввиду (19) и (290) 


бр = «рул = (пй) = ИАС Н. (26) 
С другой стороны, на основании (21) и (22) 
Буа (ий а) = ЙА Е а’х* = й"', р (27) 


где #”С НЫ, = а’у^. 

Покажем, что элементы 6 перестановочны между собою, причем, 
ввиду (25), это достаточно проверить для элементов 6;. Действительно, 
на основании (23) и (24) 

БЫ; = (агата) и =пье=А. 

Отсюда, а также из (25) и (26) вытекает, что произведение двух 
элементов 6, а также элемент, обратный для некоторого элемента 
$, могут быть записаны в виде произведения некоторого элемента из 
Н на некоторый элемент 6. Таким образом, подгруппа Н’ группы 
С, порожденная подгруппой Н и всеми элементами 6, состоит из эле- 
ментов вида #6. : 

Из (27) и изоморфности отображения х для Ср вытекает, что у ото- 
бражает подгруппу Н’ на себя, притом изоморфно: из (#6) х = 1 следо- 
вало бы УСН, что возможно ‘лишь при 6 =1. Мы приходим, следо- 
вательно, к противоречию с предположением, что Н — максимальная 
подгруппа группы С, отображающаяся при у изоморфно на себя. Этим 
заканчивается доказательство леммы 241. 


$9 


Докажем еще одну лемму, относящуюся к произвольной группе 
С и обобщающую лемму 2,2 из работы Коржинека (?). 

ЛЕММА 22. Пусть в группе С дан эндоморфизм ух. Если среди 
максимальных подгрупп группы С, отображающихся при \ изоморфно 
на себя, есть нормальный делитель Н, являющийся периодической абе- 
левой группой, все п римарные компоненты которой удовлетворяют условию 
минимальности, то Н будет единственной максимальной подгруппой 
группы С, отоб ражающейся при х изоморфно на себя. 

Действительно, пусть ЕР — произвольная подгруппа группы С, ото- 
бражающаяся при Хх на себя изоморфно. Если К’ =Н [| Е, то Е’ будет, 
очевидно, отображаться при у изоморфно внутрь себя, причем даже 
на себя, так как иначе в одной из примарных компонент груп- 
пы Н существовала бы бесконечная убывающая цепочка подгрупп. Если, 
далее, НИ={Н, Е}, то при х подгруппа И будет отображаться на себя. 
Это отображение будет даже изоморфным. Действительно, всякий эле- 


мент из Н можно записать в виде #/, где СН, СЕ. Если теперь 
(Я) х=1, то йх=( ус (НП Е) = Г’. Отсюда, на основании доказан- 
ного выше, следует, что и й и ] принадлежат к Ё’, а так как Е’ ото- 
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бражается при Хх на себя изоморфно, то из йу =(}*) у следует й=}*, 
т. е. #]=1. Таким образом, учитывая. что подгруппа Н максимальна 
и отображается при ух на себя изоморфно, мы получаем И=И, 
те: ЛЕН: 

Перейдем теперь к рассмотрению группы С, удовлетворяющей усло- 
виям теоремы 3, и ее прямых разложений 


С=А,х А, =В,хВ, (28) 


с двумя множителями каждое. Будем считать, что символы ф;, 0; №д. 
№, Му ит. д. имеют тот же смысл, что ив $5, и прежде всего уточ- 
ним леммы 1 и 2, так как мы должны будем применять их к элементам 
группы С. 

ЛЕММА 1'’. Для любого элемента х группы С 


26,$,8, ЕЯ (21°) 9.9.6, 


(справедливы также равенства, получающиеся из указанного переменой 
ролей 0, и 0,, а также 6 и 5$). 
Действительно, так как 


28, = 20, Ф, у 19,Ф,, 
то 
20, ф,0, . 10.ф,0, = (20ф, - 20,Ф.) 8, = 20:9. =. 


ЛЕММА 2’. Если элемент х содержится в подгруппе А, то 
29,$,0.$, =— 29,Ф, 9$. 


Доказательство такое же, как для леммы 2, причем следует учесть. 
что в ходе доказательства леммой 1’ придется воспользоваться четыре 
раза. 

ЛЕММА 23. А, =М,хА,, где А, — максимальная подгруппа группы 
отоб ражающаяся на себя изоморфно при эндоморфизме 


А 


1) 
И 9,$,6,$, == 0,9, 6$, (29) 

еруппы А,. 
Прежде всего, равенство (29) непосредственно вытекает из лем- 
мы 2’. Далее, фактор-группа А,/М№, изоморфна А.Х, т. е., согласно (10). 
изоморфна подгруппе центра группы 4,. Так как гомоморфное отображе- 
ние подгруппы А, на А,/ можно расширить до гомоморфного отображе- 
ния всей группы С на 4,7) и так как подгруппа А,у абелева, то в с00т- 
ветствии с условиями теоремы можно утверждать, что фактор-группа 
А,/№, — периодическая абелева группа, все примарные компоненты кото- 
рой удовлетворяют условию минимальности. Тем более этим свойством 
обладает фактор-группа А,/№,, изоморфная фактор-группе группы А, /М.. 
С другой стороны, все максимальные подгруппы А,, отображающиеся 
при х изоморфно на себя (а существование таких подгрупп доказывается 
обычным трансфинитным процессом), должны содержаться в подгруппе 
А,Х и поэтому будут нормальными делителями. Применяя лемму 22, 
мы убеждаемся, что такая подгруппа будет единственной; обозначим 
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ее через А,. Применяя, наконец, к группе А, и эндоморфизму у лемму 21. 
мы приходим к прямому разложению 


Ах я 


Аналогичный результат имеет место и для других множителей пря- 
мых разложений (28), т. е. 


ДМ кА т ВМ В, бра, 


где А, и В, — максимальные подгруппы групп А, и, соответственно, 
В; отображающиеся изоморфно на себя при эндоморфизмах 0,9,9,ф, = 
= 0,0,0,$, и, соответственно, ф,0;ф,8; = Ф,0;ф,6;. 

ЛЕММА 24. Вос А, АЙСВ, 1, 71=1, 2. 

Достаточно доказать лишь одно из включений, например, В.о, С А,. 
Мы знаем, что 

В,$,9,9.6, = В, (30) 

‘и что отображение $,9,$,0, изоморфно для В,; следовательно, ф, ото- 


бражает подгруппу В, изоморфно внутрь А,. Применяя к обеим частям 
равенства (30) отображение Ф,, получаем 


(В,Ф,) АА = ВФ; 


иными, словами, подгруппа В,®, группы А, отображается при эндомор- 
физме 0,$,60:$, на себя, причем даже изоморфно, так как 0,9,0,, ввиду 


1531? 

(30), отображает подгруппу ВФ, изомоофно на В,, ах,, как мы знаем, 
отображает В, изоморфно на В.ф,. Однако, применяя дважды лемму 4*, 
мы получаем 
0,9, 9,ф, = 9, 9,09, 
а поэтому подгруппа В,®, должна содержаться в единственной макси- 
мальной подгруппе группы А,, отображающейся при 0,$,0,Ф, изоморфно 
на себя, т. е. в А.. 

ЛЕММА 25. В, С- {4А,, В,}, а также В.С {А,, В.}. 

В самом деле, если х— произвольный элемент из В,, а у— такой 


элемент из В‚, что уф,0,0,0, =х, то. как и при доказательстве леммы 1 
мы придем к равенству 

и (уф,6, $.) * ОС (уф,8,) * у (у, 6,$,6,) *. 
Два последних множителя правой части принадлежат, очевидно, к В.. 
Множитель уф, содержится в А, (ввиду леммы 24). Наконец, применяя 
трижды лемму 24, находим, что УФ. С А,, и, значит, 9,6, С В, а следо- 
вательно, уф, 69, ®, С А,. 


Теперь, опираясь на результаты $ 3 и на леммы 23, 14 и 25, можно 
утверждать существование центрально изоморфных продолжений 


СЕМ хМ,,х А, х М, МХА, =МихМ,,хВ, ХМ, хМи,х В, 
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для заданных прямых разложений (28) группы С. Для завершения 
доказательства теоремы 3 остается рассмотреть случай двух прямых 
разложений с любым конечным числом множителей, для чего следует 
лишь повторить рассуждения $ 6. 

Теорема 3 доказана. 

Заметим, что задача распространения теоремы 3 на случай прямых 
разложений с бесконечным числом множителей остается пока открытой. 
Ввиду этого представляет интерес следующая теорема, справедливая 
для любых прямых разложений и обобщающая как теорему 2 (для слу- 
чая групп без операторов), так п теорему Коржинека с обобщением 
Головина (*). 

ТЕОРЕМА 4. Пусть группа С обладает следующим свойством: если 
К и 2 будут соответственно ее коммутантом и центром, то всякая 
подгруппа группы #, на которую может быть гомоморфно отображена 
фактор-группа С/К, удовлетворяет условию минимальности. Тогда два 
любых прямых разложения группы С (причем число прямых множите- 
лей может быть п бесконечным) обладают центрально изоморфными 
продолжениями.. 

Для разложений с конечным числом прямых множителей эта теорема 
следует из теоремы 3, а ее справедливость для прямых разложений 
с бесконечным числом множителей устанавливается методами 8 7, при- 
менимыми и к нашему случаю. Действительно, в формулировке леммы 20 
слова: «Если группа С удовлетворяет условиям теоремы 2, то...» 
можно, как легко видеть, заменить словами: 

«Если группа С удовлетворяет условиям теоремы. 4, то ...». 


$ 10 

В работе автора (7) показано, что для всех теорем об изоморфизмах 
прямых разложений групп, которые к тому времени были доказаны, 
справедливы параллельные им теоремы о двусторонних прямых разло- 
яжениях колец, причем роль центра груйпы играет в этих теоремах 
идеал Ъ% полных делителей нуля, а центральный изоморфизм заменяет- 
ся %-изоморфизмом. Это же можно утверждать пи по отношению к 
теоретико-групповым теоремам, доказанным в настоящей работе. Мы 
начнем с теоремы, параллельной теореме 3. 

Будем рассматривать кольцо А, умножение в котором не предпола- 
гается ни коммутативным, ни ассоциативным. Роль коммутанта будет 
играть теперь А? — квадрат кольца А, т. е. двусторонний идеал, поро- 
жденный произведениями всевозможных пар элементов кольца; очевид- 
но, что А? — минимальный идеал кольца А, в фактор-кольце по кото- 
рому произведение любых двух элементов равно нулю. Справедлива 
следующая теорема (следует помнить, что всякая аддитивная подгруп- 
па идеала % является двусторонним идеалом в Л): 

ТЕОРЕМА 5. Пусть кольцо В обладает следующим свойством: 
всякая аддитивная подгруппа идеала %, на которую может быть 
гомоморфно отображено фактор-кольцо В|В*. является периодической, 


5 Известия АН СССР, Серия метематическая, № 1 
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причем ее примарные компоненты ‘удовлетворяют условию минималь- 
ности. Тогда два любых двусторонних прямых разложения кольца В 
сконечным числом слагаемых обладают З-изоморфными п родолжениями. 

Доказательство этой теоремы не отличается по существу от доказа- 
тельства теоремы 3. Результаты 8$ 1 — 3, а также лемма 14, относящиеся 
к случаю вполне дедекиндовых структур, применимы, в частности, {и’к 
структуре двусторонних идеалов кольца. Что же касается лемм 24 — 25, 
то их перенесение на случай колец не представляет затруднений; сле- 
дует лишь помнить, что теперь роль абелевых групи играют кольца, в 
которых произведение любых двух элементов равно нулю, и, вообще, 
перестановочным элементам соответствуют элементы, произведение кото- 
рых равно нулю. При проведении конца дсказательства придется вос- 
пользоваться следующим результатом из работы автора (7): двусторон- 
ние идеалы кольца, прямо подобные в структуре всех двусторонних 
идеалов этого кольца, будут \-изоморфными. 

Следующая теорема, параллельная теореме 4, обобщает теорему 10 
из работы автора (): 

ТЕОРЕМА 6. Пусть кольцо В обладает следующим свойством: 
всякая аддитивная подгруппа идеала %, на которую можетбыть гомо- 
морфно отображено фактор-кольцо В|]В*, удовлетворяет условию ми- 
нимальности. Тогда два любых двусторонних прямых разложения 
кольца В (причем число прямых слагаемых может быть и бесконечным )} 
обладают У-изоморфными продолжениями. 

Для случая разложений с конечным числом слагаемых эта теорема 
вытекает из теоремы 5. Ее справедливость в общем случае доказывает- 
ся повторением рассуждений из $7, причем роль Р-группы теперь 
играет ЁР-кольцо, т. е. такое кольцо А, что отображение в нуль это 
единственное гомоморфное отображение его фактор-кольца А/В? внутрь 
идеала % полных делителей нуля. 


ви 


Известна следующая теорема Б»эра (*): тогда и только тогда два лю- 
бых прямых разложения счетной периодической абелевой группы обла- 
дают изоморфными продолжениями, если эта группа разложима в прямое 
произведение циклических групи и групп типа р®. Периодическая абе- 
лева группа, все примарные компоненты которой удовлетворяют усло- 
вию минимальности, заведомо обладает таким разложением (°), причем 
по каждому простому числу в нем будет лишь конечное число множи- 
телей. Естественно возникает вопрос о возможности обобщения теорем 
Зи 5 путем замены в их формулировках предположения, что примар- 
ные компоненты подгруппы центра (соответственно, идеала %) удовле- 
творяют условию минимальности, требованием, что эта подгруппа раз- 
ложима в прямое произведение циклических групп и групп типа р®, 
причем при сохранении требования периодичности указанной подгруп- 
пы это обобщение было бы окончательным. Пока не удалось, однако, ни. 
доказать соответствующие теоремы, ни построить противоречащие примеры. 
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При отказе от требования периодичности указанной подгруппы уже 
трудно ожидать справедливости какой-либо теоремы типа теоремы 3. 
Так, сейчас будет построен пример некоммутативной группы, обладаю- 
щей неизоморфными прямыми разложениями с неразложимыми множи- 
телями, хотя и центр этой группы, и ее фактор-группа по коммутанту 
обладают. конечным числом образующих. 

Рассмотрим а А с сбразующими а, иа, и одним определяющим 
соотношением а1 = а%. Это будет свободное произведение двух бесконеч- 
ных циклических групп с объединенной подгруппой, а поэтому, как 
известно, центром группы А будет подгруппа {а}, где а=а=а? и, 
кроме того, эта группа не содержит отличных от 1 элементов конечно- 
‚0 порядка. Следовательно, группа А не разложима в прямое, произве- 
дение: если бы такое разложение существовало, то центр {а} ‘целиком 
содержался бы в одном из множителей, а тогда компонента каждого из 
элементов а,, а, во втором множителе была бы не выше второго порядка. 

т о оной стороны, группу В с образующими 6, и 6, и 
определяющим соотношением 6: = 6%. Эта группа имеет своим центром 
подгруппу {65}, где 6 = 6 = 6, не содержит элементов конечного поряд- 
ка, отличных от 1, и, наконец, подобно группе А неразложима в пря- 
мое произведение. 

Искомая группа С есть прямое произведение групп А и В, 


[С=АХВ. (31) 


Центр этой группы— прямое произведение двух бесконечных цикличе- 
ских групп {а}; и {5}, фактор-группа по коммутанту — прямое произведе- 
ние двух бесконечных и двух конечных циклических групп. Построим 
новое прямое разложение группы С, не изоморфное с разложением (31). 
Для этого положим 


= 0 а=а 6, } 32 
с. =аа,6', с,=аа,0*, е=а6\6,, в=а6Т6.. Го 


Пусть С = {с.. с,, с., с.}, "р ={а}. Так как из (32) вытекают равенства 
а.=с4, а, =6,4, 6,=с,4, В, =, 


то С={С,0}. Далее, элементы из С’ перестановочны с элементами из 2, 
так как О входит в центр группы С. Докажем, что пересечение под- 
групп С: и О равно Е. Из (32) следует, что 


а также, что каждый из элементов с,, с, перестановочен с каждым из 
элементов `с,, с,.. Опираясь на эти результаты и на принадлежность эле- 
мента с к центру группы, можно утверждать, что всякий элемент х 
из подгруппы С можно записать в виде произведения некоторой степе- 
ни элемента с на слово длины 4, [, > 0, в котором чередуются первые 
степени элементов с, и с,, и на слово длины [,, 1, >0, в котором че- 
редуются первые и вторые степени элементов с, и С.. Заменяя в этой 


5* 
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записи элементы с,, с,, с, и с, их выражениями из (32), мы придем к 
записи элемента х в виде произведения элемента из центра на слово 
длины [,, в котором чередуются первые степени элементов а, и а,, и 
на слово длины [,, в котором чередуются первые и вторые степени эле- 
ментов 6, и'!Б,. Таким образом, элемент х может принадлежать к центру 
группы С лишь в том случае, если [1 =[, =0, т. е. если х— степень 
элемента с. Отсюда следует, что 


Е 2 
Этим доказано существование прямого разложения 


С=Схр. (33) 


Так как центром подгруппы С служит подгруппа {с}, то неразложи- 
мость подгруппы С. доказывается так же, как. выше для подгрупп А и 
В. Таким образом, (31) и (33) выражают неизоморфные прямые разло- 
жения группы С с неразложимыми множителями. 

Соответствующий пример для случая колец пока не построен. 
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А. КОВОЗН. 1З0МОБРН!$ М5 ОЕ ПИВЕСТ ПОЕСОМРОЗТТТО 5. П 
БОММАВУ т 
Тре ргезеп рарег 13 Базе проц \е Йтз5 (\0 рагазгарВз оё &Ве 
аш Вог `з еаг лег рагег (’), \Веге, 10 рагмсаг, сотр4ейейу едет зётиситез, 
йе сещег о} а рат, о} Чтесё аесотроз от, апа &йе з4еа 3% о} сотрейе 
пиИ 4и150т$ аге 4ейтечд. 
$$ 1—3 
п Тезе рагастарьз Кга|?’з — Комшек’з шебвод (зее (“) ава. (()) 1 
ехепае4 10 сошр1ае]у Педек1оЯ эгасиагез; $Ве шефш\оЯа ИзеШ 13 зоше- 
\Ваё пргоуе4 (Бегеъу. А сошр]ее!у Педек1а4 з(гасьоте 5 13 сопз1дегеа 
\В1е зайз1ез $ве сопалоп 


(*) Мг ап4 у, <ух...<у<.. 
аге еетепиз оё 5 засЬ &Ваф ху, =0 10г п=1.2,..., 61еа д» у, =0. 


биррозе (паф {\0о 4есь ЧесотрозИлопз оЁ $Ве ип 11 5 аге олуеп: 


1=а, а, =6,-6.. (1) 
Тве сошропепё 0 ай @еште х ш 11е 41гесь заштаюа а, (гезр. 6;) 18 
Чепое4 Ъу 2: (гезр. 20,;), &=1,2; у=1,2. 
ГЕММА 1. Рог апу х т 5 
20, ф,0, = 20, 9,0,. 
ЪЕММА 2. [1 х<а,, #е 
20,$, 0$, = 20,$, 0,9, 

Зиррозе и^®) 13 \ве за оЁ а {Ше е]етепз х < а,, {ог \ Вась 2х (0,$,)* = 0, 
во) 5 Ще о 9 Ш 2<а МИЬе 20-0. 2—1, Че 
зита (оуег #) оЁ аП п) 13 4епофе4 Бу п,‚, | = 1,2. Бе ГагЪег п ре Ве 
зат оГа| х<а, зась Ва 2 (8,$,0,$,)* =0. Тве за оЁ а п(® 13 де- 
по{еа уу п.. 

ТЕММА 3. п = 10... 

ГЕММА 4. /[ х<а,, еп 

2<2(6:$.") 52 (6,4,)** (0,9, Е 2 (6,ф,)" * (бур... --5 (0,9) 
ее О 

ГЕММА 5. (9 <п®- п, Е=12,... 

ГЕММА. 6. п - пФ =0, К, 1[=1,2,... 

ГЕММА 7. п® = п п®, К=1,2.... 

ТЕММА 8. п, =п,-+п,. 

Уе депо Ъу п,,, п,,; п, (тезр. т», т», т; 1№е е]етемз раушя 
{Ве заше гб]е \уиЬ гезресф 10 а, (гезр. 6,;) аз п.., П,», п, 90 \МИЬ гезресь 
40 а.. 

ТЕММА 9. п. п, = т т,. 
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П ме риё с=и, Ёп, =т-т,, еп Гешша 8 ипрИез $Ве ех1з$епсе 
оЁ {Те А1тесё десотрози10олз 


= Е инк пи. =т, т.т -т,,. ' (6) 
ТЕММА 10. п, 0, < т... 
ТЕММА 11. п, (т, т,)=0 
Т.ЕММА 12. тип, -т,,. 
ТЕММА 13. Тйе зиттап4$ п, ап4 т,, т (6) (а5 жеЦ -а$ п,, апа т»,. 
п, апа т, п,, апа т,,) тау Фе зибзйийеа рог опе апоййег. 


$4 
ТЬе сепфег 2 оЁ а раш оЁ @1тесь десотроз!опз 
1=У&=У (7) 
в. в 


шау Ъе риё 1 \Ъе Гогш: 
5—2 0. У Ь Фо. 95, 


\Веге. ог избапсе, а» 13 \№е сошрешепь оЁ а, щ Ве #186 @1сотроз1- 
оп (1). Тье десошроз 100$ (7) 1а9исе &\о @1тесф Чесотрозилопв8 оГЁ 
5=2’ \В1св фВешз@уез роззезз а сегбег 2”; 4513 13 Ше зесоп4 сетег 9 
$Ъе ра1г оЁ десотрозИлопз (7). Сопплте Ве ргосезз, же оба а Чезсепд- 
102 5едиептсе о} сещегз о{ $Ъе райг о{! десотроз1отз (7). 

Вазше ироп {Ъе гезо! 4 оЁ $$ 1—3 ме ргоуе 

ТНЕОВЕМ 1. 1] Ше $едиепсе о} сетщетг$ о} йе рат о} 4атесё 4есотро- 
$0тз (1) аЙатз Фе пи а а рпие Яер, 30 =0, еп Фйезе 4есотроз:- 
И0тз ро$$ез$ ШтесИу тЦаг гейпетети$. 

'ТЬ1з $Ъеогешт аррИе@, Божеуег, 10 `А1гесь десотрозиопз` еасв _Ваушс 
риф $\о заштап4$ 13 соппес{еЯ ми Тьеогет 4 оЁ \3Ъе аз Ъог’з рарег Су 
п4ег $Ве сопа\лопз ой {Ве ]1ащег 2) =0. 


$8 5—1 


Те {оПомшх  репега2айоп о! $5е ВешаК — 5еВ 146 {Теогеш 13 
Вете ргоуед: 

ТНЕОВЕМ 2. Ге а втоир С 6 сеп хйй ап атЬИтагу зуЯяет о} 
орегайотз. биррозе С йа; Ше рюИПовлте рторейу: #&} К апа # ате йе 
соттщйат ап йе а4апазя Ще сешег о} С, тезресйсёу, еп есегу зиб- 
атоир 0} 2 имей тау фе ап орегайог-йототограс гтаве о} 1е }асёот- 
втоир С/К роз5ез5ез, аз а втоир %Ий орегайотз, Фе рттеграй зетёез. Твеп 
]от апу ито @тесЁ аесотрозоптз о} 4йе втоир С (розу тий трпиеу 
тапу @тесё }асфот$) Шеге ех15 сетта Шу г5отогрмс гейпетети$. 

п рагас\щаг, 16 гоПо\з {гот 613$ \еогеш |&Ваб ЕЁЙеге её5ё сейтаПу 
азотогрес тейпететз о} @тесё 4есотрояопз о} а втоир зисВ ФВаё из 


аат1;яМе сещег ог Ше }абог-отойр Фу е соттиат и рипеёра 
5ет:е$. 
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8$ 8—9 
Рог \\е этоирз \ИВоиё орега{огв (ав ме аз {ог 4Ве сгопр ИВ 
орегафогз ип4ег а гезимсймоц зиПаг $0 1Ваб \ 16 опагашеез Ве уа!9- 
Ку о! Когшек’з фВеогеш) 4Ъе {о 1о\утя хепега|1та1оп оЁ Когпек”з 
{Ввогеш фаКкез расе: 


ТНЕОВЕМ 3. биррозе а втоир С Ваз йе рторегёу: #&{# К апа 7 ате 
йе сотти апт ап4 Фе сетег, тезреслеу, о} С, еп есегу зибетоир о} 
й от?о умей Ше }ас1от-стоир С/К сап %е тарреё йототограсаЙу 15 
‚репофс ап И; ритату сотропеп1$ зайзр) Ше паттаййу соп@ оп. 

Треп апу имо Фтесё 4есотрозлоптз о} Ше втоир С тий рпие пит- 
ег; 0] }асёот$ ро$$ез$ сеттаШу ззотогре тгейпетети$. 

Непсе {оПо\з, 11 рагисаг, фВе ехлзбепсе ой 1зошогрВ1с гейпетеп+з 
Е Ч1гесф ЧесотрозИлопз (\МИВ а Йпие пашфег оЁ {асбогз) оЁ [стопрз 
\В1еБ зай зРу оце оё 3№е гоПо\млае сопд1иопв: 

1) Тье сецег 7 13 рег1о41с ап@ 4Ве шиита бу сопаиоп 13 Пед 
Гог Из ргипагу сотропепиз. 

2) Тье Гасбог-стопр С/К 13 рег1од1с ап@ %Ве плаипаШ у (сопдзйоп 
23 ПИШеа {ог Из ргипагу сотропепцаз. 

3) Тье отоир С/К 13 ремо@с апа \№е шщипа! у сопдИоп 13 
ГАПеа {ог Ве ргипагу сотропеп4з 0{ Фе шахипа| рег1о916 заЪотопр 
о# 4Ъе ятопр 7. 

4) Тье отопр Й 13 реглод1е, увИе 4№е огопр С/К 13 9 Йпце гапЕ 
апа 46е шлоита]1у сопаилоп 13 пИШей {ог 4Ъе ргитагу сотропеп4з 
ОЁ 143 шахипа! регто4лс заЪегопр. 

Тье !оПо\ше \Теогеш 13 а сепегай2айоп оЁ Когиек’з 1Веогет 
з{гепа&Ъепед Ъу Со]оузщ (): 

ТНЕОВЕМ 4. биррозе а втоир С паз 1е рЮШоблпЕ рторету: { К 
апа  ате фе соттшапт ап йе сещег о} С, тезресйъеу, 11еп, есегу 
5ибетоир 0} 7 ото Мей Ше }асфог-стоир С/К сап 6е тарре4 Вототот- 
рисаЦу зай рез йе тамтайи)у сопйёйоп. Твеп апу 0 @тесё 4есот- 
розй10от$ 0] Фе ктоир С (роз Ме ий трпиеГу тапу ]ас10тз) ро$$е55 
сеттаПу 15отогр@с тейпетепй$. 


$ 0 


п 4Ъе сазе оЁ газ ш мов 4Ве шыарИисайоц 13 заррозей 10 Ъе 
пе{Вег сошилцайуе пог аззосламуе &Ве гоПо\улар \Теогешз аге уа14. 
Тье!г ргоо{!з аге чае рагаПе] 40 $Возе оЁ ТЬеогетз 3 ап@ 4 (по{е {Ваф 
11 4Ъе Гасфог-глио оЁ а гов В Бу Из залаге А* 4Ъе ргодас& о{ апу 4% 
е]етегиз 13 па; оп $Ве обЪег Вап, еуегу ад4уе забогопр оЁ &Ве 
1деа1 5} о сотр1ее па Ч1улзогв 13 а $\оз14е4 14еа] ш В): 

ТНЕОВЕМ 5. 1.6 а те В ро$$ез$ йе ргорегйу Фйай етегу ааа ее 
зифегоир о} Ше в4еай! % ото Мей е фасфот-пте В/В* сап фе тарреа 
лототогрысаИу 15 репойес ап из ритагу сотропетз зай5}у йе 
питта) сопаоп. Тйе апу 0 0-я 4е@ тес 4есотрозот5 0} йе 
ттё В жив рпие питфегз о] зиттап@$ роззез; 2 -зотогр ис ге тететиз. 
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ТНЕОВЕМ 6 (2епегайзайоп о} Тйеотет 10 о} \1е аш йог’; рарег (`))- 
[е а ппе В р055ез$ Фе рторегу Фи есегу а4айшие зибзтоир о} 1е 
24еа1 % опфо вмесй Фе }асФот-ттЕ В/В* сап 5е таррей йототогрисаПу 
запзез е питта у соп@ оп. Тйеп апу Ито ито-я4е4 Фтесй 4есот- 
роз 0т$ о} Ше птв В (розяЫу тий трпйей) тапу тес зиттапа$) 
р05$$ез$ Ж-зотогр®с тейпететив. 


и 


У!е слуе ап ехашр]е о{ поп-сотилцайуе стопр Вауше поп-1зотог- 
рЬ1с 41гесф Чесотроз! 101$ \ИН 1ш4есотроза е Фасфогз, ЗфТопев Бо 
$Ъе сеп4ег ап@ {Ве Гас1ог-стопр Ъу \Ше сошпицапт пауе Паце пашуегз 
0Ё сецегафогз: 

Тье огопр С 15 %№е есь рго@асф о{ огоирз А ап4: В, \Веге А 13 
ФВе отопр \ИВ сепегафогз а,, а, ап 14ве вепегамис ге]амой а’ = а», 
В 13 \\е стоир УИ ‘сепегафотз 6,, 6, ап фЪе сепегамио ге]амоц 6° = 53. 
П зе депое 


апа руб 

ба ст =вва БТИ бабье, = а6 1, обеда 10, 
фей (1е стомр С 15 а!зо \Ъе Фтесь ргодасф оЁ 1Ъе зоЪегойрз 
ле. < Эа Ра. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТ!М РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $ЗС1ЕМСЕЗ$ РЕ Г0В$$ 


Серия математическая 10 (1946) 73—96 зече тафетайдие:' 


С. С. БЮШГЕНС 


ТЕОМЕТРИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 
(П редставлено академиком Н. Н. Лузиным) 


Предметом работы является изучение методом Картана (подвиж- 
ного репера с введением форм Пфаффа) поля единичных векторов каса- 
тельных к линиям произвольной конгруенции. 

В работе устанавливаются важнейшие характерные линии поля, 
выводятся основные инварианты поля, дается их геометрическое истол- 
кование и решаются некоторые задачи о геометрической структуре 
поля. 


Введение 


Дифференциальная теория комплекса прямых до настоящего времени 
развита еще недостаточно и многие вопросы структуры комплекса мало. 
освещены. Одна из причин этого лежит, быть может, в том, что самое 
понятие комплекса несколько искусственно и мало связано с конкрет- 
ными приложениями. Что касается понятия векторного поля, то оно 
хотя и связано с понятием комплекса, но представляется более плодо- 
творным и интересным с точки зрения приложений. 

Геометрию трехмерного векторного поля можно построить анало- 
гично классической теории поверхностей; в сущности говоря, самая 
теория поверхностей есть теория двухмерного векторного поля, именно 
поля нормалей рассматриваемой поверхности. 

Многие концепции теории поверхностей (сопряженные направления, 
асимптотические направления, линии кривизны, геодезические линии 
и пр.) строятся на основе той или другой их связи с нормалью по- 
верхности и вследствие этого могут быть обобщены в произвольном 
векторном поле. 

Уже давно целый ряд геометров (ле, Гера], Уозз, Вовбегз, 
РагЬоих, Синцов, шарег, КпоЙ, Бланк и др.) обратили внимание на 
линии, удовлетворяющие уравнению 


А(х, у, 2) а В (т, у, =) ау- С (х, у, 2) 4 =0 


или, что то же самое, на линии, ортогональные к линиям конгруенции 


Для поля векторов (А:В:С) были установлены линии кривизны, 
эпряженные направления, асимптотические направления, геодезиче- 
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ские линии и был получен ряд геометрических свойств. Но эта область 
слишком обширна и богата, чтобы ее можно было исчерпать; остается 
еще много вопросов о геометрической структуре векторного поля, ожи- 
дающих своего решения. 

Предлагаемая монография имеет своей целью наметить пути изуче- 
ния векторного поля методом Картана (подвижного репера), выяснить 
инварианты поля и разрешить некоторые вопросы геометрии поля, 
с которыми автор столкнулся в своих работах по приложениям теории 
поля. 

$ 1. Подвижной репер 


Предположим, что в трехмерном пространстве мы имеем подвижной 
репер трех ортов Г,, [ь, [,; для векторного перемещения точки М будем 
иметь 

АМ = > Г. (1) 


аГ, — @% [ь. (2) 


Все формы Пфаффа ®ь связаны условиями интегрируемости уравнений 
(1) и (2) или уравнениями структуры 


(о) = ры (3) 


в последних соотношениях с левой стороны мы имеем внешние проийз- 
водные форм Пфаффа, а с правой стороны их внешние произведения, 
которые для простоты будем обозначать без всякой метки, как обычные 
произведения. 

Так как векторы [;, [,, [, являются ортами, то 


т Зе Ве. 
01 = 0, 08 = — 08 =р, 
че Ва м 
0 =0, = —=94, 
3 З 1 
63 — 0, 6. —= = = 


и уравнения (3) могут быть приведены к следующим: 


(6%) = ге, — 9%, р’=т9, | 
(6.)’ = р —т, 9’=рг, (4) 
(9%) = 4% — ро, г’ =ар. | 


В дальнейшем будем предполагать, что 


оз = 0; 
принимая формы в, в, &* за основные, положим 
В= раде. 0245, Г=Гьоо. (5) 
Вектор 
о = рГ, +91, +11, (6) 


является, очевидно, обобщенным вектором Дарбу, т. е. вектором эле- 
ментарного (мгновенного) вращения репера (Г, Г,, [,) для выбранного 
перемещения ам. 
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Вектор ® связан, конечно, с выбранным репером, но мы увидим 
ниже ($ 16), что его проекция 


= Г, + а, (7) 


на плоскость, ортогональную к [, не зависит от поворота репера около 
оси [,. Таким образом, направление, нормальное одновременно и к век- 
тору /, и к вектору Дарбу, не зависит от выбора пары (Г, Г,). 


$ 2. Семейство ортогональных поверхностей 


Пусть ([,) будет данное векторное поле; будем говорить, что поле 
допускает семейство ортогональных поверхностей, 
если в каждой точке какой-либо поверхности этого семейства соответ- 
ствующий вектор [, поля ортогонален к этой поверхности. 

Перемещение, нормальное вектору поля, должно удовлетворять 
уравнению 

ГаМ = 0 (8) 
или 
®. == 0, (8) 

Последнее уравнение, вообще говоря, определяет кривые, ортого- 
нальные векторам поля. Если уравнение (8’”) вполне интегрируемо, то 
мы имеем, семейство поверхностей, ортогональных векторам поля. 
В этом последнем случае необходимо! 


(в)* в, = 0; 
развертывая это условие с помощью уравнений (4), мы получим 
роз - 43: = 0 (9) 
или 
р. +9, =0. (9’) 


Таково необходимое и достаточное условие для существования семей» 
ства поверхностей, ортогональных векторам данного поля. 


$ 3. Линии кривизны поля 


Перемещение точки, ортогональное соответствующему вектору поля, 
удовлетворяет условию 
З — 
®, =0. (10) 
Перемещение точки, . ортогональное соответствующему вектору Дарбу, 
должно удовлетворять условию 


оаМ =0 
(р) (в) + (9) (,) + (г) (®) =0, (11) 


(круглые скобки обозначают здесь обычные произведения формы Пфаффа), 

Назовем линией кривизны векторного поля такую линию, 
которая в каждой своей точке ортогональна и к вектору поля и к 
соответствующему вектору Дарбу. Линии кривизны поля ([,) должны, 
следовательно, удовлетворять уравнениям 


или 
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о 
5 = 0 
т. | (2) 
1 ЕТ 
(р) (4) - (9) (@)=9; 
первое из этих уравнений линейно и второе квадратично относительно 
форм Ифаффа. Итак, мы можем сказать: 

Поле векторов имеет две конгруенции линий кривизны. 

При условии (10) и (11) вектор ® будет перпендикулярен {к векто- 
рам Г, и Г,-+41[., поэтому | векторы АМ, Г,, 1,+41, компланарны, 
откуда следует, что: : 

Вдоль линии кривизны поля векторы поля образуют развертыва- 
ющуюся поверхность. 

Действительно, развертывающиеся поверхности векторного поля 
должны удовлетворять условию 


амГ.а1,=0 (13) 
ИЛИ 


(р) (®)- (9) (%) =0. (13°) 


Таким образом, линия, нормальная к векторам поля и распола- 
гающаяся на развертывающейся поверхности поля, будет определяться 
уравнениями, 

08 == 0; 
(р) (®)- (94) (%) =0, 
которые тождественны уравнениям (12). Итак, линию кривизны поля 
можно определить как такую |линию, нормальную к векторам поля, 
вдоль которой векторы поля образуют развертывающуюся поверхность. 

Развертывая второе из уравнений (12), имея в виду первое из них, 

получим 
р: (в.)* (р, + 9) (@®%) (в) 9, (в) =0. (14) 

Предположим, что вектор /, как (раз имеет направление 4/М одной 
из линий кривизны в данной точке; тогда условие = 0 должно удо- 
влетворять уравнению (14) и, следовательно, 


В этом случае линии кривизны второй конгруенции определяются 
уравнениями 
Зы 
43 = 0, 
| а (0 
(р, 91) ® - р, ® = 0; 
второе из них можно представить в виде 


{(р,+9,) 1. 4,1,} аМ =0. 
Следовательно, в выбранной точке направление второй линии кривизны 
будет 


((Р. нЕ 4,) И = Ча}, 
или окончательно 


— (Ре 94) бт Феб 
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Полученный результат показывает, что линии кривизны поля в общем 
случае неортогональны. Они будут ортогональны в случае 


4, =0; (16). 
но при условиях (15) и (16) уравнение (9’”) удовлетворено и, следо- 
вательно, поле]векторов имеет семейство ортогональных поверхностей. 
Ваоборот, из условий (9) и (15) следует условие (16). Итак, справед- 
лива следующая 

ТЕОРЕМА. Ортогональность линий кривизны векторного поля 
является необходимым и достаточным условием существования семей- 
ства ортогональных поверхностей поля. 

Если существует семейство ортогональных поверхностей поля, то, 
очевидно, линии кривизны поля располагаются на поверхностях этого 
семейства и для последних являются классическими линиями кривизны. 

Обратно, если существует семейство поверхностей, на которых рас- 
полагаются обе конгруенции линий кривизны поля, то это семейство 
поверхностей будет семейством ортогональных поверхностей поля. 

Несомненно существуют семейства поверхностей, содержащих одну 
из конгруенций линий кривизны векторного поля. Пусть (Г,) — поле 
касательных к линиям кривизны одной конгруенции, располагающимся 
на поверхностях некоторого семейства (5). Нормаль поверхности $ 
в какой-либо ее точке будет 


№ = Г, п 3 -+ 1, 6036, 
а уравнение самого семейства (5) напишется в виде 
Мам = о зто-- о! с055=0. (17) 
Полученное уравнение должно быть вполне интегрируемо, следовательно 
(«° зто -о, с0$6)” (0 чще-- о! с0$ 9) = 0 


или 
(4° — у) в: — 51" с го 6: — 605° в 4%, 91 


+ $11 с с0$6 (1601 9-Е то, 01) = 0. (18) 
Если мы найдем с, удовлетворяющее последнему условию, то уравне- 
ние (17) и определит нам искомое семейство поверхностей. 
Векторное поле должно быть специальным полем, если конгруенция 
его линий кривизны должна быть конгруенцией линий кривизны на 
поверхностях некоторого семейства. В самом деле, тогда 


АММаМ =0 (19) 
вдоль линий кривизны этой конгруенции, т. е. при условиях 
2 реа 
65 — о == 
теперь с должно удовлетворять двум условиям: (18) и (19); которые 
принимают вид 
а 
(46 — р) в, =0, | 0) 
811? © го 1 02 -- 603° 6 4001 — 119 6059 (9%, го? 1) =0 | 


и ДОЛЖНЫ быть совместны для искомого поля. 
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Пусть векторы . 
: Т, воз ф, - 1, 1 ф., 
1, созф, + 1, а ф, 


дают направления линий кривизны поля, тогда уравнения 


1 2 
а 
с0$ 91 $1 ©, ' 
1 2 
еее, 
6059. —Ып $2 


будут уравнениями линий кривизны. Из,'уравнения (14) можно, таким 
образом, заключить, что 


1) условие 
2.9: =0, 
необходимо и достаточно для ортогональности! линий кривизны поля, 
2) условие 
р. 9, =0 


обозначает, что направления линий кривизны симметрично располага- 
‚ются относительно вектора Г, выбранного репера. 


$ 4. Семейетво Ламе 


Пусть семейство (8) будет семейством Ламе, т. е. семейством, вхо- 
дящим в тройно-ортогональную систему поверхностей. Примем {1,) и 
(1,) за два поля векторов касательных к линиям кривизны вповерхно- 
стей семейства (8). Тогда поле (Г,) должно допускать семейство орто- 
гональных поверхностей; следовательно, уравнение 


ГаМ == 0 
должно быть вполне интегрируемо, т. е. необходимо, (чтобы 
(61) ’ о! =0 
или 
г ==0. (24) 
Поле векторов (1,) также должно иметь семейство ортогональных 
поверхностей; это семейство определяется уравнением 


ГаМ ==? = 0, (22). 
условие полной интегрируемости которого 
(05)’ 5 =0 


сводится, таким образом, к условию (21). Обратно, если поле (1,) допу- 

скает семейство ортогональных поверхностей, то осуществляется усло- 

вие (21), но тогда и поле (1,) также допускает семейство ортогональных 

поверхностей и, следовательно, семейство (8) есть семейство Ламе. — 
Итак, доказана следующая} 

ТЕОРЕМА. Диля того чтобы данное семейство поверхностей было 
семейством Ламе, необходимо и достаточно, чтобы касательные к ли- 
ниям одной из конгруенций линий кривизны этого семейства поверхностей 
об разовали поле, допускающее семейство ортогональных поверхностей. 
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$ 5. Линии винчения репера поля 


Для выбранного подвижного репера поля будем искать такие пере- 


мещения, которые параллельны соответствующим векторам Дарбу; для 
таких перемещений мы имеем 


ь Ооо (23) 
или 
(р: я $) ®) + р, к рэ >. 0, 
9:65 + (4, — 5) %-- 9,0: = 0, (23) 
г т,6з - (г. — $) ®, =0, 


откуда следует, что 


4 4-5 4, |=0. чо 


Будем называть линией винчения выбранного репера поля такую 
линию, вдоль которой каждая касательная параллельна соответству- 


ющему вектору Дарбу; вдоль линии винчения репер вращается около 
этой самой линии. 

Из полученных выше уравнений следует, что: 

Для каждого выбранного репера векторного поля существуют три 
конгруенции линий винчения. 

В качестве простейшего примера исследуем, в каких случаях эти 
три направления винчения совпадают соответственно с ортами репера. 
Если направления винчения будут Г[,, [,, Г,, тогда уравнения (23’) 
должны иметь решения: 

0—0, 
63 = 01 = 0, 


дса 
0. = 5 =0. 
Следовательно, должны иметь место условия: 
р: — $, =4, = г. = 0, 
р. =4Ч:— $: = Г: = 0, 
Рз. =94: =ТГз-— $ =0, 
откуда следует, что 
ге. ВВ: а 
р==$,0!, Ч==$.®ъ, ТЕ 530, . (25) 
Подставляя эти формы в условия структуры (5), получим 
2 а 
45,9% = (— 5,5 -[ 5.5; + 5153) 9% Фь, 


45,% = (5,5, — $ъ5, -[ 5,5.) 63 6), 
а 
45,63 = (5,53 + $55, — $15,) © Фу. 


Умножая эти соотношения внешним образом соответственно на 
формы &!, «2, «8, найдем 
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— $5,5, + 535: - 515, =0, 
$25; — $55, + 5,5. = 0. 
$55: 5,5, — 5,5, =0 
или, что то же самое, 
$:53 ==.5,8, =5,5, = © (26) 


Таким образом, мы должны исследовать три возможных случая: 
4) #=:=0- 5 0, 
Е Е: 
3)':8, == ==, 20: 


(случай 5$, =$, =0, $, = 0 опущен, как случай, симметричный второму). 
В первом случае имеем 


=9==0, г==5,03, 45.43 =0, 
оз 0, (6)’= — ба 0, 
ФТ. =тП, ЗАТ —т/., ВЕ =. 

Легко видеть, что в этом случае все векторы поля (Г,) имеют 
‘постоянное направление, следовательно, поле (1.,) допускает семейство 
ортогональных поверхностей, именно пучок параллельных плоскостей, 
ортогональных [,; в каждой плоскости мы можем взять два любых 
семейства ортогональных линий, огибаемых векторами поля (Г,) 
и поля (Г.,). 

Во втором случае векторы поля (1,) имеют постоянное направление, 
а два другие поля (Г,) и (1,) огибают в. каждой из плоскостей, ортого- 
нальных к [,. два любых ортогональных семейства линий. 

Наконец, в третьем случае векторы каждого поля имеют соответст- 
вующее постоянное направление и мы получим тройно-ортогональную 
систему плоскостей. 


$ 6. Асимптотические линии поля 


Пусть для какого-нибудь перемещения 6 будет составляющей вектора 
Дарбу в плоскости, нормальной к вектору поля /,, т.е. 


Назовем асимптотической линией поля такую линию, нор- 
мальную к векторам поля, вдоль которой каждое перемещение колли- 


неарно соответствующему вектору 6. 
Асимптотические линии поля определяются уравнениями: 


@3 = 0, 
НИ (28) 
5 — & 


или 


р з 28' 
4: (®,)* - (9, — Р,) (в) (65) — р2 (4%) =0; ий 
очевидно: 
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Для данного векторного поля мы имеем вообще две конгруенции 
асимптотических линий. 
Для какой-нибудь поверхности асимптотические линии ее поля нор- 
малей являются ее асимптотическими линиями в классическом смысле. 
-{рименяя способ, использованный в $ 3, мы можем установить: 
1) Условие 
—94,=0 
лваляется необходимым и достаточным условием ортогональности 
асимптотических линий. 
2) Условие 
р. —9,=0 
обозначает, что асимптотические направления симметричны относи- 
тельно вектора Г, выбранного репера. 
Если асимптотические ‘линии гармонически разделяют линии кри- 
визны, то 
— рр. (р. а,) (4, —2,)-+ 4:9, =0 


или 


(р, +9.) (9, — Р.) =0. 


Условие 
Р, ЕЕ Ч = 0 

обозначает, что линии кривизны ортогональны; условие 
р. —4, =0 


обозначает ортогональность асимптотических линий. Итак, 
_ Линия кривизны поля гармонически разделяются его асимптоти- 
ческими линиями только в одном из двух случаев, когда та или дру- 
гая из этих систем образует ортогональную систему. 

Пусть точка М описывает некоторую линию, ортогональную к век- 
торам поля (Г,) и пусть 


аа (но) 


будет ее вектор кривизны, тогда 


УГ ама! (р) ®2 -- (4) ®1 
А РР ТА = На - ы. (29) 


откуда следует, что асимптотическая линия поля есть такая линия, 
вдоль которой бинормаль всегда совпадает с соответствующим векто- 
ром поля. 

Из соотношения (29) легко видеть, что для векторного поля спра- 
ведлива теорема, аналогичная теореме Менье. 

Пусть 
1 Я (65)? - (Ру 92) (90) (®5) + р» (65}* (30) 
В (60)* + (55° 
будет кривизной линии, главная нормаль которой совпадает с вектором 
поля (Г,); это выражение мы назовем нормальной кривизной 
поля в данной его точке. 


6 Известия АН СССР, Серия математическая. № 1 
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Экстремальные значения нормальной кривизны поля определяются 
уравнением 


Л — 1 = 
Е — В — Р.9. а (р, 4,)* п. 0, 
следовательно 
Л 1 
М=в+в=Р,—9, | 


рее .| (34) 
АВ, ПРИ и (Ра. С 


Первую из этих величин назовем средней кривизной поля, 
вторую —гауссовой кривизной поля. 


Направления, имеющие экстремальные значения нормальной кри- 
визны, определяются уравнением 


9: (р, +9.) (0) 6) — 2152 (0. го 


Нетрудно видеть, что эти направления всегда ортогональны и, вообще 
говоря, отличны от направлений линий кривизны. Направления (32) 
совпадают с. направлениями линий кривизны только в случае 


р. +4, =0, 


т. е. когда векторное поле допускает семейство ортогональных 
поверхностей. 


$ 7. Геодезические линии поля 


Если главная нормаль линии в каждой ее точке совпадает с соот- 
ветствующим вектором поля, мы будем называть такую линию геоде- 
зической линией поля; очевидно геодезическая линия поля 
всегда ортогональна векторам поля. Геодезическая линия должна 
удовлетворять условиям 


(45) а?М — (аМ) а; = тГ., 
= 0, 
откуда 


та в 
0 =0; 
(в первом уравнении все произведения форм являются обыкновенными 
произведениями). 

Пусть с — угол геодезической линии с вектором Г[,, тогда уравнения 
геодезической линии примут вид 


з 
08 = 0, 
Зы (34) 
ас г=0. 
Из этих последних уравнений легко заключить, что условие 


и. =0 
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обозначает, что поле ([,) огибает в данном векторном поле (Г,) кон- 
груенцию геодезических линий; аналогично при условии 


„=0 


поле ([,) будет огибать в векторном поле (1,) конгруенцию геодезиче- 
ских линий. 


$ 8. Омбиликальные точки поля 


Формула (30) дает поле кривизны геодезической линии данного на- 
правления. Если в какой-либо точке поля кривизна геодезических 
линий будет одинакова по всем направлениям, разумеется — нормальным 
вектору поля, то такую точку мы назовем омбиликальной точ- 
кой поля. Легко видеть, что омбиликальные точки поля должны 
удовлетворять условиям: 


р.-+4.=0, р,—4,=0; (35) 


таким образом омбиликальные точки поля, вообще говоря, распола- 
гаются на некоторой линии, именно омбиликальной линии поля. 

Уравнения (35). могут сводиться к одному; тогда поле будет иметь 
некоторую омбиликальную поверхность. Наконец, уравнения (35) могут 
выполняться тождественно, тогда всякая точка пространства будет 
омбиликальной точкой поля и такое векторное поле мы можем назвать 
омбиликальным полем. 


$ 9. Сопряженные направления поля 


Назовем направление &М односторонне сопряженным аМ, 
если оно ортогонально к двум последовательным векторам /, и 1. + а1Т,, 
иначе говоря, если 8М удовлетворяет условиям 

1,8М =0, 4135М =0. 
Эти условия дают 
«2—0, 
4)} в? (8 4)} в (8) =0 о 
{9 (а)} в» (5) — {р (@)} в, (8) =0. 

Если вопряженные направления совпадают, они обращаются в асимп- 
тотические направления. 

Уравнения (36) показывают, что в общем случае направления 
односторонне сопряженные не будут симметричными. Направления 
односторонне сопряженные будут симметричны только при условии 


р 4, =0, 
м СоЗбьь 52 случае, когда векторное поле допускает семейство ортогональ- 
ных поверхностей. Тогда сопряженные направления располагаются 
на поверхности этого семейства и будут на них сопряженными в клас- 
сическом смысле. 

Следуя другому пути, мы можем определить Два сопряженных 
направления как такие два направления, ортогональные к векторам 
поля, которые гармонически разделяются двумя асимптотическими 
направлениями. Тогда будем иметь 
6* 
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дно (4) 94 (8) (4, — ра) (9 (4) 9 @) - в (@) 9 @®)} — 1,9 (4) 9 @) =0, 7 
3 (4) =0, (8) =0; 

здесь в первом уравнении все произведения форм Пфаффа суть обык- 
новенные произведения. Эти сопряженные направления всегда симмет- 
ричны, т. е. они будут двухстороннее сопряженные. Если они совпадают, 
то обращаются в асимптотические направления. Если векторное поле 
имеет семейство ортогональных поверхностей, то двухсторонне сопряжен- 
ные направления поля будут сопряженными на этих поверхностях 
в классическом смысле. 


$ 10. Полная кривизна поля 


Пусть 4,М и а,М — два любых перемещения ортогональных вектору 
поля [, в какой-либо его точке; отношение объемов параллелепипедов, 
построенных на тройке /Г,, И, а4,1.,, Г. +4,[, и на тройке Г,, а,М, 
а,М, назовем полной кривизной поля К, в выбранной точке. 

Таким образом полная кривизна будет 


К _ 13 ([з + 4,13) (13 4»1.). (38) 
ь 1.4, М а. М $ 


развертывая это выражение, получим 
(39) 


или 
К, — р,4, — Р.41. 
Полученный результат устанавливает независимость К, ‘от двух 
выбранных перемещений. 
_ Если векторное поле допускает семейство ортогональных поверх- 
ностей, то полная кривизна поля будет полной кривизной этих 


поверхностей в обычном смысле. 
Предположим, что полная кривизна векторного поля во всех его 


точках равна нулю; выбирая за Г, направление одной из линий кри- 
визны, будем иметь 


РЕ 0. 
Тогда условие 
ло 
даст нам 
== 0 


и нам придется исследовать два "случая: 1) р, =р,=0и 2) р=4,=0. 
Покажем, что эти два случая эквивалентны и”отличаются друг от друга 
только выбором репера. В самом деле, в случае р, =р,=0 уравнение 
линий кривизны будет 


2 1 ` 
(5) (9,9% + 99%) = 0, 
а уравнение асимптотических линий примет вид 


(®;) (9,5 нь 4.9.) =0. 
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Эти уравнения показывают, что одно из направлений линий кривизны 
ортогонально некоторому асимптотическому направлению\ а второе 
совпадает со вторым асимптотическим направлением. 

В случае р, =49,=0, уравнение линий кривизны примет вид 


2 3% 2 
(,) (Ро, и 1,®,) = 0, 
уравнение же асимптотических направлений будет 


(&,) (9,°, — р.9?) =0. 


В этом случае опять одно направление линий кривизны совпадает с не- 
которым асимптотическим направлением, второе же направление линий 
кривизны ортогонально второму асимйтотическому направлению. 

Указанное расположение линий кривизны и асимптотических на- 
правлений характеризует векторное поле с нулевой полной кривизной. 

Векторное поле с нулевой полной кривизной мы получим, в част- 
ности, если возьмем поле, допускающее семейство ортогональных 
поверхностей, состоящее из развертывающихся поверхностей; на последних 
линии кривизны и асимптотические линии, имеют, очевидно, указанное 
расположение. 


$ 11. Неопределенность линий кривизны или асимптотических 


Предположим, что линии кривизны поля неопределенны, тогда 


р. = 0, Р.Е, =, 4, =0 


и так как злесь р, +49; =0, то поле допускает семейство ортогональных 
поверхностей; линии кривизны этих поверхностей будут линиями кри- 
визны поля. 

Следовательно семейство ортогональных поверхностей поля состоит 
из сфер, если К, = 0, или из плоскостей, если К,=0. 

Исследуем далее случай неопределенности асимптотических линий; 
это будет при условиях: 

4, = 0, @— р. =0, р.=0 
и тогда линии кривизны изобразятся уравнением 
Рь { (6%) * + (6) = 0. 

Отсюда следует, что при А,=0 поле имеет неопределенные линии 
кривизны и потому допускает семейство ортогональных поверхностей, 
состоящее из плоскостей; если же К, - 0, то поле не допускает семей- 
ства ортогональных поверхностей и его линии кривизны будут мнимыми. 

Разберем подробнее этот последний случай, когда ЕО: 

Пусть 

в, = РГ, + 9+1, 

будет вектором 6 для перемещения вдоль /.; выберем Г, в плоскости 


(Г., 6»), тогда 
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При этих условиях уравнения структуры дадут 


ар Фрзюй + (93 — 98) — Зрирьоз = 0, я 
3..2 з 


4р,®? — р.г, 038 — (р | рог, зо, = 0, ) 


откуда, во-первых, 
- р Р.Г. = 0 
и затем 
1.3 И 
Ар, ®, 9=_ 2р, р. 656% = 0. 


Таким образом, мы должны принять 
р, == — 2р, рьвь - рэГ%, } (41) 
р. = Рэг,®, - (р: — Рз) в + р9%; | 
внешнее дифференцирование этих уравнений дает 
л.==0, ош О црр-ЕТь =: 


после чего уравнение структуры 


будет удовлетворено условиями 


ыы ы 
Е вре г, =0, 


Из уравнений (41) следует 
(р: —Рз) ар, -- 2р,рзАРз = 0. 


Таким образом, мы можем принять 


__ ©0$% __ 811 $605 ам 
М Рае Зое > ЕЯ 


где С — произвольное постоянное. Легко видеть, что 


гг = арг = (р: - р.т,) Рафи, = 0, 


(01); = (го? — 90%) & =0. 


Итак, формы о! и г будет формами класса два; полагая по этой ипри- 
чине 
«, = а40, г= фа, 
получим 

(4а — ас фаФ) 48 = 0, 

(аБ--Ь фа) 46 =0, 
откуда 

а=], ()зшф, =], ($) 059; 

после приведения параметров мы можем принять 


9 = 40, г= с03 Фа. 
Уравнения 
аГ, =. -—4Ё," а = р =тГ, а =9Г—РЬ 


легко можно проинтегрировать. Пусть 1, ], К будут тремя неподвиж- 
ными ортами и 

Е =1608 Ф -- ] за, 

= — зщ Ф-{ ] ©0509, 
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тогда получим 


— 
| 


‚ =160$ф — А з1п ©, 
Т, = —- 


[, =чзтф- А 03$. 
Уравнение 


аМ = ®°1. 
Также легко интегрируемо и дает 


М= — (0-4) Е — СЕ. 
Положим 


М=зж- у 2К, 
тогда 


= —Сс03ф 8, у=С®фзто == (940$) 
и, следовательно, 
у = 014 А?, 
так что 


9 =с. 


Итак, получаем семейство круговых цилиндров, имеющих одну и 
ту же неподвижную ось 02; для какой-нибудь точки М пространства 
мы должны взять вектор /, поля в касательной плоскости цилиндра 

В ь. 
под углом ф=агс 18 г к образующей цилиндра. Наиболее общее реше- 


ние получится произвольным перемещением в пространстве указанной 
системы. 
$ 12. Поле вращения 


По аналогии ‹ ловерхностями вращения мы назовем векторное поле 


полем вращения, если все его векторы пересекают неподвижную 
ось. Нетрудно аналитически определить поле вращения. Пусть с — непо- 


движная ось поля и а, В, с— некоторый неподвижный репер ортов. На- 
чалгную точку вектора поля мы определяем цилиндрическими коор- 
динатами, положив, 


М =аВ с0з 0+ ВА зп 0-1 2. 
Возьмем репер, связанный с плоскостью (М, с), именно репер 


[’=а с03 01 фзш 6, [= —азт 0-6 008 0, с=с 
тогда 


аг’ = 1"40, аГ’= —Г'’а90, ас=0. 
Вектор поля, как пересекающий с, мы возьмем в виде 
1, =Г’ 08 ф+сзто 
‚и два других вектора подвижного репера в виде 
То= (Г. ва ф—сс03 $) с08 в -{ [" зт с, 


1, = — (Г зтФ— с 003 $) 314 в Г" 603 6. 


2 
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Отсюда следует, что 


МГ=В, М!'=0, Ме=а (42) 
и далее 
Т,Г’=з1т © 60$ 6, Т,1"=зто, [6 = — 608 Ф 608 6, 
Т.Г’ = —зтозтое, 1,”=0030, 1[.6=608 фзтэ, | (43) 
605$. 11” ==, 1.6 =31т $. 


Дифференцируя формулы (42), мы получим 
АВ =®, з1т $ с0$ 6 — © зщ фзш с-- 98 с0$ ©, 
42 = —®, 03 ф 603 5 -- 5 603 фз о чз ф, (44) 
Ва0 = в: зп с 9: с08 с. 


Дифференцирование формул (43) дает 
р= — 11 с аф— 00$ с с0з фа6, 
4= — с08$ заф- з1т 3 с0$ © а9, (45) 
г=4с -- зп хаб 
или 
9 08 < + рп в = — а, 
4 тс — р 603 в = с05 фа6, (4&5’) 
(р с0$ < — 9 з1п в) з1т Ф +4 г 003 ф = 60$ фаб. 
Исключая из уравнений (44) и (45) параметры А, 5, ©, $, с, получим 
характеристические условия для поля вращения в нашей системе рефе- 
ренций. Примем для простоты с=0, что обозначает, что мы берем 
вектор [, в плоскости (Г,, с); тогда 


п. Е 
АВ =; 511 Ф-{ 5 с0$ $, 


4: = —®, с0зф-- о зтф, (44*) 
Ва9 = вх, 
р= — созфа0, = —4$, г=зт фа6. (45°) 


Внешнее дифференцирование двух первых уравнений (44^) и урав- 
нений (45”) даст или тождества или соотношения, удовлетворяющиеся 
в силу установленных уравнений. Исключая 468, получим 


62 =: р). выл 
Е 605% те’ 
откуда, во-первых, 
ЕЛЕ. А ВД (6) 
и затем 
р: = р: = Г, = Г. = 0. (47) 
Из уравнений (46) получим 
ар, + г,4 = ата (48) 
ат, — руд = — то рут. 
откуда можем ваключить, что 
ры ыв, | ре 
(7, — ра) = 0. и. 
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Условия (47) и (49) необходимы, если поле есть поле вращения. 
Утверждаем, что эти условия будут и достаточными для того, чтобы 
поле было полем вращения, в котором векторы Г, и Г, пересекают 
неподвижную ось. В самом деле, из уравнений структуры 


р’=т4, Г’=ар 
в силу условий (47) и (49) мы получим уравнения (48); вводя в по- 
следние функции ф, А вместо р, и г,, найдем 


АВ =®, з1т Ф+{ 4 603 Ф, 


4® == —4. 
Так как 
(67) 0 = роз? — гот? = 0, 
то можно положить 
02 = Ма6, 
откуда 
аМа6 = (дз ф-- в с0$ $) 48 
или 
ам ав 
т 49 =0. 
Итак, 
М = 81 (5), 
но функцию }(6) мы можем свести к единице, следовательно, 
9? = #40. 


Наконец, нетрудно установить, что выражение 
— 91 с08 ф-- 8 з1т © 


‘'в наших условиях является полным дифференциалом, поэтому можно’ 
положить 
к 1 я За 
42 = —®, с03 Ф-{ % 5 Ф. 


Таким образом, при условиях (47) и (49) мы восстановим всю систему 
(44*) и (45°), которая определяет поле вращения с специальным под- 
вижным репером. 

Перейдем теперь к геометрическому истолкованию указанных усло- 
вий. Условие р,=0 обозначает, что поле (1,) в поле (Г,) огибает 
конгруенцию линий кривизны; условие г, = 0 указывает, что эта конгруен- 
ция является также конгруенцией геодезических линий поля (Г,). 

Итак, нами доказана 

ТЕОРЕМА. В векторном поле вращения векторы, перпендикулярные 
к векторам поля и пересекающие неподвижную ось, огибают конгруен- 
цию линий кривизны, которые одновременно будут и геодезически ми. 
линиями. 

По аналогии с поверхностями вращения я предлагаю линии кривизны, 
этой конгруенции называть меридианами поля вращения. 
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Условия р, =г,=0 указывают, что вектор Дарбу ® для перемеще- 
ния репера (Г,, Г., Г,) вдоль [, имеет направление по вектору Г,. 
Пусть 


12 


В, == р, т, И, 
‚будет составляющей вектора Дарбу в плоскости, перпендикулярной 
к /,, для перемещения репера (Г,, Г., Г,) вдоль Г,. Тогда 


48, = (ар, + г,а) Г, + (аг, — рь9) Г, 


и при условии (49) мы получим 
483 — 0. 


"Гаким образом, условия (49) обозначают, что вектор 0 остается по- 
стоянным вдоль каждой линии, огибаемой векторами поля (Г,). 

Сопоставляя все сказанное выше, мы можем окончательно сформу- 
лировать следующую теорему: 

ТЕОРЕМА. Для того чтобы векторное поле было полем вращения, 
необходимо и достаточно выполнение следующих условий: 

1) одна конгруенция линий кривизны поля должна состоять из 
геодезических линий; 

2) если [, —вектор поля и Г, — касательная к одной из указанных 
„линий кривизны, то вектор Дарбу репера (Т,, Г,, [,) для перемеще- 
ния вдоль [, должен иметь направление Г,; 

3) составляющая вектора Дарбу на плоскости, перпендикулярной 1, 
для перемещения репера (Г, Г,, [,) вдоль Г,, должна оставаться по- 
стоянной вдоль каждой линии, огибаемой полем (Т,). 


8 13. Поле специального комплекса 


Будем теперь искать условия, при которых векторное поле принад- 
лежит специальному комплексу прямых, т. е. комплексу касательных 
некоторой поверхности. 

Пусть /,, как всегда, будет вектором поля и 


М*=М-+Ы, (50) 


будет точкой, в которой вектор Г, касается поверхности (М*). —Возь- 
мем [, параллельно нормали поверхности (М*) в соответствующей точке. 
Тогда за репер поверхности (М*) мы можем взять репер 
* * 
11 = [, с03 < + Г, з1п 5, ] 


Г. = — 1, зщ °- Г, ©0836, (51) 
ИТ. 


Будем отмечать крышками формы Пфаффа для поверхности (М*): тогда, 
дифференцируя соотношения (50), получим 

в: — (№2 — #р) с08 < (®? + 41) зто, 

08 = — (4% — р) зщ с -[ (в + 41) с05с6, 
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ыы, 
Р=9с0$ с рут с, 
а= — Ч 31 -- рсозс, 
г = в р. 
Для того чтобы формы с крышками были формами некоторой поверх- 
ности по отношению к указанному реперу, необходимо и достаточно 
выполнение следующих условий: 


ы 8 ==: 4 4 =0, 

2. Две формы (например, формы р и 4) должны зависеть только 
от двух переменных, т.е. должны быть вполне интегрируемы. 

3. Все остальные формы должны быть линейно зависимы от двух 


предыдущих. 
Первое условие дает 


1-94, =0, 4,=0, 4,=0. (52) 
Второе условие, равносильн соотношениям 
р’р=0, 9'9=0, 
приводит лишь к одному условию 
(4в + р) аг=0. 


Наконец, третье условие равносильно соотношениям 


м -ы ^^ 


®ра=0, 6р9=0, тра=0, 


которые приводят к двум новым уравнениям: 


(8 — р) =0, я 
(+40 4" =0. и. 
Легко установить, что первое из них преобразуется в уравнение 
(4, + Рь) г. — рог, = 0, (54) 
1 
а второе удовлетворяется тождественно значением = а Что каса- 
к 


ется уравнения (54), то оно просто следствие уравнения структуры 
4’ = рг: 
Таким образом, окончательно, мы имеем только два условия для 
поля с выбранным репером, именно 


9» =: 0, 4, =0. 


Уравнение 4, =0 характеризует просто выбор репера; вектор Г, должен 
иметь направление по линии кривизны поля. Условие же 4, =0 пока- 
зывает, что вектор Дарбу ®, для перемещения репера вдоль /, должен 
быть перпендикулярен к вектору /Г,. 


Итак, 
Для того чтобы векторное поле принадлежало специальному ком- 


плексу, необходимо и достаточно, чтобы для репера из направления 
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вектора Г, поля и направления [, линии кривизны вектор Дарбу пра 
перемещении вдоль Г, был ортогонален направлению Г[,. 


$ 14. Ортогональные семейетва поверхностей конгруенции 


При выборе репера для какой-либо конгруенции линий весьма 
важно установить. в каком случае мы можем выбрать два ортогональ- 
ных семейства поверхностей, пересекающихся по линиям конгруенции. 

Если это возможно, то пусть векторы 


[, воз в - 1,315, — 1, по -- 1,6036 


будут нормалями двух соответствующих поверхностей указанных се- 
мейств; уравнения этих последних будут 


6 с05 9 9 зще=0, — зб - 916056 = 0. 
Эти уравнения должны быть вполне интегрируемы, поэтому 
(1 60$ 5 + фз )' (6 608 © + в зщ 5) = 0, 
(— фз <-- 956056)” ( — 9% 3114 -Р ®. 035) =0 

или 

— (4< + г) во? — с05* $ 436% -- за 9 с036 (4020 -- розаь) — зп? ср ваз = 0, 

(4 -Н г) оо" Е зщ? < 0 98 -- с 6050 (40208 -- роз, ) + с03°в рог? = ©. 
Отсюда получим два окончательных уравнения 


(р, — 9.) с0з 2 + (р, + 4,) зт 26 =0, \ ы 
(че + г-- ры -4>. з) ва = 0; (55) 
величина с, определяемая первым уравнением, должна удовлетворять 
второму. 

Таким образом, конгруенция линий, через которую можно провести 
два семейства ортогональных поверхностей, является некоторою спе- 
циальною конгруенцией, удовлетворяющей определенным условиям. 

Пусть ©, и ®, — углы асимптотических направлений с вектором /,, тогда 

8 2 = — ее. = ($, $,), 
следовательно, нормали поверхностей двух искомых семейств являются 
биссектрисами асимптотических направлений. Итак: 

Если’ через линии данной конгруенции (можно провести два семей- 
ства ортогональных поверхностей, то поле биссектрис аси мп тотических 
линий должно допускать семейство ортогональных поверхностей и 
это последнее будет одним из искомых семейств. 

Первое из уравнений (55) пропадает, если 


р, —9+=0, В.Р 9: = 
и тогда конгруенция допускает бесчисленное множество пар семейств 
ортогональных поверхностей. 
8 №5. Вонгруенция линий кривизны 


Предположим, что нам дана некоторая конгруенция линий и 
(1,) — поле их касательных. Посмотрим, в каком случае существует 


‚`_ м’ ПЗС ПАЗИаСли 
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семейство поверхностей, на которых линии конгруенции будут линиями 
кривизны. 
Пусть 

№ = Г, воз < -- 1, т 
будет нормалью поверхности 5 искомого семейства. Тогда уравнение 
семейства (5) будет 

5 6086 -- «2 зто = 0; 
оно должно быть вполне интегрируемо, следовательно, 

(6; с05 9 -- ше з1п 5)' (6% с0за -{- «2 з1ш с) = 0 
или 
(4$ -- г) во? - 003? одезот -- за? вре? — 
— 31066056 (40108 -- роз!) = 0. 
С другой стороны, для перемещения 
о = и: = 0 

мы должны иметь 


аМмам = 0, 


(43 г) в? =0. 


Таким образом, для искомой функции с имеем два уравнения 


следовательно, 


4 605 — (р. 4,) с03 в з1п с + р, з11* в =0, \ 
(46-Е т) в? = 0. | 2%) 


0 


Первое из этих уравнений показывает, что [, х М есть одно из направ- 
лений линий кривизны поля (/[,). 
Чтобы получить геометрическое истолкование второго уравнения, 
предположим, что с =0, тогда 
и =0, 


откуда следует, что поле (1) должно допускать семейство ортогональ- 
ных поверхностей. Итак, 

Конгруенция линий будет конгруенцией линий кривизны некоторого 
семейства поверхностей, если поле векторов, нормальных конгруенции 
и касательных к одному семейству линий кривизны данной конгруенции 
допускает семейство ортогональных поверхностей. 


У 16. Инварианты поля 


В нашей системе референции векторное поле дано, когда зада- 
ны коэффициенты р., 4:, Г, как функции тех переменных, от которых 
зависят формы в, 5, в. Но, сохраняя [, как вектор поля, мы можем 
выбранный репер (Г,, Г,, 1.) поворачивать. около оси [, так, что не все 
указанные коэффициенты существенны для поля; существенными явятся 
инварианты поворота репера. 

Возьмем вместо репера (Г, Г», Г,} новый репер 


Г, = 1, ©0361, зто, [= — 1 мпс--1,6080, 1[,=1,; 


© 


тогда соответствующие новые формы Пфаффа будут 
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я ' ний = _ } й 

1 = 6) 6036 -- ®, 811 5, р=ро0$с -- 4 511 5, 
02 = — тс - 0260830, 4= — ртс - 460586, 
ЕЕ м 

6 =, г=а6-|- Г. 


Таким образом, коэффициенты форм ри 4 имеют пять инвариантов 
(алгебраических). Эти инварианты мы можем получить среди совмест- 
ных инвариантов квадратичных форм: 


(аМ)* = (в!) (92) - (%)», 
аМГ.аТ, = (р) ®*- (4) в, 
ама1, = (4) ®: — (р) в; 


их совместные инварианты будут коэффициентами двух уравнений: 


ниц 
о 9. —$ т =70 
и 
пох в! 5 
ор 8 - | =0 


Таким способом мы получим шесть совместных инвариантов указанных 
форм, именно 


= р, 19, = рь |4 
ь=р,—Ч9,, [5 = р:43 — (Рь + 44) ЧР» + 4.Рь 
8, = р:4+ — Р.Ч., 5 = ра РА, 4, Ра 


все эти инварианты связаны одним соотношением 
‚2 ‚2 
ый =ань-аиь-й-й. 


Таким образом, остается пять независимых инвариантов, которые и 
будут искомыми инвариантами поля. 


Обращение в нуль 7, обозначает, что линии кривизны поля орто- 


гональны или что поле имеет семейство ортогональных поверхностей. 
Инвариант #, есть средняя кривизна поля; его обращение в нуль 
обозначает, что асимптотические линии ортогональны. 


Инвариант #, есть полная. кривизна поля. Инвариант #, есть ква- 


драт проекции ® (вектора Дарбу для перемещения вдоль вектора ноля) 
на плоскость, ортогональную к вектору поля. 


Обращение в нуль #, есть признак распадения формы АМТ, АТ, на 
два линейных множителя; геометрически это значит, что направление 


нормальное к ®, (в плоскости перпендикулярной [,) дает одно из 
направлений линий кривизны. 
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Наконец; обращение в нуль #, есть признак распадения квадратич- 
ной формы АМа[, на два линейных множителя; геометрически это зна- 
чит, что направление, перпендикулярное к ®,, —одно из асимитоти- 
ческих направлений. 

Из указанных выше формул следует 


РГ, + аГ, = РГ, +41, 


т. е. составляющая вектора Дарбу на плоскости, ортогональной к век- 
тору поля [,, не зависит от выбранной пары Г, Г,. 


Московский гидромелиоративный Поступило 
институт имени В.Р. Вильямса 20.УП.1944, 


$. $. ВОЗСНЕСОЕМКСЕ. ГА СКОМЕТНЕ ШО СНАМР БЕ УЕСТЕОВ$. 
ВЕЗОМЕ | 


Га шопостарые ргёзетёе а ромг Баё А 1тацег 1е ргоёше 4а свашр 
4е уесфеигз раг ]1а шёро4е 4е Сагбапй 4е герёге шофИе, А сотр ег 1ез 
а6йтилопз 4ез сопсермопз {опдатета]ез еф епйп А гёзоа4ге ипе заце 
4ез ргоётез заг ]а згасбаге 4а сБатр. 

бой Л, 1е сВашр Чопоё её Л,, Л», Г, мп герёге 4ез огёВез. 51 поиз 
4ез1етопз раг (6) ]е уесфеаг 4е Рагромх ротг 1е герёге с\№о1$1, а]огз а 
рго]есвлоп (7) 4е в зиг ]е р|ап, регрепд1ся]алте а Г, езё 1п46репдаще 4е 
1а гобалоп 4и герёге ащ{юойг 4е Гахе /.,. Ле потше ]а Пепе 4е сомгЬаге 
4’ип сВашр 1е1е Пепе, да! Чапз свадае 4е зез ро1п{з езё огВосопае ам 
уесфетг ал сБашр а1131 да’айи уесфелг соггезроп4ап& 4е ПРагромх. Опе 
Попе 4е соаграге ез а1пз1 ипе Пепе погта]е аах ‘уесбемгз 4а сВашр 1е 
1опс 4е ]ЛасаеЙе 1ез уесцеагз 4и сБашр {огтеп& пе зат{асе 4авуеоррае. 

Ропг дае |1е свашр 4е уесбеиг$ а4теё ипе {ат1 Пе 4ез заг{асез ог об0- 
па]ез, 1] езф пбсеззалге еб заЙ1запь чае 1ез Попез 4е сомгЬаге 4а сВашр 
зегалепб ог Вохопа]ез. Рочг ди’ипе Гаш1Ше 4ез зат{асез зо ипе {атШе 4е 
Ташё 1 {а06 её 1 за ‹фае ]ез фапоепфез аах Попе 4е ’апе сопогаепсе’ 
дез опез 4е сопгфраге 4е 1а ГатШе {огтепё пп сВашр 4е уесбелгз 
а4тейапь пие {ашШе Чез зитГасез огВобоп а|е;. Арреотз 1а ИПрпе 
азутрой чае 4а свашр чпе |1епе ог Вобопа]е ах уесцеигз Фи свашр © 
1е 1опх 4е 1адаеПе спадае Аёр]асетепь езф рагаП@е ам уесбеиг соггез- 
ропдапё 9. Тез ]1епез 4е соигриаге ам сфашр оп Вагтоп1алетепи 41у1з6е5 
раг 4ез Испез азуштройиез Чапз Чех саз, фаапа ]’ппе оч Гаште 4е сез 
зузёётез {огше ип зуз@ше огВобопа!. Ропг ип свашр 4е уесфеигз поз 
ауопз ип \6огёше апа]охие ай 16огёте 4е Меазшег её Ч4ез ащбтгез Гот- 
пи]ез апа]осиез рог 4ез соиграгез уаг16ез. 51 |а погта]е рггпстрайе 4’ипе 
Попе со1тс14е а сВадиае рот ауес 1е уесфеиг соггезропЧап Ча сЛашр, поз 
арре!опз 1151пе ябоЧёз1аче 4и сВатр. Тез 6счамопз 4е с6о@6з1- 
диез ргеппепф 1а 1огше (33) оц 1а Тогше (34). Оп реш Чебгилтег 1ез 
91тесопз сопасиёез Аа свашр 4е аеах таплёгез @1ететез м па Та- 
6 га\етеп% соп] проб её Ъ 11а ё га] емецф соп]изче. 
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31 1ез 1епез 4е соигЬиге да сВашр з006 ад егитииаёез, 1е сВашр аатеа 
иле {атШе 4ез загЁасез ог(Вогопа]ез, сопзаз(апёе 4ез р]апз рагаИё]ез оц 
4ез зрЬёгез. Т.ез Пецез азутрюйдиез зо зпавегтлибез Фапз Чемх саз: 
}е спашр а ипе {ашШе 4ез р1апз ог Восопа]ез оц |е сватр п’а4теё папе 
Г{апШе 4ез заг{асез, огбпохопа]ез её ]ез Испез 4е соигриаге 500% ипаз1- 
палгез. )ацз се саз помз ауопз ипе {атШе 4ез суйп@гез слгсщ[алгез ауаг& 
лиёте ахе йхе. 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУГТЕТ!\ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ РЕ Г0В$$ 


Серия математическая ` 10 (1946), 97104 5еге тафетайдие 


В. М. ДАРЕВСКИЙ 


О ВНУТРЕННЕ СОВЕРШЕННЫХ МЕТОДАХ СУММИРОВАНИЯ 


, 


(Предстаелено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Устанавливаются некоторые результаты, касающиеся регулярных 
методов суммиоования. Из этих результатов вытекает, что всякий метод 
Тоер!112’а, совместный со всеми не более сильными, чем он, регуляр- 
ными методами, эквивалентен обыкновенной сходимости. 


Объект нашего исследования — регулярные методы суммирования 
с помощью бесконечных матриц, так называемые методы Тоер!!42?а. 

Множество всех последовательностей, суммируемых методом А, 
называется полем этого метода и обозначается, обычно, через А*. 
Если методы Аи В таковы, что А”С В*, то говорят, что метод В 
не слаббе метода А, а метод А не сильнее метода В. Если 
А* = В*, то методы А и В назовем равносильными. 


Результат суммирования методом А последовательности х будем 
обозначать через А (2). 

Если для любой последовательности ХЕА*В*, А(5)=В(х), то 
методы А и В называют совместными. 

Методы одновременно равносильные и совместные назовем экви- 
валентвыми. 

Обозначим через Е метод, задаваемый матрицей (е„„), элементы 
которой равны 1, если т =п, и равны 0, если тп. 

Методы, эквивалентные Ё, назовем тривиальными. Наконец, 
будем называть регулярный метод суммирования внешне совер- 
шенным, если он совместен со всеми не более слабыми, чем он, 
регулярными методами, и внутренне совершенным, если этот 
метод совместен со всеми не более сильными, чем он, регулярными 
методами. 

Реверсивные внешне совершенные методы были изучены рядом эвто- 
ров ("). Такие методы не обязаны быть тривиальными. 

Требование внутреннего совершенства сильнее требования внешнего 
совершенства. В самом деле, пусть АЬ— внутренне совершенный метод. 
Если регулярный метод В не слабее метода А, то существует такой 
метод С, что С* =А* и С(5)=В(2) для любого ХЕА* (*). Так как 
методы А и В регулярные, то и метод С — регулярный. Но метод С 
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не сильнее метода А, поскольку С*= А*, и, следовательно, А (52) = 
—=С (1) =В (2) для любого хЕА*. Последнее равенство означает, что’ 
внутренне совершенный метод А обязан быть внешне совершенным. 
Естественно выяснить, каковы внутренне совершенные методы. Ответ 
на этот вопрос мы получим с помощью двух теорем, имеющих само- 
стоятельный интерес (первая из этих теорем является частным случаем 
одной теоремы Магаг’а и Ог]1с2’а, опубликованной ими без доказа- 
тельства (?)). 

ТЕОРЕМА 1. Если регулярный метод суммирует какую-нибудь 
растодящуюся последовательность, то он суммирует некоторую неогра- 
ниченную последовательность. 

Доказательство. Пусть известно, что регулярный метод А= (ап) 
суммирует расходящуюся последовательность {и} к величине и. Если 
последовательность {и„} — неограниченная, то доказательство отпадает. 
Допустим поэтому, что последовательность {и„} — ограниченная. В таком 
случае последовательность х= {5} ={и„—и} будет также ограниченной 
и трансформируется методом А в сходящуюся к нулю последователь- 
ность {Ут}. 

Выделим из последовательностей индексов {т} и {п} подпоследова- 
тельности {тх} и {пк} следующим образом. Выберем т, так, чтобы для 
всех т > т, имело место неравенство 


аа 
| Ут | = ГУ Чтл Фп 


п=1 


$1 


и выберем такое п, > 1, чтобы 


со 


а < = 2, а. ВИ 


„. = п 1 


Далее, считая, что т, и п,.(К> 1) определены, выберем такое 
т; > т, чтобы для всех т_> т, выполнялись неравенства 


®К— а 


1 
| Ут | <» 2 ан < 


п=1 


и такое п, >п,_., чтобы 


со 


1 р 
№ | ал | < 5 (т = 1,2, ..-) ПТ). 


п=як 


С помощью последовательности индексов {п)} последовательность 
{т„} может быть разбита на зоны. Будем считать, что зона с номером 
К состоит из элементов 2:41, Хть 42, -.., Я» полагая п --4=1. 

Так как последовательность {х„} расходящаяся, то из нее можно 
выделить такую бесконечную  подпоследовательность {5»„}, что 
[| >6>0 (п=1,2,...). Элементы этой подпоследовательности будут 
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содержаться в некоторых сколь угодно далеких зонах последователь- 
ности {х„} и, следовательно, ебли мы умножим все элементы зоны 
с номером А (Ё=1,2,...) на УЕ, то получим, вместо ограниченной 
последовательности ит неограниченную последовательность {Ён}. 
Покажем, что {Ё„} трансформируется методом А в сходящуюся к нулю 
последовательность {1}. Тем самым теорема будет доказана. 
Пусть т<т < ть,, (Е > 1). Тогда 


ПК ‚= пк * * ПК 
= У, ат -Н У о. Я тп 2, +ИЕ-Т о @тп и. -- 
п=1 в=пк—1-1 п=ПЕ1 
ПК+2 
+И+2 > ат... 
п=птка1-Е1 


и, следовательно, 


ПТ К+1 


|7 | ух НУ | У Я тп п ИЕ) ММ + 
®= Хх, 4 
МГУ, ЗУЕЕЗ , ЗУЕа 
а о +...), (1) 


где М=вр|2„| < со, М-зр У аи. 


И—=1 
Но 
я 
ЕР —ИХ а 
(ИУЕЕ-УЮ Е 
а 
ИЕ, УЗ, УА+А и РИ" 
я (Ин Еа +5 РЕВ + = ПЕ = а: К--а * 
Далее, 
эи+1 ПЕ— я ео 
р Прп бл = Уи У, Ч тп и — № тп Тп, 
Аа п=1 пе=пкы +1 
откуда 


пК+1 


№ Ч пп п 


п=пк—1-1 


Ох 


Таким образом, каждый из четырех членов, стоящих в правой 
части неравенства (1), стремится к нулю при К—> оо, и так’ как 
Е —> со, когда т—> со, то Пати = 0., 


т-оо 
Видоизменяя, с помощью диагонального" процесса, построение после- 
довательностей {т,}, {пк}, приходим к теореме Магоаг’а и Оге?а, 


о которой мы уже упоминали. 
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ТЕОРЕМА Маглаг’а и О!1с2’а. Пусть дана последовательность 
регулярных методов А,, А,, А„,... Если каждый из этих методов 
суммирует расходящуюся последовательность {и„} к одной и той же 
величине и, то существует неограниченная последовательность, которая 
‹уммируется любым методом А» (\=1,2,...) к величине и. 

Доказательство. Считая, что последовательность {и„} ограни- 
ченная (в противном случае доказательства не требуется), рассмотрим 
последовательность {5„}={и„—и}, которая трансформируется методом 
Ах = (а0), (\=1,2, .з.), в сходящуюся к нулю последовательность {05}. 

Выделим из последовательностей индексов {т} и {п} подпоследо- 
вательности {т} и {пк} следующим образом. Выберем т, так, чтобы 
для всех т`_> т, имело место неравенство 


ви» [$ аи 1 
и выберем такое п, >> 1, чтобы 
У аа ЕО т). 
п=пг 


Далее, считая, что т. и п, ,(К>1) определены, выберем такое 
т, > т‚., чтобы для всех т > т; выполнялись неравенства 


ТК 
й] 
бон [ох Об ыы 
®=1 
и такое и. > пк., чтобы .-- 
а 

№ 1402 | За=те (Х=1,2,..., К;т=4,2,.,. ть). 
п=пк 


Разобьем с помощью последовательности индексов {п,} последова- 
тельность {7„} на зоны так же, как в доказательстве теоремы 4, и таким 
же образом, кяк там, построим неограниченную последовательность {Ё„}. 

Последовательность {„} трансформируется методом А; (\=1,2,...) 
в сходящуюся к нулю последовательность {70}. В самом деле, фикси- 
руем из чисел натурального ряда какое-нибудь число Х и положим, 
что т <т<т,,, (К_>^). Тогда оценка, которая была проведена в 
доказательстве теоремы 1 для величины уи, может быть без измене- 
ния проведена и для величины 1), с заменой величин а и у, 
соответственно, на 40) и у4). Так как неограниченная последователь- 
ность {5„--и} будет суммироваться любым методом А, (\=1, 2, В 
к величине и, то теорема доказана. 


ВНУТРЕННЕ СОВЕРШЕННЫЕ МЕТОДЫ СУММИРОВАНИЯ 101 
ен некие воина 
ТЕОРЕМА 2. Какова бы ни была неограниченная последователь- 


ность х={т,}, всегда можно указать регулярный метод А, который 

суммирует {т} к любому наперед заданному числу ЕЁ, причем 

А*=Г(х - Е*) (Г (2-Е Е*) — линейная оболочка множества д - Е”). 
Доказательство. Напишем тождество 


и} {ии} + {и}, 


где 
Наив, Иа (1,2...) 


Так как последовательность {и„} неограниченная, то можно указать 
такую ее подпоследовательность {и„„}, для которой выполняются условия: 
и, ЕО (=... 
2. Для любого т < пк 


4 
и. 


Ит 


И ткаа 


Определим теперь матрицу А=(аи) следующим образом. В строке 
с номером т, п, -+-1<т< пк, (Е =1,2,...; п, =0), все элементы матрицы 
равны нулю, за исключением элемента а„„=41 и элемента атик.:, КОТО- 
рый определяется из равенства 


И т ы Ятткат Итк.т = 0. (2) 


На основании этого равенства и условия 2 имеем 


1] 
аттиаа | < (п. -Е1<т< п); &=4,2,...). 


Следовательно, метод А— регулярный. 

Ясно, что метод А трансформирует последовательность {и} в по- 
следовательность, состоящую сплошь из нулей, и так как метрд 
А— регулярный, то последовательность {2} суммируется им к Ё. 

Пусть {5} — какая-нибудь последовательность, суммируемая мето- 
дом А. Тогда 


тт @тпк,л пк.1 == @т (п -1<т<п; Ё=1, 2, ий) (3) 


где {ев} — сходящаяся последовательность. Равенство (3) с помощью 
равенства (2) может быть написано следующим образом: 


% 
бт Ит = т бат ПТ, ..). (4) 
К+1 


Полагая в равенстве (4) т=и,, получаем 


о (5) 


Ч пал Чтк Члк 
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Из равенств (4) и (5) следует, что 


о {2 с . тк 
и Ит = ет— о... —м Ит (6) 


В силу условия 2, ряд 


2 


ЗИ п 
и Ри и (7) 


— абсолютно сходящийся. 
Обозначим сумму ряда (7) через $. Тогда равенство (6) можно 
записать в виде 


эн Ив =ещ-Ё а; (3) 
где 
тии (+ ЕН (пр-т ть 2, «..). 
пал пк+з 
Очевидно, что 
|2 | < = И,, 


где 


1 
М = впр[ель| < <, и реаый 
Ш 1! пК+3 


Так как К—> со вместе с ш и так как, в силу условия 2, И, моно- 
тонно убывает при К —> со, то Ите„=0. Следовательно, полагая 


т-—>осо 


п 
получаем, что 


От = 0 и би (т=1,2, ВЕ) 


где {5„}— сходящаяся последовательность. 

Итак, всякая последовательность {5„}, суммируемая методом А, 
принадлежит Г(х- Е"). Обратное очевидно. Теорема тем самым 
доказана. , : 

Следует заметить, что если х— ограниченная расходящаяся по- 
следовательность, то не существует регулярного метода А, поле кото- 
рого 4* = (х- Е*). Это следует из теоремы 1 (поскольку Г,(2-Е*) 
не содержит неограниченных последовательностей), а также из того, 
что множество Г. (2-- Е*) сепарабельно. в пространстве ограниченных 
последовательностей, а множество всех ограниченных последователь- 
ностей, суммируемых регулярным методом, когда оно - В," — несе- 
парабельно в указанном пространстве (*), (®). 

Из теорем 1, 2 непосредственно вытекает следующая 
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ТЕОРЕМА 3. Из всех регулярных методов суммирования внутренне 
совершенными являютжя только тривиальные. 

В самом деле, если какой-нибудь регулярный метод А сильнее 
обыкновенной сходимости, то, в силу теоремы 4, он суммирует неко- 
торую неограниченную последовательность х={х„} к некоторой вели- 
чине &. Далее, в силу теоремы 2, можно построить такой регулярный 
метод В, который суммирует послецовательность {7„} к величине 
==, причем В* =Г, (5 Е") и, следовательно, В*С А*. Таким образом, 
любой регулярный нетривиальный метод А несовместен с некоторым, 
не более сильным, чем он, регулярным методом В итак как очевидно, 
что всякий тривиальный метод — внутренне совершенный, то теорема 
тем самым доказана. 


Поступило 
2. Х. 1945 
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У. РАВЕУЗКУ. ОМ 1МТЕТМЗТСАТГГУ РЕВЕЕСТ МЕТНОр$ ОЕ $ОММАТТОХ 
БОММАВУ 


Гщ 4Ъе ргезепф гезеагсь \е сопз14ег гехлаг тео; о{Ё заштайоп Бу 
теапз 0{ шЙице тафг1сез —1е зо саПей Тоер1142 шефво@з. 

ТЬе Тоер шео4 13 за1@ 40 Бе 1п 6г1из1са11у рег{ес® Ш 16 13 
с013136еп$ МИН еуегу тёоаг шебфо@ \*№МсВ 13 поф 'эбтопоег \Тап \е 
шефо4 1п даезмопт. "ТБе роет аг1зез $0 сВагасцег12е тибтиз1саПу рег- 
{есь шеодз. 

Тре {оПо\мте ргейилпагу Ъеогешз аге ргоуеа: 

ТНЕОВЕМ 1. [] а гесщат тейюой зитз а Чкегвети зедцепсе, пет 
й а[50 зитз ап ипбоип4е4 зедиетсе. 

ТНЕОВЕМ 2. Рог апу ипфоипаеа зедиетсе х= {ха} Шеге 18 а и 
тео о} зиттайоп А умей зитз х 10 ап атфитатИу рлхеа питфбег. 
Тйегебу А* = [,(х- Е*), уйете А” 183 Ше 56 о} е зедиептсез зитта Ме 
фу Ше тефо4 А,`Е* 18 Ше зеё о} а сопхегвепё зедиептсез, Г,(х- Е*) 15 
йе Ппеаг пи осег йе зеё х-- Е*. 
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Ву \е мау ме слуе а шо4И1самоп о{Ё фе ргооЁ о Треогет 1 зо 'а$ 
10 омат а шоге хепега! геза аае 60 Мазжаг ап Отс» (*) (ра азВеа 
\ИВочь ргоо!): [1 екегуопе о] е тевщаг тешйо@з А,, А,, ... 5итз 
а @сегеепа зедиетсе {и„} 10. 1е зате питфег и, {еп Шеге 11518 ап ип- 
фоип4е@ зедиепсе зиттаЫе 10 и Бу екегу А (К =1,2,...). 

ТВеогет 4 апа 2 пашедзалеу пар!у \№е !оПо\йтй \феогет \вев 
апз\егз \Ве арбоуе дезтоп: 

ТНЕОВЕМ 3. 7% от у битясаШу рег]есё тефоаз о} зиттайов 
ате 1йозе имей зит Биф соптегвепй зедиетсез. 
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Серия математическая 10 (1946), 105—120 Зее татетайаце 
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0 ЗАДАЧЕ САОСНУ ДЛЯ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Работа служит обобщением теоремы И. Г. Петровского о коррект- 
ной постановке задачи Сайсву для линейных систем дифференциальных 
уравнений параболического типа на системы, линейные относительно 
старших производных и нелинейные относительно младших произ- 
водных. 

Автор сводит задачу к системе интегро-дифференциальных уравнений 
и решает ее методом последовательных приближений. 


Введение 


В работе «О проблеме СаисБу для систем линейных уравнений с част-- 
ными производными в области неаналитических функций» И. Г. Петров-. 
ским * получены условия (необходимые и достаточные) равномерно кор- 
ректной постановки задачи Самспу ** (1) для систем 


71,. ; до Ка. --Е п 
914 = № до 1, и. > КП) (6) Я 


Е Л (т, в) (1) 


а РИ | дан Эхе... дут 
(&, р. Хы =#<М), 
где Ао» №1, -- Ви (1) и }(1,..., 2.) — комплексные функции действи- 
тельных аргументов &, х,, ..., Х„, ограниченные вместе со всеми своими 
производными до некоторого порядка в полосе 
(а бе ао. 


Автор называет задачу Сайсву для системы (1) поставленной равно- 
мерно корректно в интервале О<{<Т, если выполнены следующие 
условия: 

1. Условие существования и единственности. Для всякой системы 
функций 

ФИ (не, Ми) О 
ограниченных и непрерывных во всем пространстве действительных. 
значений аргументов х,, ..., Х„ вместе со всеми своими частными про- 


* Приношу благодарность И. Г. Петровскому и В. В. Степанову, под руковод- 


ством которых выполнена настоящая работа. 
** Автор указывает, что следует идее Надатага’а, развитой в его книге «Ше рго-- 


Б]ёте 4е Сапспу» (2). 
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изводными до некоторого порядка, существует, притом единственная, 
система функций и; (Е, х,,..., 2), ограниченных вместе со всеми своими 
частными производными по хх до некоторого порядка, которые при 
всяком & в промежутке | 

ил 
‘удовлетворяют системе (1), а при &=& принимают значения: 


О*и 
98" 1=10 


= (т, ..., 11) (&=4,2,....м—1). (1, 


П. Условие равномерной непрерывности от начальных данных. 
Каково бы ни было &, О<&<Т, и =>0, существует такое 6 (е), 
зависящее от = и не зависящее от &,, чфо как только функции $ и все 
их производные по 5х, до известного порядка Г, изменяются меньше 
чем на ев, функции и; изменяются меньше чем на 8 (е). 

`Мы приведем здесь условия корректной постановки задачи СаисБу 
для систем первого порядка (п: = 1) 


ди; Ё р Э^и; 
ры > м ”) (2) ЛЕ, ..-› а), (2) 
о Е : И по обо 

1, №1, +-.› Ки — ь 
так как только эти системы нас в дальнейшем будут интересовать. 
Необходимое и достаточ ное условие равномерно корректной постановки 
задачи СапсВу для систем (2) (И. Г. Петровский называет ‚его усло- 
вием А) состоит в следующем: шах модулей функций У1 (В а,, ..., @р), 
удовлетворяющих при всяком { из промежутка & << Т системе 


ау! й 
= У 4..5 (ан... (дю) (3) 
т, Ка, 5, А р 
и при 2=& условию 
О ЕЁ. 
у: Й = | ме." Е 
| ( о) |] Й В ( :) 


не должны раети (равномерно по &,) быстрее ‘некоторой фиксированной 
степени наибольшего из |«,|, когда все х, принимают только действи- 
тельные значения и 

шах |, | —> ©. 


В работе И. Г. Петровского «О проблеме СаисВу» доказывается, что 
для систем, названных автором параболическими, условие А выполнено, 
т. е. задача СаисВу для таких систем поставлена равномерно корректно. 

° Цель настоящей работы — обобщение теорёмы о корректности пара- 
‚болических систем на линейные системы, имеющие вид 


ди; _ ЭМ и, 
Г 
дх ен -оя 
с ], пы, -.., Ти : = 
ь д*и; 
д миЗИуь 
4 У ВО че = г ей (1,5. 2,) (4) 
7: в, ..., К С \ мт . Ти 
м на системы квазилинейные 
ди; с 9Ми 7 . 
И (ОВ во 9 : 
0 х Аи и, дати батя Рь (5) 
О 


пи ,..., Ти 
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где ЕР; зависит от Ё,1,,.... 2, и, .... им и производных функций 
и, .... Им ПО 2,, ..., Та порядка меньше М. 

При этом определение параболичности для систем 4) и (5) ничем 
не отличается от соответствующего определения параболичности для 
системы (2), данного И. Г. Петровеким. 

Системы (2), (4) и (5) называются параболическими на интер- 
вале (0, Г), если при всяких действительных а), у которых У =1, 


действительные части всех корней детерминанта матрицы 


№ д "1 (2) (6%) №... (15) ||— ХЕ (5, т, ...-. а №=п) 
Е 


остаются меньше некоторой отрицательной постоянной — 8. 
Решения И. Г. Петровского, удовлетворяющие в полосе (а) системе (2) 
и при { =& условиям 
И: 1-ю =: (%,, 549.52 п), (2,) 
пишутся так: 
и: (Е, 1, -- +, 7и) = \ № СА (Ь на 7 пу 1) < ко ...;) в) а. - ав 
а $ 
+ \ р в О О и О 
10 $ ` 
где функции (1, названные автором функциями Грина, выражаются 
через решения У? системы (3) следующим образом: 


& У акхк-ЁЮ 
Е = \ ое 1 4%, - 49. 


Замечание. Под символом |} 4, -.-@„ подразумевается п-крат- 
ный интеграл от комплексной функции Ф действительных аргументов ё и 
сходимость этого интеграла понимается в смысле существования предела, 
распространенного на куб 0, (р— ребро куба, а„нтеграла { ТаЕ,. ой 

4 
при условии, что р-> ©. 

Формулы (6) дают систему. решений, непрерывных и ограниченных 
всюду в полосе (а), вместе с их производными до 2М -- п — 1-го порядка 
по аргументам х,, ..., Хх, и выведены в предположении, что функции 
]., непрерывны и ограничены вместе с их производными М--п-го 
порядка по аргументам хх, а функции Ф, — до производных 2М -- п-го 
порядка, всюду в полосе (а). 

По доказанному И. Г. Петровским, интегралы 


д® . | | 
\ ды д! (0 2, ) 7 (Е) ЧЕ, - . . ЦЕ 
сходятся равномерно Поти Ё для И ., откуда следует, что 
ди, Г 9*^ ь ы з - 
ы \ дм... дает С. 2 (4%, .--45 Е 
: 9*С8 


о. Е 
+ \ де ... даёт $; 1 п 


0 


Метод, которым мы пользуемся для решения нашей задачи, состоит 
в сведении систем (4) и (5) к системам интегро-дифференциальных 
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уравнений и в решении последних последовательными приближениями. 
Этот метод хорошо известен в применении к уравнениям разных типов, 
в том числе к одному уравнению параболического типа (3). Вопрос о воз- 
можности использования этого метода в применении к системе параболи- 
ческого типа впервые поставил И. Г. Петровский в своей работе 
«О проблеме Сачсву». 


Г. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 
$ 1. Приведение к системе интегро-дифференциальвых уравнений 


Дана система’ дифференциальных уравнений 


9 (тл,. эти) 9Ми, 
т х А) (1) 'дхта... дхть ег. 
т... Ти и] п 


К 
(Кл»-.., Вт) О 
о я В: т ее я (4). 
т Е1 ,...АЛ 1 =... ОФ 
параболическая на интервале 0О<2<Т. Пусть коэффициенты системы 


удовлетворяют следующим условиям: 
(та ‚+... Ти) 
А}, з. п (#) 
непрерывны по аргументу # (0<2<Т), 
ва, 
В и о ее а 


имеют ограниченные непрерывные производные по любой комбинации: 
х,.... 9 ДО М-п-го порядка всюду в полосе 
(а Оьз<Т; 0 <<: 

Будем называть решения системы (4) правильными в некоторой 
области, если они в этой области имеют ограниченные и непрерывные 
производные до 2М--п-го порядка, по любой комбинации аргу- 
ментов 5). 

Докажем, что все решения системы (4), правильные в полосе (а) 
и удовлетворяющие при & =&, условиям 

и: |1-ы=9; (2, о. 5 21), (4,). 
где $; имеют ограниченные и непрерывные производные до М + п-го 
порядка по любой комбинации аргументов хх всюду в пространстве хх, 
эквивалентны правильным решениям системы интегро-дифференциальных 
уравнений 


и: (2, ..., Фи) = 0) (1, жь---я) - 
Г Н 
з. \ Е. (7) 
10 $ 
где 
` | Оби, Е... Е 
М {и Е \ В ты в 


7, №1, +.*, Ки 


1 
ое С... \ 4< \ и 
$ 10 $ 
понимая под «правильным решением» системы (7) всякое ее решение, 
имеющее ограниченные и непрерывные производные до 2М-п— 1-го 
порядка по любой комбинации х, всюду в полосе (а). 
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Пусть и, — правильные в полосе (а) решения системы (4), удовле- 

творяющие начальным данным {4,). Тогда выражения 

М. {2 (<, 8,» --., Ви). (8) 
будут иметь ограниченные и непрерывные производные до М- п-го 
порядка по любой комбинации аргументов х; всюду в полосе (а). 
Стало быть, решения и; можно представить по формулам (6) введения, 
которые совпадают в этом случае с интегро-дифференциальным соотно- 
шением (7). 

Пусть теперь, обратно, и;`будут правильными решениями системы 
интегро-дифференциальных уравнений (7). В силу сказанного выше 
о выражениях (8) интегралы правых частей (7), как и интегралы, 
получаемые формальным дифференцированием последних под знаком 
интеграла М раз по аргументам х;, сходятся и притом равномерно. 

Но функции (1 (1, ‹,х,@) удовлетворяют однородной системе, соот- 
ветствующей системе (4). В таком случае последовательным дифферен- 
цированием (7) по аргументам &, хх можно убедиться, что функция и; 
в полосе (а) удовлетворяет системе дифференциальных уравнений (4). 

Далее, полагая в формулах (7) #=&, получаем, что и; удовлетво- 
ряют также начальным данным (4,). 

На основании доказанной эквивалентности системы (4) при началь- 
ных данных (4,) системе (7) следует, что наша теорема о равномерной 
корректности задачи для системы (4) может быть формулирована в виде 
теоремы о равномерной корректности решений системы интегро-диффе- 
ренциальных уравнений (7). 

Иначе говоря, требуется доказать: 

1. Существование правильных решений, удовлетворяющих системе (7). 

2. Единственность этих решений. 

3. Равномерную непрерывность их от начальных данных ф,. 

Последнее мы здесь понимаем в том же смысле, что и для решений 
системы (4). 

Для доказательства этих теорем нам нужны будут некоторые оценки. 


$ 2. Оценки интегралов от функции Грина * 


Оценим интеграл 


\ 
С (Е, 5 >), =) а ь 
В \ а дах т даа... дат 45, о НА (9) 


$=1 


Разобъьем область интегрирования на две части: (0, и 0,. О, —это 
область внутри и на границе куба 


к — 5% 


ии АО 
в 
ии) И 
и О, — область вне этого куба 
Як — к 
м > @) 


* Здесь мы пользуемся методом И. Г. Петровёного (см. вывод формулы (88) 
в уже цитированной работе). 
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Тогда интеграл И. разобьется на два слагаемых: 
Е 
Ё = По Ло. 
И. Г. Петровским доказано, что 


"6% (&, 3, 1,8) | | 7. | (#—=) ЧМ | 
Г: Эжвы | ЕЕ | 
дла ... 05Е й У. и УКаь — 6 


где Г, — произвольное положительное число или зуль, а С — некоторая 
константа, зависящая только от Аи Г. 
Полагая [,=0, получим 


К СМ С1 — 21 ет 5, — Ти 
Пати 9 [изу | о 
Полагая [> п, получим 
Сео ОаЮа "Е ЗЕНИТА НЕ 
116,1 < ое ВИ тн а [ет | [ее | › 
Е 


откуда следует 


С.М См№ 
11 <. ами, < А. 


Складывая` последние два неравенства, получим искомую оценку 
К 
[У иг (10) 
Оценим, далее, ыы 


` д^ ‘С: о т х 
л 9) = ыу Гот дао „Отт ', (<, бу чу бп) 45, *-- Чи» 


где ф, непрерывны и ограничены в полосе (а). Пусть для фиксиро- 
ванного * в пространстве &, штах|®, (<, ,...,Ё)|=0, (<). Тогда 
в силу (10) 


1 к 
з (<) 43 : К 1 
ас в (1-м) ем, (11) 
Но 


где С — константа, В (а, В) —функция Эйлера. 
Наконец, оценим М, {/ (%)}. Согласно (11), 
м-! 
М, ФИ< М. В-А У (|, (12) 
®=0 
где Л — наиболышее количество слагаемых в сумме 


У (Ун=#<и). 


$ 3. Доказательетво существования 
Рассмотрим систему интегро-дифференциальных уравнений 
и; (5, р 55 1") = {0 (2, 1...) Я) 
1 5 
р \ 4 \ Усов 9 М, (ив, ЧЕ... (7) 
10 $ 
при ). =1 эта система совпадает с (7). Докажем существование пра- 


вильных решений, удовлетворяющих интегро-дифференциальной сис- 
теме (7*). 
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Будем искать решения в виде рядов по степеням }.. Подстановкой 
этих рядов в систему (7^) убеждаемся, что, для того чтобы быть пс 
крайней мере формальными решениями, эти ряды должны иметь функции 
и 0) (1, хх) в качестве свободных членов и коэффициенты и”) ($, д). 
при ^" должны удовлетворять рекуррентному соотношению 

+ 


ит (1, жк) = \ 4 \ У 6: ъз, М, (и О (Е...) а. (43) 


о 

Мы убедимся в том, что таким образом построенные ряды по степе- 
ням ^ 

со 

о Е (14} 

т=0 
будут не только формальными, но и истинными решениями системы (7^), 
если покажем, что они, так же как их формальные производные по- 
аргументам х, до М — 1-го порядка 


д*и(т) (1, ть, .-., Жы) 


У а ох ... ВТ (&<М— 1), (14, 
т=0 и 


равномерно сходятся всюду в полосе (а). 
В самом деле, допустим, что эти ряды действительно равномерно’ 
сходятся. 


Введем обозначение 
Е=т 


5(т) (Ё, ж,, «..› 20) = № Хи) а 
®=0 
и просуммируем (13) почленно от т=0 до т; в результате получим: 
рекуррентное соотношение 


67) (6, 1... --, 21) = и) (6, 2,... щи) 
1 


в \ 4 \ У ск 0 М, (3-0)... (15) 
10 $ 
По нашему предположению последовательности 
дЕс(т) 
07 (1) и р (Е<М-1 


02. ддт 


сходятся равномерно в полосе (а). Поэтому в пределе формулы (15) 


будут иметь вид 
1 


се(Ь, жк) = К (6, вк) НА аз \ 61, 5 = М, {9 ($ 9}... 


10 


где 
в: (Ё 2х) = 1 94 (Ё, жк) = У Ати{") (1, 2»). 
со ЕО 


Последнее означает, что 5; — истинные решения системы (7*). 
Итак, остается доказать равномерную сходимость рядов (14) и (14,} 
всюду в полосе (а). 
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С этой целью найдем оценки для коэффициентов и”) (&, х,) и их 


производных по х; до М—1-го порядка. Пусть #0) (1, 2) и все их 
производные до М — 1-го порядка по аргументам х, всюду в полосе 
{а) удовлетворяют неравенству 


о (#, мк) 
Г <р (Е®<М- в (16,) 
021 ...05” 
`Тогда, в силу (12), 
1М, {©} | < МВА(М —1 р. (17) 


„Далее, в силу (17,) и (11) 


(1) 
д* и (&, &ь) 


(1) (1 
деи ОЕ дат , 


&(1) 
— МВА (М —1) РВ (1; Е) = 


(2 <М-—1). (16,) 
И, наконец, в силу (16,) и (12), 
_ в@) 
М: {#9} | < (МВА)*(М-1) РУ в (я: Зе А а 
в(1) 
(< М-—\. (17,) 
„Докажем теперь, что общий вид оценок для функций и(т) и их про- 
мзводных до М— 1-го порядка такой: 


акт) и(т) (Е, 2) | 


да". с. ой" | 
о к) 
<(МВл)"(М-)р. У В (6 1“: 
АС)... ит) 
ко ыы Я к кт) 
-В (2—3; 1 о а 
ужо 
у (#— 4) > (16) 


С этой целью покажем, что, будучи верны для т, они также верны 
‚для т-Е1. 


В самом деле, в силу (16) и (14) имеем 


(1) 
| Ми”) | < (МВА)" (м-р. У В и 1—^ 
®С,...к@т) 
т (8) 
«о. н У» ко к(т) не 


и из последней, в силу (11), находим искомую оценку для 
1 1 
ат Эи(тч1) 
о ВТ ито’ 
дт, 1 О 


которая действительно может быть получена из (16„) заменой т на 


т--1. 
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Заметим, что 
(1) 
В В 1— — 


а = к 
о 


"ти (т) 


И 


Е аи 


ев" т 
(15)! 


(18) 


откуда 


< 


дм" ... и 
т 


< МВА(М— 1) „= [2] СЫ 


Е Ая р шах | #— &, | 
пе 
и, стало быть, ряды (14) и (14,) сходятся равномерно, что и требова- 
лось доказать. 
Замечание. Обозначим 


(< М1) (19) 


ы [г (с#) ]" вы 
= [ВМА(М-— 1)" МА шах ев)" м, 
и 
а» ([ |) : 
тогда получим следующее неравенство: 
9", Г 00) и® 
ам ав ^ (2<|; ба ыЖР). е? 


$ 4. Доказательетво единственности решений 


Докажем единственность правильного решения интегро-дифферен- 
циальной системы (7). 

Допустим, что наряду с правильным решением с; существует еще 
одно правильное решение Х; и рассмотрим разность 


< ^ 
=», — с. 


Покажем, что всюду в полосе (а) 9, =0. Функции 0, можно получить, 
как предел разности 
6 = Шт [Х, — 3(т)]. 


7п—со 
Подставим в (7) вместо и; \ и вычтем почленно из (15), — получим 
1 


оо = | 4 \ Ув ь а, М, с" а, 


10 


73 
п’ 


т. е. У; —0(”) удовлетворяет рекуррентному соотношению (13), извест- 


ному из предыдущего параграфа. 

Вследствие этого разности \—0("), так же как все их производные 
по х;, до М — 1-го порядка, можно оценить по формулам (19) всюду в 
полосе (а), и потому 

В (Х;— в) =0 


11 сэ 
что и требовалось доказать. 


2 Известия АН, серия матемазичсская, № 2 
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8 5. Равномерная непрерывность решений от начальных данных 


Пусть функции ф; и $: находятся в условиях $ 1 и пусть соответ- 
ствующие этим функциям правильные решения системы (7) будут 
и: (Е, жк) ии; (2, У 
Пусть известно, что для У =ф:—ф; 


9; (2, ..- — 
о 5’. 

Докажем, что в таком ит разность и; =и,--и, удовлетворяет , 
условию 


О; 
до... ддт 
где 6 (=) не зависит от &,. 
Система интегро-дифференциальных уравнений, которой удовлетво- 
ряет %,, имеет вид 


и; (В лк) = \ № Е о ба со - 
г 


+} Ус. М, ($ 46, 2, (23) 


о 


<8(=) (Е«М-1), (22) 


По доказанному ранее система (23) имеет правильное решение 4%; ; 
Представим его в виде 
со 


; —= р (т), 


т=0 
где 


и®=\ Ус, ---&, 

; | (24) 
от) — \ а \ У СЕ ч 2, 9 М, {и "-0} а, -.. Е. | 

10 $ 

Для того чтобы показать, что (22) выполнено, достаточно показать, 


что 
| д» © | А 
[ож байт т -е (< М-—1), (25) 
где А— некоторая константа. В самом деле, тогда, согласно (20), 
О» й 
дека... дхт А 
и соотношение (22) будет доказано. 
Итак, остается доказать справедливость (25): 
д» (0) 0% 04 (+, 1, х, Е) 
К - р У А Г Фе (61 +, бл) ЧЕ, --- @т= 
дх№ ... дхт дам ... дат 


5 


Оо а онь и й Е 
СХ яв Ь 2, 6 


$ 
Отсюда следует, что 


д®(®) : С д 
В и. И х а АО Е. р 
ие (9 Зо ево 09 
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Последнее получено в результате интегрирования по частям, причем 
интегрированная часть обратилась в нуль, так как 


9*( ЕЕ 
о когда ИХ (2, —&)-—>0. 
В силу (26), 
д (0) — 
| ИИ < шах Зы. |. \ УС, , <, Е, .. $ Ёп. 
В силу (10), | 


\ Са. О.М. 
Таким образом, 
д») 


дем... дк 


что и требовалось доказать. 
И. КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 


8 1. Приведение к системе интегро-дифференциальных уравнений 


Дана система квазилинейных дифференциальных уравнений 


= > о ты и и 


РО" 
ди М1 
-н — Фар +++ Физ Ил» +. ИМ бд? о 
(7 =1, и: (5) 


— параболическая в интервале (0, 7), где: 
1. Функции РЁ и все их производные до М-п-го порядка по 
аргументам 
д*и 
даа... ох 


&=М-—1) 


а а, 


непрерывны и ограничены некоторой константой В всюду в полосе 


ба -2-Г ат 
при условии 
ди 


о еб 


(5) 
где А— некоторая константа. 
2. Функции А(ч,--,7") и Е непрерывны по аргументу # для значе- 
ний (а) и (Ъ) своих аргументов. 
Пусть даны начальные данные 
п: [+6 =0.* (5,) 
Рассуждая так же, как и в случае линейных систем, можно пока- 
зать, что все правильные в полосе (а) решения системы (5), удовле- 
творяющие при { =, начальным данным (5,), одновременно будут пра- 
вильными решениями системы интегро-дифференциальных уравнений 


* К этому виду всегда можно привести начальные данные © функциями 
и; | :=, = стоящими в условиях 1. 


2% 
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и: (Е, ть) = и® (+, 2к) -Е 


+ 


Неа ов дей 


где 


< 


и® = \ 4 \ УНР. (<, 6 0,0 а, --- 


= ._- ДЕ 


(27) 


Обратно, все правильные решения системы (27) будут одновременно 
правильными в полосе (а) решениями системы (5), удовлетворяющими 


начальным данным (5,). 


Выражением «правильные решения» мы пользуемся здесь в том же 


смысле, как и в разобранном нами случае линейных систем. 
Докажем корректность решений системы (27). 


$ 2. Теорема существования 


Будем искать решения системы (27) в виде рядов 


со 

№ ит), 9), 

т=0 

где частичная сумма 

со 

г Е ео 

с) = Уи (тж... , 2) (6®=и®) 

^=0 


удовлетворяет рекуррентному соотношению 
в”) (Ё, х,) =® (Ь ж,) | 
а а 


1 
1 = 
+} 4} Ус: >09, (69-5; ыы)... 
$ 


о 


(28) 


(29) 


Если мы докажем равномерную сходимость рядов (28) и рядов, полу- 


чаемых их почленным дифференцированием 


то этим самым будет доказано, что 


Ч, ети Пи 


т->осо 


(28,) 


представляет истинное решение системы интегро-дифференциальных 


уравнений (27). 


ЗАДАЧА САОСНУ ДЛЯ СИСТЕМ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА #17 


В самом деле, в таком случае формула (29) в пределе будет иметь 


вид 
9: (, 2к) = (6, х,) 


1 
93 ; : 
- \ < \ д (7 (6, Хх, х, 9х, 1 Во с, а | п: Ч 
20 В ры 
Стало быть, с — действительно решения системы (27). 

Для доказательства сходимости рядов (28) и (28,) нам нужно оце- 


нить функции 


Легко видеть, что 
и(т (Е, т) = 0 (Ь 1,) —о(т-® (ф, 1) = 


1 
, с а з(т-1) 
— а: \ жи. <, д, 8) [Ф, (5556 ке я 


=. (= 570"; ыы 4, -- > Ел. (30) 


-Е > 
АЕ дЕЁ" 


Если производные от функций РЁ’; по аргументам аа ограни- 

Е Е. 
чены, как это мы предположили, константой В, то справедливо сле- 
дующее неравенство: 


Е(т-—1 
.Ё. —{). 2. т . 7 
Ф: (135 "-5;...) Фи (кб 9, Дов ХМ | 
Р-Р В 
(31) 
Рассмотрим последовательность пы где 
(0 0 
1 д" и(т-ю 
== 1 5 
в. = \ (Аа \ № | (1 (Е, <, Хх, 95 № В А ге Ён. (32) 
о 5 Тв, „А Зоаиме” 
Легко видеть, что имеет место соотношение 
д к - 
9 ит) гы д* и (33) 
де... джет ЭжАа ... Отт 


Соотношения (32) аналогичны соотношениям (13), поэтому ясно, что 

для последовательности 

дит) 
й 


(%<М-—1) 


= [2 
ОИ ово" 


справедливы оценки (19). Вследствие же (33) то же самое имеет место 
и для последовательности 
д*и(т) 


%&<М—1). 


да с бат 
Обратим внимание на то, что функции и”) и их производные будут 
находиться в условиях (Ъ), если & выбрать из интервала АУ В ЗИ 
так как тогда при достаточно малом Т’{— будет достаточно малым 
((:—#.) содержится в правых частях оценок (19) в качестве множителя). 
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После всего сказанного ясно, что ряды (28) и (28,) сходятся равно- 
мерно в полосе 


(а) Оз Гоа. 


Заметим, что область (а,), вообще говоря, содержится внутри (а). 
Однако в частных случаях эти области могут совпадать. 

Во всяком случае, это будет тогда, когда функции ГР, определены 
для всех действительных значений своих аргументов как непрерывные 
и ограниченные вместе со всеми своими производными до М — 1-го порядка 

д^и 


по аргументам %,, ..., 2, ты 
соо 


8 3. Доказательетво единственности 


Докажем теперь единственность правильного решения системы. 
Допустим, что наряду с решениями с;, найденными в предыдущем 
параграфе, имеется еще одно правильное решение +. 

Рассмотрим разность 

у (т) 


щ—б;: © 


Легко проверить, что справедливо соотношение 
1 


о \ 4 \ УЕ, чья, 9 [Фев й; те 


о 


ЗИ (3; Е, и Ч. -ае, (34) 


ва. . ЕЯ 
Из сравнения (34) и (30) получаем в силу (19), 


А ЛУ: — о 0, 


т-—со 
т. е. 


у; ==06;, (35) 


что и требовалось доказать. 


$ 4. Равномерная непрерывноеть от начальных данных 


Пусть и; и и; — правильные решения системы интегро-дифференци- 
альных уравнений (27), соответственно удовлетворяющие начальным 
данным ф; и $. 

Введем обозначения 

ф—бф=ф, чбЩШ и, 
и докажем, что если 


Ок 
в < (&<М-4) (36) 


дж 
1. 905* | 


то 
Ор 


дем... дат 
1 % 


<8(®) (ЕЁ<МЬ-1), (37) 


где 5 (=) не зависит от &. 
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По условию 


1 
и: = \ 4х \ У СЕ (Ь т 2,1 [Ф, (6 а,...)— 


то 


— ©. (би, 9... (38) 
где 


в) = \ ооо аа. 


Соотношение (38) мы можем переписать так: 


.—- 


О (4х \ Ус 9М, (#4... 4 (39) 


{ 


> 


где 
лЁ 
М,(®)= У Вело ее 


ЕЕ РЕНИ) 

ы ан 
Т.В, -- Въ 1 м 
О№ 

ЕЯ ЕТ 
96 =. -95 


[Ву! < В. 


а В, —функции аргументов &, &, 9, ‚ причем 


Будем решать сиетему (39) последовательными приближениями 


9; = Иш (®), 
$ 
т->со 


где 
1 
вт — \ Чл \ УС: (Ь с, 2, 9 М, ("-5) а, ... 4. (40) 
во $ 
Рассмотрим теперь последовательность пт 


5 = 


2 для которой 


д» (т-1) Л 
4... 4. (41) 


и" — (а ") №616 2, |-В р 


20 7,1 ,.. 


„дем... 1. д. 


Легко видеть, что последовательности %(”) и 9%”) связаны между 
©обою следующими неравенствами: 


7" <, 


лы | «| 989 2) 
дс ,, ох т дт№.. .дат 
Про 1: Мы 
Далее, (подобно тому, как доказано (25)), можно показать, что 
9» (0) 
1 
«4 (Ё«М-\. 43 
ОИ дот ( ) (85 


Отсюда, в силу (20), имеет место следующее неравенство: 


со 


дист) 
и: < Аю (Ё<М-\). 


да. дет 
25) 1 п 


120 $. ВВООК 


Наконец, в силу (42), 


ы д» (т) ых д»; 1 
дем джет де до < с (# я ), 
0921. -- 92% 1:02. 
что и требовалось доказать. 
Поступило 
12.У.1945 
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зфафетейь 0 СаисЬу’з ргоМеш {ог рагафо|с зузбет 


== У 4% к, > А) 


- 
95, а 
КЁ) 


= Е о-в) 
_ 


И РЕНИ Е М 


{0 зучешз о{ \Ъе топ 


ди; аМ и} 
= р Ач, „та) (2) орт оять 
КЁ) 
а 
+ 2 Вы(ь №...) в аа 
(в) в и 


(,1=1,2,...М; Хт=М; УЕ, <М) 
ап@ {0 Чааз-Ппеаг зузбетз оЁ Те 


ди; _ т в 
Е 7-3 ШТ (2) 


Уи 
ети) 
1 


т т 2). .В 
9%, Г. Е а > 


(У 38 ь К, <м) 


уреге КР; Череп оп &,х,,..., 2, и,...им апа 4№е Чемуамуез оЁ 
и)... ›Им УЦ гезресь %0 2,,..., 2, 0Ё ог4ег < М. 

Оцг шефо4 сопз154з т гедас1те &Ве ргоМеш 40 а зу\беш оЁ ицесго- 
а егеп а1 ефаамопз \В1сЬ \уе зо]уе Ъу {Ве ше \о4 о{ зассезыуе аррго- 
хипайопз. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУТЬЕТМ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕЗ$ РЕ [085$ 


Серия математическая 10 (1946), 121—134 5ёме таётетаЙдаие 


Д. И. ШЕРМАН 
К ОБЩЕЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье рассматривается задача об определении функции, гармони- 
ческой в расположенной на плоскости конечной односвязной или много- 
связной области, при условии, что на границе области задано линейное 
соотношение между функцией и ее производными до некоторого 
порядка. 


$ 1. Предположим, что в плоскости 2=2--йЙ/ задана конечная 
односвязная область 9, ограниченная кривой Г, имеющей непрерывную 
кривизну. Обход Г, будем считать совершающимся против движения 
часовой стрелки и за положительное направление нормали п к ней 
примем направление изнутри © во вне. Начало координат условимся 
считать лежащим в области 5. 

Пусть требуется определить функцию и (х, у), гармоническую в обла- 
сти 5, непрерывную (в ней и на /.) вместе со своими производными 
до некоторого порядка т, и удовлетворяющую следующему условию 
на границе *: 


т Ё 
> > а; (5) эти =), ит 


* Предлагаемый в настоящей статье метод непосредственно переносится также 
на случай, когда граничное условие имеет более общий вид и содержит в левой 


части дополнительную сумму 
ИЕ 
а „. д^и а б 
Въ} У У @/} (5, $1) бай Рай. $1 + \ 6 (5, 51) о а5,, 
в—01=0 Г 1 1 


где ®(х, 9) — функция сопряженная с и (1, У). 

ХФ. Д. Гахов (1), рассматривая аналогичную задачу для односвязной области 
(при условии, отличающемся от (1) наличием дополнительного слагаемого 6%), 
свел ее сначала, используя функцию Грина, к сингулярному интегральному урав- 
нению, и, затем, регуляризуя последнее по способу Мое!ег’а (2), — к уравнению 
Фредгольма. 

Далее, используя результаты Мое{Вег’а, автор получил ряд выводов, относя- 
щихся к свойствам рассматриваемой задачи, совпадающих с некоторыми из резуль- 
татов, приведенных ниже нами. 

И. Н. Векуа (3) на основании предложенной им новой формы представления 
гармонической функции (при указанном более общем, нежели (1), граничном усло- 
вии) свел задачу (для односвязной же области), не вводя функции Грина, к более 
простому по сравнению с полученным предыдущим автором сингулярному уравне- 
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где 44; ($) и } (5) — известные функции дуги $, отсчитываемой от неко- 
торого фиксированного на Г, начала. 


Будем считать, что коэффициенты ак; удовлетворяют условию Лин- 
шица и, кроме того, 


[У @’ а > 0. (2) 
=: 
Относительно же функции }(5) допустим, что она непрерывна на Д. 
Положим 
а-6=\ (аш, а=06030(5), Ф=зто (3), (3) 
1—0 


где а, Би ® имеют вещественные значения, причем принимается (этого 
всегда можно добиться), что а? - 6 =1. 

Предположим сначала, что при обходе Г, функция ‹ (5) получает при- 
ращение — 2иж, где п — некоторое целое положительное число или нуль. 
В этом случае функцию и (5, у) будем искать в виде 


тп 
—1 1 (Е и уЬ-а р 
т я °С Ве [Е р: =”, (4) 
Г = 


где { — аффикс точки Г, а функция у(5) и постоянные 6, (из кото- 
рых ВБ, вещественная) — новые неизвестные, подлежащие определению. 


При этом под |. г условимся понимать ветвь, обращающуюся в 
нуль при &=0. 

Нетрудно показать, чго искомая функция представима в форме (4). 
Действительно, обозначая через © (5, у) гармоническую функцию, с ней 


сопряженную, и введя ф (3) =и- 1%, а иметь 
т-+п 


(1 аи ак 
быт я), шт 4ё+ Уве, 6) 
'Т, Е=0 


где С — произвольная вещественная постоянная. Из последнего равен- 
ства легко найдем 


% ($) = (а-- 10) [ое - Би" |, (6) 


где $ (=) — некоторая функция, регулярная вне Г, и равная нулю на 
бесконечности, причем, для краткости, положено 

‚ КК)... (Е-т-Ь 

Б, = 9 Ь,. 
Отсюда, обозначая через у (2) =х.--, функцию, регулярную вне 5 
(и обращающуюся в постоянную на бесконечности), вещественная 
часть которой непрерывна на Г, и равна о (5) -- пб (9 — полярный угол), 
будем иметь для определения %(5) следующее условие: 


нию, и, затем, исследовал его и привел к уравнению Фредгольма, также опираясь 
на результаты Мое Тег”а. 
Отметим, что прием, развиваемый здесь нами, позволяет непосредственно свести 


задачу к уравнению Фредгольма и установить ряд важных свойств, которыми она 
обладает. 
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тт 
:. Ф (2) а, О, 
То [ео — й в.д" т ®} | +1 ео С) 
В=т 


Пусть, далее, 8(2) — регулярная вне 5 функция (также обращаю-. 
щаяся в постоянную на бесконечности), мнимая часть которой равна 
второму слагаемому в последнем равенстве, и Вед (со) =0. Тогда 

т--п ь 
9) = Ул" 8 +С,}, (8) 
А=т 
где С, — некоторая вещественная постоянная. 

Взяв коэффициент 6и„.„ вещественным или чисто мнимым в зави- 
симости от того, будет ли зп {Вех (со)} отличен от нуля, или равен 
ему*, определим затем 6, (Е =т,..., т-+- п) и С, таким образом, чтобы 
правая чабть (8) обращалась в нуль на бесконечности. После этого, 
зная Ф(2) и подставив значение у (5) из равенства (6) в (5), найдем 


т—1 т-1 Е В 


т—1 
У, (9) 
в=0 
где с, — коэффициенты разложения % (5) в окрестности бесконечно уда- 
ленной точки; штрих над символом произведения указывает на пропуск 
множителя, соответствующего ^;=7. Из последнего уравнения, при- 
равнивая коэффициенты при одинаковых степенях, найдем все осталь- 
ные постоянные В; и С. 

Итак, плотность у ($) и постоянные В, (К =0,1,..., тп) могут 
быть определены из равенства (4) через искомую функцию и (т, у). 
Отсюда следует, что последняя действительно представима в виде (4). 

Подставив теперь выражение и (5, у) из формулы (4) в (1), получим 
для определения у ($) уравнение Фредгольма ($ и 5, — дуги точек М ($, т) 
и М (5, по), лежащих на Г): 


у (во) + ($) Ко, 5.) 8 =1 (5) 9 (5%), (10) 
Г, 
где ** 
2 1 1 м ат} (5) — ат; (5%) | а 
И аа аче —ю а 
Я 
р ОЁе 
9—2 21 ант 
в=01=0 
тт 
в=Ве У бы, т=уУ(-—&)" Е 9—1)". 
к=0 


* Он может быть взят любым из них, если одновременно з1ш { Вех (°5)} 


и с0з { Ве 7 (со)} отличны от нуля. 
** Многоточие обозначает слагаемые, абсолютно интегрируемые на Г (их мы не 


выписывазем). 
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Примечание 41. Пусть заданы две гармонические в 5 функ- 
ции и; (х, у) (/=1,2) и соответствующие им по формуле (4) значения 
плотностей у; ($) и постоянных в; (К =0,1,....т-п; 1 =1, 2). Пред- 
положим, что и;(х, у) линейно зависимы между собою. Тогда, полагая 


У= С, Су, щ=С.6.-+С,6, (Ё=0,1,..., т-п), 


где С, и С, — отличные от нуля вещественные постоянные, для которых 


Си, (т, у) Си, (х, у) =0 


получим 
т-+ п 
Е на - ы на а 
их} >) Ве ее. “а о —=0. 


Из последнего равенства, поступая, как выше, найдем 
0 бе (= осо 


Очевидно, если не существуют отличные от нуля и не зависящие 
от К вещественные постоянные С, и С,, удовлетворяющие равенствам 


Сб. ЕС. =0 =0, 1, тм), 


то функции и; (1, у) (]=1, 2) линейно независимы между собою. 
Отсюда следует, что и;(х, у) (]=1, 2) будут линейно независимы, 
если все * 
оу, Ве Вь; и Га [7 = ы ЛЬ 2) 


за исключением двух из них, равны нулю, причем постоянные, отлич- 
ные от нуля (их можно считать равными единице), имеют различные 
индексы ]; значения же индекса К у них одновременно не равны нулю 
или т--п, и в том случае, когда они одинаковы, эти постоянные не 
выражают одну и ту же (вещественную или мнимую) часть соответ- 
ствующего (значению К) комплексного числа. 

Примечание 2. Нетрудно показать, что соответствующая рас- 
сматриваемой однородная задача (при (5) =0) имеет нетривиальные 
решения. В самом деле, допустим противное; предположим, что она 
имеет лишь тривиальное решение. Тогда, взяв последнее в виде первого 
слагаемого, содержащегося в правой части формулы (4), найдем, 
что у (5) =0 

С другой стороны, представив то же тривиальное решение в форме (4) 
при некоторых фиксированных значениях 6,, получим для у(5) уравне- 
ние вида (10) (при }(5)=0), которое, в силу только что сказанного, 
должно иметь единственное решение, отличное от нуля. Межу тем 
и в этом случае на основании примечания 1 плотность у (5) и постоян- 
ные 6, должны быть тождественно равны нулю. Противоречие, к кото- 
рому мы пришли, убеждает нас в справедливости высказанного 
утверждения. 

Все линейно независимые решения однородной задачи обозначим 
через и, (7=1,...,р). 


* При этом Ве Вит, Или ИП т+п,) Равно нулю. 
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Примечание 3. Пубть у, ($) — некоторое нетривиальное решение 
однородного интегрального уравнения, соответствующего (10). Положим 


(— 1—1 (рот Е 
и, (2, у) = и \ у, (5) Ве | Чи шо аг), 
й 


где и, (2, у) — некоторая линейная комбинация и,; (х, у). Считая в этом 
равенстве функцию и, (х, у) известной, и рассуждая, как выше, заклю- 
чаем, что плотность у, (5) может быть определена из него лишь в том 
случае, если (регулярная вне 5) функция 5, (5), мнимая часть которой 
на Г, равна (ф, (2) =и, и.) 
и ем и 
такова, что 
ро (5) =) 26% (=) 

обращается на бесконечности в нуль, и кроме того, выполняются 
соотношения 


а С с, И, 
=} =! 
(=1,..., т 1), 
где с%’— коэффициенты разложения %,(2) в окрестности бесконечно 
удаленной точки. 

Пусть у; (/=1,..., 9) — линейно независимые решения однородного 
уравнения, соответствующего (10). При этом, очевидно, р = 

Примечание 4. Положим в уравнении (10) } ($) =0. Тогда, раз- 
решив его, получим все нетривиальные решения однородной задачи. 

Обозначим через №; (7=1,..., 4) фундаментальные функции урав- 
нения, союзного с (10), и допустим сначала, что 4 > 2(т-- п). Выпи- 
сав условия ортогональности р; к правой части (10) при } (5) =0 
(которые должны выполняться, так как по доказанному однородная 
задача имеет нетривиальные решения), будем иметь для определения 
2(т-- п) вещественных постоянных }Ъ., Веф,, тб, и бшуп (или туп) 
(=... т — о систему 4 линейных алгебраических уравнений. 
Ранг ее матрицы 4”<2(т- п). В этом случае неоднородная задача 
(1 (5) =0), вообще говоря, решения не имеет; число же нетривиальных 
решений однородной задачи равно 2(т- п) 4—4” и, таким образом, 
превосходит 2 (т- п). 

Предположим теперь, что 4<2(т- п) и 49’ < 9. Число нетривиаль- 
ных решений однородной задачи при этом также равно только что 
указанному выражению, и неоднородная задача не будет разрешима. 
Наконец, если при 9<2(т- п) ранг матрицы 4"=4, то, как легко 
видеть, однородная задача будет иметь 2(т--п) нетривиальных реше- 
ний и неоднородная задача будет всегда разрешима. 

Наоборот, если число нетривиэльных решений однородной задачи 
равно 2(%--п), то, очевидно, необходимо 4*=0, и отсюда сноза при- 
ходим к заключению, что неоднородная задача разрешима. 

$ 2. Предположим теперь, что при обходе Г, функция (5) полу- 
чает приращение 2п= (п >> 0), причем т > п. В этом случае решение 
будем искать в виде 
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т 
= Шере виа к 
а (2, у) = Е (5) Ве |: а Ра Ве У в. (41) 
Г ®=0 
Рассуждая, как выше, докажем, что оно. может быть таким обра- 
зом представлено. Действительно, из (11) получим 


у ($) = (+) % +=), (12) 
где аналогично предыдущему, ф (2) =и-+-й`иф (2) — некоторая функция, 


регулярная вне 5 и равная нулю на бесконечности; ее следует опре- 
делить из условия 


п—1 
а ей (© 0-Х т Е Ш ей (4) ре + "|= = 0, (13) 
1 


в котором Хх (2) =х,--2/, —также регулярная вне 5 тей с равной 
о (5) —п6 на Г вещественной частью. о. 


5(=е-м® 9 ое Ее (14) 


где С, — некоторая вещественная постоянная, а 8(2) —функция, регу- 
лярная вне 5 (и обращающаяся в постоянную на бесконечности), 
мнимая часть которой равна на Г, второму слагаемому в равенстве (13) 
и Веб (с) =0 

Далее, подставив у(5) из (12) в равенство (14), записанное в экви- 
валентной ему (подобной (15)) комплексной ры будем иметь 


т_1 т-1 
$ (0) З* (— 1)” зы 
р ть = Пе м} 2+ 
Е к 1=1 = 
УР е. (15) 
К=.0 


Из этого уравнения, считая 6, вещественным, а 6»„„ вещественным 
или чисто мнимым (смотря по тому, будет ли 1 {Веу (<о)} отличен 
или равен нулю), найдем сначала с,(Ё=1,...,п-—1), а затем и 
остальные постоянные 6,, С и С,. Тем самым представимость Функции 
и (т, у) в виде (11) установлена. 

Наконец, подставив выражение и (т, у) из (11) в (1), получим для 
у (5) уравнение Фредгольма* и придем к выводам, аналогичным выска- 
занным в конце предыдущего параграфа. 

$ 3. Допустим, что при обходе Г, приращение ‹(5), так же, как и 
в $2, равно 2пт, но т< п. 

Будем искать решение в виде 
в ЕЕ \ у(5) Ве |5 

х. 


— дут- 
в (2, у) = 2) 


(#— =) 2 
(т— 1 = а ри р у РА; (16) 


при этом А равно ВеёВ или ВеВ, где 


ве = 
В \ (5) в 4, (17) 


в зависимости от того, будет ли з1п {Ве // (<2)} отличен или равен нулю. 


* Оно может быть выписано по аналогии с (10). 
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Поступая, как выше, придем к равенству (14), и вместо соотно- 
шения (15) получим следующее: 


т-1 т-—1 


м 
[3 
5 
о 
м. 
| 
о) 
ре 
ко 
ее 
1 
м 
р 
—> 
— 
= 
> 
3 
ем 
=—^—— 
М= 
ее 


(т— А+ АСС. (48) 


К=0 = 1=1 ^)=1 
Отсюда найдем постояные с,(К=1,...,т— ме 
Отметим, что при п > т постоянные Е ле 1) остаются 


произвольными и, следовательно, в этом случае при заданной функ- 
ции и(х, у) плотность у(5) может принимать бесчисленное множество 
значений. 

Далее, из равенств (1) и (16) получим для у(5) уравнение Фред- 
гольма. Так же, каки в двух предшествующих случаях, оно будет 
эквивалентно нашей задаче. 

Примечание 1. Нетрудно убедиться, что при п>т (и при 
любом значении }(5)) задача, вообще говоря, не имеет решения. 

В самом деле, предположим, например, что однородная задача (при 
7 (5) =0) имеет только тривиальное решение и, (х, у) =0. Тогда соот- 
ветствующее ей однородное уравнение Фредгольма будет иметь 2(п — т) 
линейно независимых решений: 


у (8) = (@+ 0) [#- ет (=т,...,п—1;]=4,2), (49) 


где д; (2) — регулярная вне 5 функция, мнимая часть которой на Г, 
равна Г; ей (0 "^^, причем в, =1 и е‚=1. Отсюда вытекает наше 
утверждение. 

Если же и,(х, у) 0, то задача будет неразрешима при пт. 

Примечание 2. Если коэффициент а,=0, то можно считать 
и (0, 0) =0 и, в связи с этим, в формуле (16) положить А=О. В этом 
случае неоднородная задача неразрешима прл п > т, если однородная 
задача имеет лишь решение и, (5, 1/) = с018%, и неразрешима при п =т, 
если и,(7,у) может принимать также значения, тождественно не рав- 
ные постоянной. 

$ 4. Рассмотрим теперь случай, когда область 5 многосвязная. 
Предположим, что она ограничена р--1 простыми замкнутыми кри- 
выми Г. (1=0, 1,...,р); из них через [. обозначим внешнюю границу 
области, содержащую внутри с6бя остальные внутренние границы 


Га (9=1,...,Р). Обход =» Г. будем считать происходящим в поло- 
а=0 


жительном направлении относительно области 5, нормаль п к Г. — на- 
правленной изнутри вовне, и начало координат, попрежнему, лежащим 
в этой же области. 

Обозначим, далее, через 6, односвязные области, ограниченные 
соответственными кривыми [4. Область &, будет, очевидно, бесконеч- 
ной. Наконец, пусть 2, — некоторые произвольно фиксированные точки, 


лежащие в 5. р 
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Вместо соотношения (1) теперь имеем 


у у а Я*и =} (5) на То (4=0, т о Р), (20) 


Эх^-7 дул 
=07=0 у 


где а® (5) и { (5) известны. Как и выше, а® ($) будем считать удовле- 


творяющими условию МЛипшица, а ],(5) — непрерывными на Г4. 
Кроме того, 


ту И : Г 
ава. 28| = | №0’; |>0, ао“ (9) 
1=0 
на Г. (9=0,1,.2,.р. 


Предположим, что функция 9,(5) получает приращение, равное 
—2тп, при (указанном) обходе кривых Г, ((=0,1,..., р”; р*<р), 


и равное 2тп, при обходе остальных кривых Г, ((=р"-1,..., Р), 
где п, — целое положительное число или нуль. 
Обозначим через ^ наибольшее из чисел т, ((=р*-1,. ..) р) 


будем считать* т, > т. — 2. 
Искомую гармоническую (и однозначную) в 5 функцию будем 
искать в виде 


—_ 4-1 . 
врут 5) И Век (Е 2)" т (#2) 41 — 
тех 
1 а-я 
ме > п -тЕ х са! (2—2) 11 (2—2, | 
4=1 1—0 
2* п-т то-то 


1 . 
+ Ве [У{ У ву ше) + У виа? |, (22) 


где т=т, на Я ее => на и == Наший, 
(== Лия Ро Дачее, 


: а а 
} 108 
г 
Е : (#— 20)" 
ба = \ у (5) ы Е. (ИА 
174 

и, наконец, 6;(4=0,1,..., р") — некоторые постоянные; из них 
,=0(1=1, ...) Т- 2). При этом 6, п-т? о о и 6, будем считать 


вещественными, а 6», — вещественной или чисто мнимой. 

Отметим, что выражение, содержащееся в фигурных скобках 
в третьем слагаемом правой части равечетва (22), должно быть отбро- 
шено, если п <т,. 

Ностроив функцию (5, у), сопряженную с и(х, у), и положив 
® (3) =и- 1х, будем иметь 


* Эго предположение, как будет ясно из дальнейшего, несущественно и вве- 
дено лишь для определенности. 
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Е К еше (1—2) 4 — 


у) = 
1 (— 1)7ч-1 ва у 
= х (т — 1)! х ба] (#—24)' 11 (2—2) + 
Е 1=0 


то по 


+[5 Е > ыы +ьте-)} + Хы] +0, 08 
1—0 


где ре вещественная постоянная. 
Очевидно, 


и _ 4\то-1 
отт У, печ) (25) 


при этом функция $" (2) однозначна в 5 и а. известные веществен- 
ные постоянные. 


Положим 
1. * 
фа \ а 4=0,1,..., В), (26) 
14 
считая точку 2, принадлежащей 5. Тогда, как нетрудно видеть *, 


— 41)7ч-1 . 
фа (2) — = Е у (5) пе (#— 2)" шв (8—4 — 
Г. 


9 


$ ателье] - 


Л 1 
-{ У би Е ЧЕ оп (#— 24) } =0 (27) 


внедл, (9 == Лея р”), где введены обозначения ** 


) (ОЕ ре О 
= са ав =6%-Н@а 1=1,...,Т— 1), Сар =; (=1,...,т—2), 


та-7-1 
1 ты ЕЕ у 
УЕ > и г 
= 
Е (2) | 
= #0) ЕЙ. (та сбила т 0. 


Дифференцируя предыдущее равенство т. раз, получим 


И. +4 =, (29) 


Та . 


* Действительно, функция, содержащаяся в левой части (27), регулярна вне 
Га и обращается в нуль на бесконечности. С помощью же формулы (24) она может 
р также аналитически продолжена в область 65.. Отсюда вытекает справедли- 
вость равенства (27). 

** Отметим при этом равенство 

та-1-1 г = ) та- фе 1 то - 7—1 
= х Шо 
У ) А АЕ (т -71—1)! к). 


п=1 = = 


3 Известия АН, серия математическая, № 2 
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————_[—ддЭЭ—ммммымЙОЙ88686б83———3———____________дд—д—дддАдА > 


положив для краткости 


4и=> ‹ т ст - ; =... .т.- 5, 
т] г (30} 

Чит = Ее (— 1)" (т — 1)! | 

О. орел 


Из равенства (29) найдем 


79 
сое ник 
1=1 


И а (31) 


где функция $. (2), регулярная внутри 5., должна быть определена 


из условия 
Ир: 


ры п ? 
Но ей (# — 20)" {1 ®е > а + 


1=1 


++ Па -е 9 ((— 2.) 9.9 (В =0 на  (=4..., 7”), 


в котором у. (2) регулярнавб. и ее вещественная часть равна ‹ ($) — пов 
на [Г4. Отсюда 


к Нч _ 
= И ро = - 


(2— 24)" 20! 


при этом мнимая часть функции 6, (2) (регулярной в 5.) равна второму 
слагаемому в предшествующем равенстве, и Ве 8, (3) =0; С,— веще- 
ственная постоянная. 

Предполагая, что з1т Вех, (2) + 0 (этого всегда мозкно добиться выбо- 
ром 2.), определим постоянные са; (7 =0, 1, ..., т —1), 6: (1 =0, 1, ... 
--., П— т.) и С. так, чтобы правая часть равенства (32) была регу- 
лярной в 5.. После этого, возвращаясь к формуле (31), найдем значе- 
ние у(5) на Г, * (4=1,..., р”). 


* Допустим, что на Та. где 4, — какое-либо из значений 4=1, ..., р*, имеем 
т, > п. В этом случае в третьем слагаемом правой части (24) следует при сум- 
мировании по индексу 4 опустить значение 4=4,. В равенстве (32) мнимая часть 
ба, (2) на Г, будет равна 


1 0 п 1 
Пи —е ы (2 — 341) т { та) (2) -+ У. я 
у а 9:1 (1 24, } 
па! 
р < ‚в 9 2 о Е 
и из условия регулярности Ф., (5) выразим ?п, вещественных величин (Сато, - 1 
(1=1, ..., пд,)), через 2 (Т..—па,) остальных произвольных 


лит, Е ПО о С). 
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Далее, рассуждая, как выше, будем иметь: 
(-0— й 
ва) — тя [ }®) дреи; ше -04:— 


Ч 


Увек} ] 50 ввю арены), 69 


]=0 
и отсюда 


сб ть {Уи 


на [а (= р” 1, ...у Р), 


59" 9} (34) 


где 


— 1) пч-7 н , 
о, 0=4,.... т (35) 


та-7 


1 
4,== 


и функция Ф, (2) (регулярная в 5.) определяется из равенства 
14-1 й 
$ (=) = хх Са (2 я 24)’ ЕЁ (2 24 о: ем) {Са зря ба (=)} (36) 
1—0 


(Ч=р”-1, ..., Р), 


в котором с, — новые произвольные комплексные и С. — вещественная 
постоянная; при этом вещественная часть функции у. (2), а Ой ($) п. 8 
на Г., а мнимая часть 8. (2) (на той же кривой) равна 


№ 1 х(тч) 
ОКЕ 4 
Я 2 [* (В - х ао ЕН 


1 . 
Постоянные Сай заключающиеся в формуле (34), пока все также 


остаются произвольными *. 
Далее, принимая во внимание равенства (27) и (33), будем иметь 


внутри Го 
—1 


Фе (2) + у "$ ас ( 8—2 Е 


4=1 ]=0 
(дуть | вы по т9 Н | 
я 6) ое, да У ыА-ю. (37) 
То 1=0 


Отсюда, имея в виду, что по условию т, > т —2, получим на [4% 


у (5) = (а 6) {, (8) -- (то (1) > 


лы 


—110-9.--0— те, т}. (38) 


=то 


* Между прочим, подставляя в соответствующую из формул (28) для ва вместо 
плотности у(5) ее выражения из (31) и (34), найдем 
сое + (19 пт 110 9 ..., р"), 
сРею а=Р-Ь.. р). 
3> 
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Функция ф, (2), регулярная вне Г, и обращающаяся в нуль на беско- 
нечности, онределяется из равенства 


4» (г) = е-в5 © т {С,— 8, (8) + 
то-+ по 
+ Ху. 2+9 быт. (39) 


]=то 


Из условия обращения правой части последнего равенства в нуль 
на бесконечности найдем сначала постоянные (0 (1=т.,..., ТП, 
и Со. Затем, подставив значение у (5) из (38) в аванс (37), опреде- 
лим остальные постоянные * $,, (1 =0, т.—1,..., — 1) и, наконец, 
выразим с (1=1,.... —2) и С через сд =0,1,..., т. — 2; 4+ ^) 
а 

Таким образом, любая гармоническая в многосвязной области 5 
функция и(х, у) действительно представима в форме (22). Определяе- 
мое жз из последней РАВ для плотности у ($), как ясно из изло- 


женного, содержит 2 я, (т С )—2 (т,.--2) произвольных веществен- 
Ч=р* 


ных постоянных. 

Примечание 1. Если функция и (т, у) (взятая в виде (22)) тожде- 
ственно равна нулю, то, на основании сказанного выше, заключаем, что 
в этом случае все постоянные 6; (9=1,..., р; 1 =0,1,..., т.—п,) 
и 6%, (=т—1,..., т-%) также необходимо должны быть равны 
нулю. 

Подставив в равенство (20) вместо функции и (5х, у) ее выражение 
из формулы (22), получим для определения у(5) систему интегральных 
уравнений Фредгольма. Обозначим последнюю через (40), позволив себе 
для враткоетя ее не выписывать. 


* Так как с@ — чисто мнимые величины, то для того чтобы удовлетворить 


уравнению (37), содержащему, кстати сказать, чисто мнимую постоянную С, выбо- 
ром которой можно распоряжаться, оказалось необходимым ввести в правую часть 
(22) вещественную постоянную 6%. 

Если при обходе Г» функция ® (5) получает приращение, равное тп, то выра- 
жение, определяющее + (2), будет содержать 21,--1 произвольных вещественных 
постоянных (ср. (14)). В этом случае, взяв при то > т, соответствующее слагае- 
мое в правой части равенства (22) в виде 


р во}, (40). 


где 6, т.м, — Вещественная или чисто мнимая величина, определим эти постоянные 

вместе с во) (71=0,1,.:., тж —т) и С, выразив некоторые из них через 
9 . 

ср (/=0,1,..., т—2) из формулы, аналогичной (37). 


Если ть < по, то следует сохранить из указанного слагаемого лишь член Во: 
При этом из формулы (37) найдем (или выразим через ©) 2т, вещественных по- 


стоянных (включая 6% и С). Остальные 2 (т — то) 1 постоянные останутся произ- 
вольными. 
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Примечание 2. Введем обозначения: 


Р=2 | У (и. —т) + (тт) —т-2)}], 


9=2|[ у (т.т) (т -—2) | 


а=р*-+1 


и предположим, что Р>> О или, что то же самое, 


[агб (@— 6) > 2* (У р т. ) : (41) 
а=1 


В этом случае однородная задача (]. (5) =0) имеет нетривиальные 
решения. Допустим противное. Тогда система однородных интеграль- 
ных уравнений, соответствующая (40), будет иметь О линейно незави- 
симых решений. 

Далее, взяв решение однородной задачи в форме (22), получим для 
определения плотности у(5) систему уравнений (40) (в которой 
[а (5) =0). Выписав соответствующие условия ортогональности, полу- 
чим для определения постоянных 6.; систему О вещественных линей- 
ных алгебраических уравнений. Так как ранг матрицы ее коэффициен- 
тов не превосходит О, то по крайней мере некоторые Р^О из веще- 
ственных и мнимых частей величин 6.; можно взять произвольными. 
Между тем, в силу предшествующего примечания, все 6; должны быть 
тождественно равны нулю. Отсюда вытекает справедливость нашего 
утверждения. 

Рассуждая, как в $ 1, докажем, что в рассматриваемом случае 


однородная задача будет иметь не менее 
1 у) 
С= т [гв (а— и —2 та т.—т, 
Я 


линейно независимых решений, и она будет иметь точно С решений, 


если неоднородная задача всегда разрешима. 
Примечание 3. Из сказанного также ясно, что если однородная 
задача имеет только тривиальное решение, и неоднородная задача 


всегда разрешима, то необходимо, чтобы 
р 
[ага (а— 16) 1. =2* (5% т. — т. ) з 
а=1 


Наоборот, если выполняется последнее соотношение и однородная 
задача имеет лишь тривиальное решение, то неоднородная задача 


всегда разрешима*. 


Поступило 


Институт механики 
43. УГ. 1945 


Академии наук СССР 


* Полученные результаты, очевидно, остаются справедливыми для случаев, 
указанных в подстрочных примечаниях на страницах 130 и 132. 
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О. ЗНЕВМАМ. ОМ ТНЕ СЕМЕВАГ РВОВГЕМ ОЕ ТНЕ РОТЕХМТТАГ ТНЕОВУ 
ЗОММАВУ 


п \Ъе ргезепф рарег \уе сопз14ег {Ве ргоеш +0 дейегимйпе а Гапсйоп 
и (х, у) УВлеВ 13 Вагтотае ш а Йпие (зпор!у соппемеЯ ог шару 
соппес{е4) 4отазт 5 11 Ъе р1апе 5 =х-й/ ап4 зайзйез оп Ве Роип- 
Чагу Г, о 5 %Ъе сопа ой 


Я У во =) 


У\Веге а„,(5), } (5) аге д1уеп Гапойопз оЁ 11е агс $, 13 ап ицезег. Г сазе 
5 13 шШир]у соппесёед, т шау Бе 413йпсё оп 94131066 сопбомгз рочп- 
Чагу 5. ТЬе Рапсйопз аь{5) аге заррозе 10 замзЁу Г.1рзсв12’3 сопа1оп 
ап, штогеоуег, 


[У а > 0. 


Тве фапсйоп }(5) 13 баКеп $0 Бе сопипмомз оп Г. 

Оп4ег \Везе сопа1опз а. шебВо@ ‘13 злуеп Беге \уБ1сЬ гедисез Ве 
рго]еш 40 ап и\ерга] ефаайоп оЁ Еге4Бо’з $уре (сотшраге ИВ %Ъе 
геза {43 сопфалпей 1п СасВоу’з апа Уекиа’з рарегз геЁеггей $0 афоуе). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТГЕТТМ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСЛЕМСЕЗ ОЕ 1/9855 


Серия математическая 10 (1946), 135—166 Земе ташетаНаце 


Ф. И. ФРАНКЛЬ 


К ТЕОРИИ УРАВНЕНИЯ 9+9 —0 


(Представленс академиком И. М. Виноградовым) 


у 022 025 
Дается решение двух краевых задач для уравнения у о 0 


в области верхней полуплоскости, примыкающей к отрезку оси абсцисс. 
Решение получено методом двойного слоя; при этом сняты некоторые 
ограничения, которые в других работах накладывались на форму гра- 
ницы области. 


Введение 
В данной работе решаются две краевые задачи для уравнения 


и ауь=0, (1) 


которое мы будем называть уравнением Дарбу и Трикоми, по имени 
авторов, исследовавших его. 

Решения ищутся в области, лежащей полностью в полуплоскости 
у > 0, где уравнение (1) имеет эллиптический тип. Предполагается, 
что граница области проходит частично вдоль оси 5. Относительно 
части границы, лежащей внутри полуплоскости у > 0 предполагается 
лишь, что она достаточно гладка и подходит к оси х под прямым 
углом. 

Будут рассматриваться следующие краевые задачи: 

1° задача Дярчхле; 

2° задача, в которой краевые значения искомой функции заданы 
на части границы, лежащей внутри полуплоскости у > 0; на части же 
границы, проходящей по оси х, заданы нормальные производные. 

Эти задачи рассматривались уже Ф. Трикоми в работе ('), а также 
в статьях (?) и (°). Однако, решения даются там довольно сложными 
методами либо с использованием альтернирующего метода Шварца, 
либо предельным переходам, исходя из областей, лежащих вместе с 
траницей полностью внутри полуплоскости у > 0. В обоих случаях 
Трикоми пользуется двумерными интегральными уравнениями типа 
'Фредгольма. 

Вторая из рассматриваемых задач была сведена С. Геллерстедтом (7) 
к одномерным интегральным уравнениям типа Фредгольма второго 
рода методом двойного слоя и таким образом решена. При этом, 
однако, Геллерстедт сделал ограничительные предположения относи- 
тельно формы контура: принималось, что концы дуги Г, (фиг. 1) сов- 
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падают с дугами некоторой алгебраической кривой, 'названной 
Трикоми «нормальной». 

В данной работе мы путем соответствующих оценок избавились от 
этого ограничения для обеих рассматриваемых задач. 

В приложении приведены частные решения уравнения (1), опровер- 
гающие некоторые ошибочные утверждения Трикоми, опубликованные 
в его статье (°). 


2 2 
1. Фундаментальные решения уравнения у о + и. == 0 (°) 


Как всякое двумерное линейное уравнение эллиптического типа, 
уравнение Дарбу-Трикоми может быть приведено к такому виду, что 
вторые производные (будут встречаться в нем лишь в виде оператора 
Лапласа, а именно, при подстановке 


=) 
д 25 
уравнение 
022 | 022 : 
Ул онае 0 (2) 
принимает вид 
022 922 1 02 
0%? 1 ду? зу ду _ =0. (3) 


Как известно, уравнения, содержащие оператор Лапласа в качестве 
главной части, обладают так называемыми фундаментальными решениями, 
т. е. решениями вида 


2 (т, у; 2’, у’) =Г (т, у; 2", у’) а [(' — 2)" (у — у] + 
М (т, у; =”, у’), (4) 
где Г и М —функции, регулярные в окрестности точки х=х’, у=у 
Покажем, что уравнение (3) обладает фундаментальными реше- 
ниями 7, 7,, регулярными во всей полуплоскости у > 0, за исключе- 
нием точки х=х’, у=у’, такими, что для всех х, 


2, (х, 0; 2’, у’) =0, (5} 
д Айс 
5, (в уу у). (6) 
Для построения фундаментальных решений й, и 1, определим 
прежде всего функцию Римана уравнения (2). При пользовании харак- 


теристическими координатами это уравнение принимает следующий. 
ВИД: 


де Чому 
Е 5—8 (8 —я)=0, (7) 
аа 5. 
$=2—3(—уУ’, == и (8) 


Функция Римана в этих координатах примет вид: 


и , й (— =’)! м. 1 И ь 
8: (&: т = и а г (5, в 1; °), (9) 


где 


ТЕОРИЯ УРАВНЕНИЯ уд22/дх? + д22/ду? =0 437 


где 


Е | 
а. ° (9а} 


` 


1 


Гипергеометрическая функция Р (=, —_; 1; 5) удовлетворяет 


дифференциальному уравнению 
а?и аи ц 
(1—9 ч=+(1— чи 0. (10) 
Однако гипергеометрическое дифференциальное уравнение 

2-2 И (++ аш =0 (11) 

обладает, наряду с гипергеометрической функцией 
И ао), 

еще вторым независимым решением 


Р (а, 61: =Р(а, 5; 1; 2) ш2+ (е-+ь+2 з) Е (а, 6; с; 2) р. (12) 


в соответствии с чем получаем второе решение уравнения (7), анало- 
гичное функции Рнмана: 


ся 5 Ай, (1’— =/) 18 р 1 1 . . 
2 (18,7 ЕТ Ш Е (5 Жи, 1; <) . (13) 


Рассмотрим теперь решения и и и в эллиптической полуплоскости. 
Если ввести обозначения 


р’ = (2—2) (У’— У)", } (14) 
ри = (2’— 2) (у У), 


то параметр $ оказывается равным 


2 
<=. (15) 


Тогда вместо и Р функцию 


(в уз", ие РС, 18) (9 
о ню 
9 (2, уз’, у’) = (МуР(+, р ")= 

5" :); и +6 (=)}, (17). 


где С (2) —функция, регулярная при 0<3<1(*). 
Очевидно, любая линейная комбинация 
Ч=9+ 4 (18). 


является фундаментальным решением уравнения (2). 
Покажем теперь, что постоянная с может быть подобрана так, чтобы` 


1 


У) в 


29 


а 0,’ а. и ь. 
4 (т, 0; х', У’) или, соответственно, 55|, обратились в нул 
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В самом деле, на основании уравнения (16) 


2 
поверг 
6 


и на основании (17) 


Ч(е, 0; =", у’) = (ес. 


Покажем, что С (1) имеет конечное значение и вычислим его. 


Пусть 
А ==. (а бе 
Тогда при 2=0 
р ОО. - 


. —  ббиттида 
С другой стороны, 


95-2 5) ЕО, 


Применяя теперь оператор Ра Жк выражению 


Е (а, в; =т ЕЕ В, в; Е 


Г(е—а)Г(е— 


2 Е (са, св; с -а—6-1; 1—2) (1—3)°-“-%, 


Г (а) Г(5) 


'получим при а=ф=- ‚е=4ф, 2=4 


‘где 


1=-Г (Ба (т+У+.. ши) = 0,577 а. 


— постоянная Эйлера. 
Таким образом, фундаментальное решение 


5 
РА 
я С (1 — ( 6 
действительно обращается в нуль при у=0. 
‘Заметим далее, что 


У 
И 915555 


= 
->® 
> 


© 


(1 — в)с-а- У о ( те .| 


(19) 


(20) 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 


(27) 


ТЕОРИЯ УРАВНЕНИЯ уд?5|9х?--9?3[ду? = 0 (39 
И 


Тогда 


д (2, 0:2, 9 = (2 5") м 7. (в) 


Чу (2, 02", у’) = (= ыы (+ ре с (29) 


р Е ть 
име ГОГ 


а Г (с) Г ( м 
к= (+5 +25 5) Г (@) Г (5 ь 


(29з) 
Следовательно, фундаментальное решение 
т 1 
ы ия 3 
9 =9-+2 | 1+ — |9 (30) 
т(+ 


д о 
имеет производную р равную нулю на оси х. 


$ 2. Сведение краевых задач к случаю нулевых краевых данных 
на оси абециее 


Рассмотрим в плоскости (х, у) область О), расположенную в полу- 
плоскости у > 0 и ограниченную 

1) отрезком оси х, 0<х<1, 

2) дугой Г, расположенной в полуплоскости у >> 0, с ограничен- 
ной кривизной и без углов с концами, подходящими к оси 5 в пер- 
пендикулярном направлении (фиг. 1, см. стр. 157). 

В этой области исследуем две краевые задачи: 

А. На дуге . Г, 

=] (3), (1) 
где з— длина дуги, измеряемая от одного из концов в плоскости (5, у). 
На отрезке оси х 


—=* (2). (2) 


Относительно краевых значений }(3) и *(х) предполагается, что’ 


они непрерывны и обладают ограниченными первыми производными; 
допускается конечное число точек разрыва, но при условии, что ре- 
шение д вблизи этих точек должно оставаться ограниченным. Функция 
1(3$) должна иметь также вторые производные, ограниченные или стре- 
мящиеся к со у концов дуги как у*(0<е< \). 

В. На дуге Д, 

| =} (3). (3) 
На отрезке оси х 


ит, (4) 


ду 
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Функция 1(3$) удовлетворяет условиям задачи А; функция у (1) пред- 
полагается непрерывной, дифференцируемой и удовлетворяющей соот- 
ношению 


ни 


а 


И Ив (5) 


В окрестности точки внутри отрезка оси х (0<%х<!1) решение 
должно оставаться ограниченным. 

Для выполнения теоремы единственности необходимо в этой задаче 
добавить еще одно требование: 

Рассмотрим интеграл 


а - Е 
\ 2 у 3 4$, (6). 


где с. — часть окружности 2? -| у? = =? или, соответственно, (1 — 2) - у* = 
— =”, лежащая в области О, ап — дифференциал нормали к этой окруж- 
ности, а длина дуги $ измеряется в плоскости (х, у). Тогда должно 


быть 
а 


а \ 24 9348 =0. (7) 


Докажем теперь, что можно ограничиться случаем, когда * (2) =0 
и, соответственно, у (5) =0. 

Перейдем к рассмотрению задач. 

1. Задача А. Выберем два числа а и 6$ такие, чтобы область 2 
полностью лежала в полосе 


ат = Ц (8) 


Распространим функпию *‹(х) произвольно на весь отрезок а<х <, 
но так, чтобы при этом функция *(5) осталась кусочно На 
с ограниченными производными. 

Разложим теперь *(5) в ряд Фурье: 


со 
. х-—а 
< (1) = У аазшпт =: (9) 
п=1 


тогда можно получить решение уравнения (2) $ ^, определяемое во 
всей полуплоскости у.> о и принимающее на отрезке оси х значения 


< (2), а именно 


(10) 


! 
5 
62| 22 
а 
©2| 3 
< 
©] - 
ыы 


со 
И . -—а 
202 авяптт— А 
п=1 


где ^ (5) — решение уравнения 
№ (НЕХ (© =0, (11) 


данное Трикоми (') и определяемое интегралом 


об е-н-в И | 
(=) уе. з со (Е +ИЗЕр) 4. (12) 
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Тогда решение первоначально поставленной задачи может ры пред- 
ставлено в виде 

3 (т, у) =2' (2, у) + 2" (2, у), (13) 
где 5” (х, у) имеет на отрезке оси х [0,1] нулевые краевые значения во 
всех точках непрерывности функции * (1). Относительно точек разрыва 
функции *(52) можно доказать, что в их окрестности 2’(х, у) остается 
ограниченной, а значит и функция 2”(х, у) будет обладать тем же 
свойством, откуда, в свою очередь, можно заключить, что предельные 
значения функций =” (7, у) в точках разрыва также равны нулю. По- 
следнее следует из того факта, что теорема единственности для задачи 
Дирихле может быть доказана при допущении такого рода разрывов. 
Доказательство совершенно’ аналогично доказательству теоремы $ 1 
работы Трикоми (°). 

Итак, докажем, что функция 2’(х, у) в окрестности интервала (0,1) 
оси х остается ограниченной. В случае, когда * (1) является непрерыв- 
ной функцией, это следует из равномерной сходимости ряда (9) (°), 
если учесть, что ^ (2) — положительная убывающая функция (’) и при- 
менить признак равномерной сходимости Харди (°). При наличии точек 
разрыва достаточно рассмотреть случай, когдат (2) = —1 при—1<х<0, 
< (2)=1 при О< х<1 ит. д., и исследовать поведение функции 3’ (х, у) 
вблизи начала координат. В этом случае ряд (9) принимает вид: 


« (+ о ЖЕ г : (9а) 


Рассмотрим сумму 


яп ях з1п Зях и 5лх , эт (2% + 1) лх _ 
1 7 3 ах 5 В - 2% 1 ы 
х 


(0812-Е 08 Зла... 08 (2-1) па) а = \ т 2 (п-+ 1) лх а 
| 


пдд 


Я 


х 
ы 1 ш 2(п -- 1) пл 
= п = (де —= ) 4 + я и 
ет я 


= а +0 кт (== = )а с Е т ту ау. (14) 
0 


Оба интеграла в правой части уравнения (14) очевидно ограничены 


независимо от п. 
Отсюда и из убывания функции ^ (#) следует, согласно неравенству 
Абеля (°), что сумма 


9 > 2 о й ® 
; ы Е 51а 3 и $11(2п 1 , 5 
Е (ку) ^(= 35 у) +. ОЕ (21 4-1) у] 


(15) 


также ограничена, откуда следует доказуемое. 

Если, наконец, выполнить продолжение функции *(7) вне отрез- 
ка [0,1] таким образом, чтобы (2) в точках х=0 и х=1 оставалась 
непрерывной, то производные краевых значений 3 (5х, у) на дуге Г, бу- 
дут ограниченными | (*), гл. П, $ 6]. 
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Итак, доказано, что в случае задачи А можно ограничиться слу- 


чаем * (5х) = 0. 
2. Задача В. Для исследования этой задачи рассмотрим следу- 


ющее решение уравнения (2) $ 1, использованное уже Трикоми | (*), 


гл. У $ 
4 
о и Эн: 8 
р (х, у; = [#9] 8 —|12—4| 3 [(2-=т) +9’ | а 
Распределяя особенности этих решений вдоль отрезка оси абецисс 
0 <х<1, получим решения следующего вида: 
1 
т \ (с, и) (© 4. (47) 
0 
Предельное значение ® при у=0 


й 1 
У, = |= а - 2) ®} 4. (18) 
0 


9 
Предельное значение = при у->0 
1 7 


зы Уве. РИН |, 
== [(22в-а) эх ]°} ТЕ. 
1 


5 У: ) в {[ @-9+%у° ]^*— 


О ен (19) 


Если с (®) в точке &=х удовлетворяет условию Липшица 


|3 (9 (|< АЕ #1 при 1—2 < (2), (20) 
то х-+е(х) % 
у \ [в (< (2)] [ @— 9+3 ] < 
[х-в(х) 


р . ао 
<А(2) у" (> м. Е. (21) 
‘х-=(а) | (2—5 т] 


Следовательно, второе слагаемое правой части уравнения (19) стремится 
к нулю при у—>0. 
Предел первого слагаемого будет 


й 
6 


я 
—2 с (а) и 4. 
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Для его определения введем новую переменную интегрирования 


&—х 
(= ы 
ЗУ 
Тогда 
Е 23 Е 
, М ие: А 4 
0-3 (52 | пнет--(#)° Цар. © 
> р) 
Введя новую переменную 
1 
ти, (24) 
получим 
т а 2 1 
Е ЕН (05) 
; (Ав 2 51/1 — 5) т т Е 
Таким образом. 
Фу (2, 0) = — Во (2), (26). 


где 


— У 
в=(+)* т. (26а). 
Следовательно, НЫ уравнения (2) $ 1 


1 


(уф \ (2,30 > (0 & (27). 
0 


дает вдоль отрезка у=0, 0<21,<;4 
фу (2,0) =» (2). (278) 


Обозначим теперь через 1], ($) краевые значения функции ф(х, у) 
на дуге Г. Докажем, что вблизи концов дуги Г функция }, (5) и ее 
производная }1 (3) остаются ограниченным (длина дуги измеряется при 
этом в плоскости (х,у)). 

В самом деле, 


ре (28) 
где 
33 2.83 2 
р = (х Г Ру”, Я (28а) 
р? = [1 (2 —1) — *-Ру», 
откуда 
ме [2 (25-1) -5]*- (2—8) и 46 (1—Е) < (1х) Ре 
6"! 0"! [08-3 08 -| -..] 0118 р [0713 +...] 
=0 (1) (1—Е) р-*!* (=0 (1)). (29) 


Так как у концов дуги С, 
в 0), 
и (29а) 
1=%=0(1) у’, 
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то 
Е=(—2) т==0(р-О (у =О (р. (29Ъ) 
Дифференцируя формулу (29) вдоль кривой Г, получим 
и =0 (1) (1—8) р (=0 (4) 7). (30) 
Следовательно, 
В= (2,30 &=0(4), (31) 


р =0()\ #8 (1—5 р? 4 =0 (4) \ р =0 (1) (Пту|- 1), (34а) 


а? г Ты, 4Е _О0(1} 
= (4) ара =о (А =°М. (315) 
Таким образом, 
ал _ 
— —=0 (1), (32а) 
а _ к 
58 =0 (1) у ту. (325) 


Оценим, наконец, значения $ (т, у) и ее первых производных вблизи ‚, 
точек (0,0) и (90,1). 
Вблизи точки (0, 0) 
1 
. 1 Е За 
$=0 (1) = (1—2) \ в (1 рт = 
| 


4 1 
=0 (1) 2 (1—2) [2 \ р-з 4 24 | =0 (1) #(1—2) В*=0{1), (33) 
я 0 0 
где 


ВЕ у (ЗЗа) 


1 11 : 
д : № аЕ в аЕ О (1 
5=0(1) 8 (1—9) #4 =0(1) Цин ый в, 89 
0 
Точно так же 
д О (1 
Ре. (З4а) 
Аналогичные оценки имеют место вблизи точки (0, 1). 
На основании формул (33) и (34) получим 


ба \. 
25 уе 43 =0 (1) В, (35) 


с 
5 


так что требование (7) выполняется. 
Таким образом, решение Ф удовлетворяет всем условиям задачи 


В. Следовательно, и 2—ф удовлетворяет тем же условиям, если им 
удовлетворяет 5. 


Итак, доказана возможеность ограничения случаем у (2) =0. 
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$ 3. Сведение краевых задач к одномерным уравнениям Фредгольма 
второго рода 


На основании результатов предыдущего параграфа мы предпола- 
гаем в дальнейшем, что в задачах А и В функции < (2) и у(5) 
соответственно равны нулю. 

По аналогии с решением задачи Дирихле для уравнения Лапласа 
образуем на основе фундаментальных решений 4, и 4, диполи, т. е. 


возьмем производные по нормали к кривой Г, этих функций ее: у 1) ; 
п п’ 


меняя при этом координаты 060б0й точки. (Нормаль проводится в 
плоскости (т, у)). 


Поскольку рассуждения в случаях Аи В ничем друг от друга 
не отличаются, в дальнейшем вместо 4, и 4, будем писать Ч. 
Потенциал двойного слоя, т. е. слоя диполей с моментом ь ($), будет 
р 
\ в (57) п 


0 


р 
53| > 


тЫ 
„$ 5 (1) 


Если дифференциал 4п’ имеет направление внутренней нормали, 
то предельное значение 2 на внутренней стороне дуги Г, будет 


5 ^ 
пр ($ +5 \в(57) 29а. (2) 


$ 


Следовательно, функция (р (5) определяется из интегрального урав- 
нения 


5 ^ 
в ый о 


| 
являющегося интегральным уравнением типа Фредгольма второго рода. 


а 
В $ 4 мы покажем, что ядро ти. удовлетворяет оценке 


44 _ 
Ч =0 (1) 11 (р). (4) 
Следовательно, к этому ядру применима теория Фредгольма. 


1 
Остается еще доказать, что число 5. не является характеристическим 


числом интегрального уравнения (3). 
Это утверждение эквивалентно тому, что однородное интегральное 
уравнение 
5 ^ 
= й и д} 
пы (5) 45 =0 (5) 
0 
не имеет нетривиального решения. 


Будем доказывать от противного. Пусть р (5) —такое нетривиальное 


решение. Как будет показано в $ 4, такое решение удовлетворяло бы 
оценкам 

— — 0 (1) р 0 

()=04, Ка, ко, (6) 


& Известия АН, серия матем: тическая, № 2 
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откуда следовало бы, что соответствующее решение однородной крае- 
вой задачи 


А: 2—0 на Г, 2=0 на отрезке у=0,0<2<1 \ 
| 
или ; (7) 
В: =0 на ГД, =0 на отрезке у=0, 0% х<1 } 
удовлетворяет оценкам 


© С 11 8-1 92 О (1) 
2—0 (1) 18411, ЕО ЕЕ", = ив (Па |+ 1, 


(8) 


где В — расстояние данной точки от одного из концов дуги К. 
Но в этом случае мы имели бы 


а при этом условии теорема единственности решений задач Аи В 
доказана |(‘), гл. П, $ 7]. Следовательно, было бы 


8=0 (10) 
и тогда на кривой /, 


== 0 (11) 

Рассмотрим теперь потенциал &, образованный согласно формуле (1), 
вне кривой /.. В силу непрерывности нормальных производных этот 
потенциал удовлетворял бы краевым условиям 


А: < =0на 1, 2=0 на у=0 | 
7 


ав _ 


0 (9 92, 9: = о в) при А—> <; 


45 аз 
). = { —2 1 а 
5х т=0 на: ти О на у=0; 


а . д2 93 _ 1 » 
2=0(,); азнао (т: при В —> ©. 


Кроме того, вблизи концов дуги Г, выполнялись бы условия (8) 
и, следовательно, (9). 
Но при этих условиях интегрирование по частям дает 


°- $$ др о 
Т, 
ИБС вв ЦБ СОС» в 


где двойные интегралы распространяются по бесконечной области вне 
дуги Г. (у> 0). Отсюда следует, что и вне дуги Г, имеем 5 ==0. 

Разрыв функции 2 вдоль дуги Г равен, однако, тр (5). Таким 
образом, 


в (9) =0, (14) 


что и требовалось доказать. 
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Итак, иеоднородное интегральное уравнение (3) имеет единствен- 
мое решенле. 

Как будет доказано в $ 4, оно удовлетворяет оценкам (6), а соответ- 
ствующий потенциал (1) — оценкам (8), так что выполняется также 
условие (9), если только }(5) удовлетворяет оценкам (6). 

Таким образом доказано, что краевые задачи А и В действительно 
решаются при помощи интегрального уравнения (3). 

Остается еще доказать использованные оценки. 


$ 4. Доказательство оценок 


Для доказательства уномянутых в $ 3 оценок ‘требуются, прежде 

^ 
всего, некоторые оценки фундаментального решения 4 и его произ- 
водных по п’, 5’, П,$ в сиучае, когда обе точки, определяющие 


эти 
‘фундаментальные ‘функции, лежат на контуре Г.. 


Напомним, что фундаментальное решение 4 может быть написано 
в виде 


1 
=(“^)° [Е (то + Н <<], (1) 


где = 
9? й нь 
=. Р®-Е( , & рев °), Н=А/] С, 


С=рЕ (а, 5; с; 3) 


д д д 
1 О, 9 
ао; с=1, Р=.+ 5+2 Е 
Прежде всего оценим функции 


- 04. 9 949 . 09 04 
’ дж’? 95 ’0дп’0$’ 05% ’дп’д52 


для чего, в свою очередь, потребуется оценить следующие величины: 


Аа Пс В, 6. 


1 1 4 
9 дс 025 д "\ о) =”) зд __ 6-* да 23 
дп’ ’ дз’ дп’ дз ’0т’99? 095 \\ вл о ’ дп’ д5 , 


1 
о ^) з 
дп’ д52 в /? 


д ше дшс 0д2Шшс 02Шшс 03шс 
дп’ * 08 ’дп’дз ”’ 05° ”’дп’ д5? ° 


Для оценки функций Р, С и их произвоцных отметим, что 
Е (с) = АР, - (1—с)°—@-3ВЕ,, (2) 


где Р=Р (а, 6; с; в), гипергеометрические функции РЁ, и Г, имеют 
своим аргументом 1—0, а коэффициенты Аи В зависят от а, 6 ис. 
Соответственно получим 


6()=Р(АЕ,) + (1—5) -«-5 Б(ВЕ,). (2) 
4% 
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2 В 
Тогда для значений а=ф = в: И 


— 


2 
Е (с) = АЕ, + (1—в)ЗВЕ,, 
2 
С ($) =РБ(АЕ,) + (1—в)3Б(ВЕ,), 
1 
Е’ (в) =СЁ, + (1—9) ЗЕЁ,, 


С’ Ф-РСРо+а-9тр (ЕЁ,), ` (3) 
Е" (в) = 1, + (1—в) КЕ 
С" ЕР) (КЕ), 
Е” (в) = ГЕ, + (1—9) > МЕ), 
6) =Б (ЕЕ) + 4—5)” (МЕ, ) 
Но поскольку 
ее 6 
то из уравнений (3) вытекают оценки 
Е (5) =0(=С(), ] 
г =0 [ тель | =6'®, 
(5) 


Е" (3) =0 ЕЯ = 6" (°), 


“13 у’ 


14] 3 


Е” (в) [петь | = (о, 


Как оцениваются производные с, покажем на примере 


о о мы = 
дс 4у ау’ ми. 
ба [2 эу) № |= 


=0()=0 (^) 


Оценивая аналогично остальные производные от с, получим 


ао). во), о). 
== о(* “), анте (№). } 


О(у”) 0($}) 
ЕЕ 


м (= оз ап’ | ха аы НУ и | = [ >. ]. 


Далее 
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к / 
Оценивая аналогично остальные производные от (^), получим 


> (и) = ао [в] о | 


93 у’ 71]з : (7) 
дп’ г яз (= ЭХ [| дп’ 95? вр 1 | 
Для производных от с получим 


_ с дс шс 
= (4), бе ео ре, =0(4), 


дт’ 9$ 
к 2) 7 
д йа НО (1), | (8) 
9 ]пс 2 
9% — РС + +0(1. } 


Имея оценки (5), (6), (7), (8) можно, наконец, получить оценки для 
Ч и его производных, именно: 


мае" 0(1) (* из [122 |+4], | | 
‚ Я-ов (ыы. 


р 
хр 


Е 
Ека ‚(52° [22] +4] + 


И т 


ия Сы) (ти ев), 


РО ОыЦе 


ии 


= 2 (> у . р т 
ыади-а (5)* [ен] 


ОЕ 


РВ я )— 


== 


-2 (2) Ро ( ЭВ РО} [б-5 ЕЕ || ) 
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В дальнейшем потребуются еще оценки первых производных по $’ коэф- 
1 1 
фициентов при (е-нье), стоящих в формулах (9), а также пер- 
1 1 
вых и вторых производных по 5’ коэффициентов при | = (+=) ] 
в тех же формулах. Все эти оценки берем при условии, что 
1 у 3 
5 у<у < 59. (10) 
Тогда, используя вышеуказанные приемы, получим 


др _04) 000 9Е_01) 25 _0(4) 


50 А О О 505 4 
95 _0() 0Т_0() 060_0() 20 _ 01 (5 
за: ча 7 дуб. ° во у ыы 


Для самих коэффициентов Р, О, А, 5,Т, ПИ получаются следующие 
оценки: 


и (и). 0=0(4) ху, в=5® (и), | 42) 
й ь $ 
5—=0(1) О. Е у, 0=0(0()* 


Использование условия (10) позволяет привести рАРНОНи (12) 
к виду 
0 (1) 


Р=0(1), 9=0}, В=-”, `5=0(1, =°0, 0=0(1). (12а) 


Теперь на основании оценок (9), (11), (12) и (12а) выведем ряд 
оценок, относящихся к о - вида 


| 94 4. 


Прежде всего докажем следующие теоремы: 
ТЕОРЕМА 1 Пусть в, (5$) — интегрируемая, ограниченная функция; 
тогда функция 


О - 
в. (9) = ось, (67) а (13) 
0 
Удовлетворяет условию НО 4ет”а: 
[р (5) — в ($1) [< 415, —5,° (0<е<1. (14) 
Доказат ельство. Пусть 
Е И, 
Тогда, в силу (9,2) и (9,4) 


[вы (5.) —в, ($) | <0 (1) о 


4$’ -- 


{2 

“| ш15’—$|| 
\ $5’ 

0 


С = 


+0 (4) ТЕ + } т - @&-0 (1) \ 1015’ — $, |1 457+ 
\ Е 


$1, 6 
я т 
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ны ' № | 5 
р Е 
о : 
весе АЕ] оо абы) + 
5 ке 1 
+ (3—+5)|]4+0(4) (6, —#)" <0(1) \ т: 4 
-ЕО (14) (5, — $1)" < 0 (1) (8—5) 40 (1) ($, — 5) <0 (1) (5, —$,)°, (15) 


что и требовалось. 
ТЕОРЕМА П. Пусть р, ($) удовлетворяет условию Н4ет’а. Тогда 


функция 


^ 


© 
в, (8) = \ о, (5') 45 (16) 
| 


дифференцируема, причем производная удовлетворяет оценке 


я [@) 
вн (17) 


Докажем сперва, что производная существует и равна 
с зе 
2 
5 = Ч , р 
(= их вь (87) 45". (18) 
о 
(Интеграл в формуле (18) понимается как главное значение в смысле 


Коши). 
Для этой цели рассмотрим интеграл 


= с м 
| д , , | 

(ый =( я: ав, (57) ав, (17а) 

0 5-Е А 
производная которого равна 
3—В№ (© ® 
у 92 7 25 
( \ - \ у», (5') т 45 +, ($ —1) 4». (5, $—Й) — 
© ЗВ 
— в, ($ 1) 4. ($, 5+ №. (18а) 


94 
Функция эт’оз ИМеет вид 


9 169 |0 (1) (18—14). Е 


дп’ 05 $—5*" 


Поэтому 
ы> ($-8) а (5, 5-8) +, (—8)4», $ (5, 5 —5) = 
=, ($2) [Ян з ($ 8-8) 4 ($ 5—8) + 
Ч 48 $—5) [в ($—5) В ($+8)] = 
—=0 (1) [118 +1] +0 (4) 8-1, (20) 
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а 


откуда при й—>0 следует сходимость интеграла (18а) к интегралу (18) 
и притом равномерная в окрестности точки $=$. 
Заметим далее, что 


Чи (5) = ($) ША О (В [Пай 1, (21) 
откуда | 
в, ($ — №) Чл ($, $—Й) —в, (5-1) Чи. (8, 5-1) = 


=, ($ — п) [4 ($, $—й) — Ч» (5, а [ш, ($—й) —в, ($ #)] = 
=0( [ай |+ 11-40 (4) шА. №. (22) 


Следовательно, сумма второго и третьего членов в выражении (18) 
стремится к нулю при #й—>0 и притом равномерно в окрестности 


точки $=$. Таким образом, формула (18) доказана. 
Докажем теперь оценку (17). Согласно уравнениям (9.4), (14) и (12) 


И 


ко [а [+1] +04) ион 
т за 

+ (+ оо, 9 ах + 
0 35 з 


+ 0:45, 5") \ в.а = +0 Ишу+ 9+0 (9 (Пву| ++ 


О (1) О (1 

ору“ т (23) 

‚ТЕОРЕМА Ш. Если непрерывная, ограниченная функция цв, ($) обла- 
дает производной, удовлетворяющей оценке (17), то производная функции 


> 


а, ($) = 9 в, ($')а5' (24) 
Г 


удовлетворяет условию НО @4ег’а: 


’ ’ ) —^ А 
Я ($,)— рых ($,) | 5— уз (5, т $1), (у, —— У», 0 == — 1). (25) 


Для доказательства применим интегрирование по частям. 
Пусть 


да -\ 1 1 
тв к (°, оС, *) (; а-я). (26) 
Тогда 
а [5 ь 
- Г 93а , . $ $, $ )— и $ г р 
8)=(\ + \) от в (87) ЧН | 99-9 в, (в) 45+ 
ь 


+0, р а ея в, ($') 45" } У (5 $), (5) 49’ = 
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а (©) к 
— ( г №) ве в: (5') 45° \ = ее в (уаз; 
0 ъ а 
ь 
—0 (5, 8) [в (5) 1 (5—5) — в, (а) ш(5—а)]-+0 ($, 5) \ в (5') а 5" -— $ 45" -- 


а 


5 


ь 
3 а + У, 5). 5)" @<3<. (27) 


а 


Примем в дальнейшем, что 


5 33, С $ с 
ао =, <. (28) 


| 


Отметим, что при = < се 


ЕЕ, Эа веди =9, (29) 
0 
4 
д ‚ 5”) — . ’ 
В — [0,8354 6'-904 
0 
+ (1—2) Оз» (8; 8+ ($'— 5) И, (29а) 
0(5. 5) —0($, 5) т 9 (5. 5—0. к _ — = 
ЕЕ я 5—5 У 
$1 
ОА с 
а-я, о 


5 
а при о 


^ 82 ^ 52 
924 а ` 934 Е 011) = Е 
а т ть уе :й >. 
81 
и 
(52 Г 8) (3. нев 0 (8—5 
(В© в — (5 - 3/2 
о ВТО Е 0 (1) (55—58 30 
и те $ —5' ГЕ уз = тт г, 13 (5+5) ® $ ву 
51 
Далее, имеем 
ов (3-5) *=0() та, | : 
| ==. ( (31) 
0 (5, (3—3) = ео п 
351 
ег 1-8  За-Ёё 
Кысш —# | 45 = ( + \ в’ 
5 52 52-5 
т 2 
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38 
82-8 я 5 2 | 
Г $2 —5 ’ 
кельи ибаечо Су Ни 
1 - 82 52-5 
52-5 К Е 52 +5 в 
0(4) \ уз ш5 $, 145 +0 (1) Ху Зш 5" — 5,145 = 
51—58 $1—6 
О (1 . 
а, в, (32) 
У 
52 52 
Е аи ПО Е Пе 
ВИЕЙ ОЕ \ 95 45 9 \ ($ 5’)? 
$1 $1 
4 ое 
эг. 
[ус р в, (5) 45° = О + | ОО 
— 
В 52-16 д 
+ \ У (5, 5) * 45' = 
л 91 
$1-@ 
За 
31-5 2 Й Г 
=0(1) ( \ + \ У [неа + и" | 48" + 
а у 
" - = 
авы = О(ТеаЬ. (34) 
У У 


Полученные уравнения (27) — (34) дают, хаким образом: 


8) — в (8) =0 № (35) 


что и требовалось доказать. 
ТЕОРЕМА ТУ. Если ць, ($) удовлетворяет условиям (17) и (25), то 
функиия 


с 
ь = | 25,67) 4 (36) 
о 
обладает второй производной, удовлетворяющей оценке 
О (1) 
но-чны (37) 


Для доказательства заметим, что в,(5) может быть выражено 
через |», ($) посредством формулы (27). Поскольку в, (5) удовлетворяет 
условию НбЧег’а, то формула (27) допускает формальное дифферен- 
цирование; при этом действительно получается вторая производная 
в, ($), что доказывается аналогично доказательству дифференцируе- 
мости |», (5). В формуле (27) положим 


5 35 
о о (38) 
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считая эти пределы постоянными, не меняющимися при дифференци- 
ровании. 


Учтем, что при |5’—$|> - 


Г 90) О |= 
95° дп уе Уз) У’ ‚|? 
при |5’—$| < : 
. = 5')—О 5, $) 00 
5—5 у? ' (40) 
д 
[969 (5) | 2 ива, | 
41) 
д О (1 ( 
[99 (3-5) ] =? Ищу, | 
35 35 35 
2 во. 9 
на (5^) 45” _ (в (57) — ва ($) ФЕ © а О (1) 
\ -— = $7 а 45’ = “13 \ и учз-е р (42) 
90$. 5) ©) 
ОР ЗЧ’ (43) 
ов О 
зу? 244). 88 
С РИ 
и 35 
. : ` 7) ви (5) 
ве 45" 0 у". (45) 
5: = 
Отсюда “ 
„ О (1 
АН (46) 


что и требовалось доказать. 
Таким образом, из теорем ГУ следует, что любое решение одно- 


родного уравнения 


© 
вв (57) оО (47) 


2® 
0 
должно удовлетворять оценкам 


И О (1 ти О (1 
м к ИЬ и (48) 


Перейдем, наконец, к доказательству оценок для функций 


я + 
’ дд? 2’ 
где 
д = р 
= 4 (5) 45". (49) 
0 


* См. (9.6). 
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Чт’ = 4п/1 =- Чт, 


= > [2 Е) шт [ (+) 2] ты 


ды = (27) Ро) би. 


Соответственно 
ЕЯ, (52) 
где 
: © | [= 
ао 4 (87) 45, 2, = \ Чо (5/) 45’. (52а) 
[И | 


Подробное вычисление показывает, что 
а Про! 
=0( —— >, (53) 
51 


откуда 
оа+ 181) 


а т 
в =0 (8 Ре ах (4) (+в 1) (\+\) + 
0 


+29 {п — $14 =0 (1) (4+ Пай). (54) 


Если ф’— угол, под которым виден отрезок (5, 5’) дуги Г, и ф, —- 
угол, под которым, виден зеркально огоораженный отрезок, то 


а Е (в) (5) 4'— Роке) ак = 0(1). (55) 
Итак, 
2=0 (4) (1+ тВ|. (56) 


Для оценки 921 921 отметим 
ля оц т ‚ что 


си д ^ ^ ^ 
Чп’х1 0. 914 = 0п/х11 Е 4п'х13, \ 


5 т ь я (57) 
Чтгу1 — ду Ч’ 1 = Чь/ул1 - и’, | 
где 
фк = а [’ воры [5 н (°) |, 
са 2’ Е (с) в 
Ч - дп’ о -) ] у (57а) 


бару [ (№ ее иен [0 (<) |, 
а [(=) Е (о) | ом. Г 


ТЕОРИЯ УРАВНЕНИЯ у9д?2/9д? + д°з|0у? = 0 157 
Подробное вычисление показывает, что 
^ 0(1) 
Чик! = Се 
а (58) 
Чили — зум (АЕ |1 р}. | 
Если теперь ввести обозначения 
{ег 
11 о. \ Фи’ хи (5) 45’, 
0 
Е (59) . 
— Я \ — г ‚ 
211 = э \ пни ($ ) 4$ , 
0 
то получим 
2,11 =0 (1) (4+1) (\+\) 
3$ 
3$ 
О е 
+9 \ п | '— 5195’ =0 (1) (60) 
2 
и аналогично 
211 =0(1) (61) 


Введем в дальнейшем вместо координат т, 


(фиг. 1). 


Фиг. 1 


Вы ЕВ 
ди 0% де дп да 
ви, 5 д об 


9 координаты $, П 


(62) 


(65) 
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и, следовательно, 
Г $10 
Чт’ х13 = И 12 608 В д, ‘п 125 


1-п7 


0; В : ^ 
Чп’у13 = ур 510 == 91п В и’ п12) 
ЧЕ 
"аз 


Е у 

^ д 25 7 1 п 
и | 
Га 

^ д 2’ От 
вен [РР | 


Соответственно введем обозначения 
я © 
2-42 = \ Чт’ з12 (5°) 45’, 


] 
} 
| 
) 


где 


< р 

— й. 2 = 

2112 = 5 \ Чт’ п1зф (5') 45. 
р ) 

Учтем теперь, что 


9115 _ 9с05$Ф _ 
дп =2 м Е $'— 52 +0 (1, 


9] п р? 
0$ т Е и +0 (1), 


2-20. 


92 о 5 
Ро] - 9(1. при а 


95’дп’ у 213613 


а $ 2: [ (#2) е 6] 1 дает 
0 


ры [и (о) ть) 4+ 


— 
У 
—” 
© 


ве 
РТ 


ея 
[С Ребра 
2 ее 
[= ы 
—=0 (4) у я+0 ноя \ Фа Е 


Ф 


4 

о 

5 

А ло 

> 
| 

© 

> 


(64) 


(65) 


(66) 


(67) 


(68) 


(69) 


(70) 


ТЕОРИЯ УРАВНЕНИЯ у0?2/дх* - 922/9у? — 0 159 


о. < < ой ь , (5) 45° 1 


с 
+ [Роны 


№; 


4 
02 29 [57852 
вет [ (Е) | нтв) 4, (91) 


9 о > 9 
Ф 


где 
ее асе) 


++ ’ ’ $$ | (71а) 
о Вили 
($ — $) вв у 
Заметим, что ЕР является возрастающей функцией |5’ —$|, 
так что 
пере =0 (72) 
п -| (57 — В? 
и 
ВОН а оо ров у Ч О (1) 2 _ ©) (73) 
212—0 (1) и И К ВУ т вв в В" ; 
Так как 
сы = аа 2812 08 В иле, 
и. . 4) 
вы | 
ЕО ) 
то из уравнений (70) и (73) следует 
{в 
даа 9, | 15 
о | (75) 
лы 
И, наконец, формулы (60), (64) и (75) дадут 
02, О, 
= =0 (1) — (06) 
А+|шА| 


921 
—1=0 (1) и 
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955 92 
Чтобы оценить производные т Фу! выразим их посредством 


формул (62) И (63) через — И с. 
92, 


Оценим сперва -„: 


(57) 457 


оп й 


$: ©: 
к 
| 
Гу 
=. 
-- 
РТС 
о 
$15 
зе 
ть 
1 > 
Ве 
о 
ы. 


$ 
о 2 > © 1 
+ 2} (0 возвдаи [5 (о) бий в (5) 45, (7) 
$ 
где ф, т значения $’, т ИИ в’ = и 5' — о 
Первый и третий интегралы правой части уравнения (77) оцени- 
ваются как _ Для второго получим выражение 
Е „38 
7) 21 Я 72 
0 (= ы Е (в) в (5') 45’ —_ у”: Е (5) в (5') г = 
$ УИ: 
$ : 
Ах и 
+52 [ (472) вв)’ + 
ры $ 
$ ! 7 
О 2’ з > И, 5' й 
ш 05’ [( о, ) 2 ©) ] =. а" Зе С 
Ф 
$ и р 
-У 3 т г. й 45” , 
(РО 6) | „ии. (78) 
Ф 
Имеем (фиг. 3) 
| 43” | о" : 
| Чт сот о - ь (79) 


Фиг. 3 


Следовательно, первый член правой части уравнения (78) оцени- 


: О (1 
вается как о То же относится ко второму члену. 


ТЕОРИЯ УРАВНЕНИЯ у0д?2/04?-- 02*/ду* = 0 


#61 
Далее (фиг. 4) 
45’ АЕ 
ап |Ф'=сспзь 6084? (80) 
50 Оф: 5 
ар 4 Е. [те = +0(4 | 4 (81) 
Фиг. 4 
Следовательно, 
9 | ру" (0) 0 
оз т: , Я 
2 С! ровень 
+ 
35 
С д д 2’ ($'—$) 
+ 22 {5 [ (5 9) ке" 
5 
35 3$ 35 
а бо 2,3 (5 ) ое 
5 28: у 9 Е, й — 5)? Г ’ 
НО у [СРО 6 ее 4 лв 45°. (82) 
2 Я й 
Но 
О (1) ыы. 35 
ая [| (2 м Е о в = уз Виз т 5’ <ъ, (83) 
так что 


$ 1 
д 2’ О (1) (1) У. 
— (Ро) = авы" У+ 
Ф 
И =" О (1) Вы 
в зу ° Е У+О (1) (Пт А |+ 2) Р- уз ы 1? [3 Виз В? ° У 
+ - уно =%. (89 


Известия АН, серия математическаи, м2 
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Таким образом, из уравнений (77) и (84) следует 


98 0(4 
т [> 


ы д2. 
Перейдем к оценке т 


р. я 
_ -(\+1)2 [( у Ра) | в (8) 48+ 


Ей о: 
он. + 


о `); 8 (9) а’ + 


5$ 


81 > 
Ре: 


23] ® 


$ ы 
Е: С’ оке] и. (86) 
Имеем р 
4 Ре о ее, | к 
г ий та р (88) 
с И 3. О т 45’, (88а) 
$—$=0(1) 9. (89), 
Следовательно, 
— т, таит 


= [(=): Р (в) в (5) | [оао =] я 


+8) $ 


Е о оо 


ит 213 ВЫз а в“ (90) 


Из уравнений (62), (63), т и (90) получаем теперь искомые оценки 
производных 
д, ® 04) 30,1120) 
о В.” = Е (91) 


Наконец, уравнення (76) и (91) дают 


2 1- |1 В 
О 


1-+-|№А| е 
В*!3 уз .| 


(92); 


ТЕОРИЯ УРАВНЕНИЯ уд?г/94?+ д /ду? = 0 1637 


Итак, выведены все оценки, при помощи которых в предыдущем 
параграфе было доказано, что в (5)=0. 

Далее, на основании теорем 1— ТУ, легко показать, что оценки, 
выведенные первоначально для № и 2, имеют место также для ии 


© 


М й ’ 
нда, 
0 


откуда следует, что 2(1, у) принадлежит к классу тех решений, для 
которых доказана теорема единственности. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


О некоторых чаетных решениях. уравнения 


92 92 5 
У ох вл ду — 
П й ее —=0, 
риведем примеры решени уравнения кет + =0, опровергаю- 


щие три ошибочные теоремы, содержащиеся в и. т (): 

Первая из этих и ©), $ 2] гласит: 

102 2._ 
ду? 
ным в окрестности изолированной эффективно особой точки, принадле- 
эжащей к оси т. 

Трикоми называет точку «эффективно 060бой», если ее нельзя пре- 
вратить в регулярную, изменяя значение функции только в этой точке. 
При этом Трикоми заранее ограничивается рассмотрением полуплос- 
кости у >> 0; в этом смысле и понимается изолированность особой точки. 

Теорема опровергается примером функции 


Решение уравнения у а —=0 не может оставаться ограничен- 


где 
1 


0 

4$ ( 46 

* = —_—_ =2 и — атов г), 

Т* (1) \ 818 (А) 8 ) из 6 ви 
) 

В самом деле, для этой функции 


2 =0 при у=0, х>0и 


р 
г т (+) при у=0, #<0, 


я 


а во всех остальных точках полуплоскости у> > 0 значение д лежит 


между двумя указанными. 
Производные = конечны и непрерывны вдоль всей оси х, за исклю- 
У 
чением. начала координат. Действительно, 


02 о (18. 
бу у=0. _ д”! 


* Эта функция была дана Трикоми [(), $ 3] в связи с другим вопросом. 


5* 
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Ошибка может быть исправлена, если к предпосылкам теоремы при- 
бавить требование, чтобы в упомянутой изолированной 060бой точке 
функция 2(5х,0) оставалась непрерывной. Тогда доказательство Трикоми 
останется в силе. 

Что касается двух остальных теорем, то, повидимому, даже при 
уточнении предпосылок они остаются ‘ошибочными. 

Вторая теорема [(*), $ 2] гласит: 


Пусть дано решение з уравнения ЗЕ р ен =о (У>0), регуляр- 


ное в окрестности начала координат, которое | рено в этой точке 
(т. ее при любом приближении в этой точке стремится либо к | о, 
либо к —со\. Тогда 


Пери (= И=+4у), 


где а— постоянная и х— функция, регулярная в начале координат, 
если только функция у (5х) =зу(х, 0) интегрируема в окрестности точки 
%==0. 

Это утверждение опровергается примером функции 


вые [4, 33 (1+2)]." 


Это решение расходится в начале координат, но не может быть 
4 


представлено в виде 5 ==2. Нар 3. На оси х(х-Е 0) оно остается регу- 
лярным, так как 


5 
р ==: 98 2® ее - 
— = 68 при &>0 
У ы ду Ч г2 у 
я (+) 
8=(—=) 68, 9 при х<0. 


Функция у(5), как легко видеть, интегрируема в окрестности точки 
х=0. 

Третья теорема [(*), $ 4] гласит: 

Необходимым и достаточным условием существования решения за- 
9% 2 


дачи Коши для уравнения у аи. Эуз 


=0 в области у>0, = у <1 
является аналитичность функции 


1 


№ (2) = < (2) у \ [2—1 | И у (2) 4х 
г 


на отрезке у=0, —1<т<1, где 


33 Г. 
*(2)=2(7,0), у(т)=2у(2,0), = тЫ 


9022 
* Пример взят из серии решений уравнения у — + а —в=0 основного мемуара 


ду? 
Трикоми [(1), гл. ИТ, $ 4]. 
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В действительности это условие необходимо, но не достаточно, как 
легко установить на примере приведенного нами фундаментального 


решения 
я о 


77 И ’ 
При 


|| 
> 


Считаю необходимым сделать к моим предыдущим работам некоторые 
исправления и дополнения. 

В работе «О задаче Коши», 8 (1944), 195—224. 

Формула (10) на стр. 1497 должна быть заменена следующей 


и“=(5 3 
В (120) на стр. 218, а также в (120а)—(1201) на стр. 219 следует за- 
менить множитель (№ —)^)-”з через (»„—)”)-\з, а показатели степени 


разности №, —^, уменьшить на '/,. 
В работе «К теории сопел Лаваля», вн 387 — 422. 


В (15) и (16) на стр. 416 следует слагаемое ух 
ответствии с этим в (19) на стр. 416, (5), (5а); (8), (8а) на стр. 417 мно- 


УК) а (10) 


=—. 


2 
заменить на. Е В со- 
3 


житель Уз стоит не в числителе; а в знаменателе. В (3) на стр. 416 
следует переменить знаки первых членов правых частей. Функция > (=) 
($6, (14)) может быть выражена через бесселевы функции (см. (*)): 


не 
а (- гу: 
з 


Как мне указал С. В. Фалькович (см. то в книге (°) стр. 58), 
а 


= 755 =: является алгебраи- 


гипергеометрическая функция ЕР (=, 
ческой: 


а 1 2 ы - 
Р(3, я ое а 
2 


ЕАИ+И 9+ —+ИТ-9 3 


в связи с этим выводы параграфов 3 и 4 могут быть существенно упро- 


щены. 
Поступило 
4. Х. 1945 
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=0, Ах- 


Е. ЕВАМКГ. ОХ ТНЕ ТНЕОВУ ОЕ ТНЕ ЕФОАТ!ОХ 


07 9227 
бая Рау 
ЗОММАВУ 


11 &Ъ13 рарег-\уе зо]уе &\о Боипдагу ргоретз {ог &ЪВе едчайоп 


2 2 

уе. =0 (1) 
УВ1ер ме саП ПРагЬопх-Тг1сот1?3 едаайор аЁЙег {Ве ап Богз \Во 4еа№ 
Уи и. | 

Тре зо] 1опз аге 305% оп а Чоташ 1уше ми Бе зешу-р1апе 

у > 0, ууБеге 4Ве едаамоп (1) 13 е!Придаае. Тье Боппдагу о{ $Ъе дотала 
15 заррозе@ +0`со1пс14е УИ \Ъе 2-ах1з зошемвеге. Аз {0 фе рагб 0# 
$Ъе Ъоппдагу аб 11ез милю 4Ъе зепи-рапе у>0 1 13 заррозей 10 
ре зай1елей у зоо ап4 40 арргоасЬ %Ъе 2-ах1з погтаПу. 

Тре {оПо\лае Бопидагу ‘ргоеш аге Веге сопз14егед: 

1°. РичеШег’з рго ет. 

2°. Тье рго ет 10 мВаеЬ Ве уа|аез о! &$Ве апкоо\п Гапсйоп аге 
олуеп оп &Ъе рагф о{ Боцидагу 1уе ушла 6 Ве зет1-р1апе у > 0, м Пе Ве 
погта] деглуамуез аге олуеп оп фе рагб о{ {№е Боппдагу “Ь1ев сош- 
с14ез УЦЫ 4Ъе х-ахиз. 

Тьезе ргоешз \еге а\геаду сопз1Чегеа Ъу Е. Тисошл 1 (*), аз 
уе! аз 1п &Ъе рарегз (*) апа (°), \иЪ Те изе о{ сопз1Чега у сошр- 
саце шебВо@з: 1Ве аВог ейВег изе4 Зсв\аг2’з аЦегпамис шебво@ ог 
раззеЯ +0 $Ве пш\щ Вауше ргосеедей {гот $Ве дотализ уе, фосефег 
УиЬ Тег Бопидагез, мила %Ве зет1-р]апе у>0. Ш Боб сазез Тг- 
сот зе 1\уо-4петз1опа] ицерга] едаамотз оЁ ЕгедВо|ша’з фуре. 

‚ТЬе зесоп@ ргоеш \уаз зо]уе4 Ъу $5. Сеегзе 4 (7) Бу гедислае и 
$0 опе-итепз1опа! ЕгедВо\и едаамопз оЁ 1Ве 24 Кш9. СеПегзе4%, 
Во\ууеуег, аззишей {Вай &Ве еп4з о! \\е сигуе Г, (зее Е1о. 1) солослаед 
\1ЕВ агсз 0о{ а сегбаза а]ефгазс сигуе уЬев Тысошл саНеЯ «иогта\ 
сигуе». №1 (813 рарег \е гешоуе \Ъ1з гези1ейоп фу шеапз о! зоше 
заца]е езбитафез 11 роб ргоешз 1ш ааезиоп. 

ш Аррепд1х ме влуе \Вгее рагйсщаг зо\аИопз оЁ $1е едпамоп (*} 
\Ъ1еЬ тейме зоше {а]зе аззегмотз Бу Тысоша т (?). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
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Н. ДМИТРИЕВ и Е. ДЫНКИН 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КОРНИ СТОХАСТИЧЕСКИХ МАТРИЦ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


Изучается распределение на комплексной плоскости характеристиче- 
ских корней стохастических матриц порядка п. Получаемые результаты 
могут быть истолкованы как теоремы об относительном расположении 
характеристических корней произвольной матрицы с неотрицательными 
членами. 


$ 1. Поетановка задачи 


1. Стохастические матрицы возникают в теории вероятностей, точнее, 
в теории цепей Маркова. Пусть некоторая система может находиться 
в одном из состояний 6, о в бе Пусть, находясь в некоторый 
момент в состоянии 6» она переходит по истечении единицы времени 
в состояние ©; с вероятностью, равной ах. Числа ан, определяющие 
цепь Маркова, подчинены условиям: 


ао 2, п), 
20 Руан“ (== Зин). 
1—4 


Матрица А, элементы а; которой удовлетворяют этим двум усло- 
виям, называется стохастической. 

Из теории марковских цепей возник поставленный А. Н. Колмого- 
ровым вопрос об определении совокупности М, всех комплексных 
чисел Х, являющихся характеристическими корнями стохастических 
матриц порядка п. Изучению этого вопроса посвящена настоящая 
заметка. 

2. Наша задача допускает другую, геометрическую, формулировку. 
Для того чтобы Х принадлежало М„, необходимо и достаточно, чтобы 

УС 
для некоторых а; >0, удовлетворяющих условию > аи=1(@=%,2,...,п), 
тЫ 
и некоторых комплексных чисел 2, (среди которых есть отличные от 
нуля) выполнялись равенства 


т 


А — ео а (= еж. я п). 


Но эти равенства выражают условия того, что многоугольник, пред- 
ставляющий собой выпуклую оболочку точек 2,,т,,...,2,, переходит 
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в свою часть при умножении на число ^*. Таким образом ХЕ М» тогда 
и только тогда, когда некоторый выпуклый А-угольник О (< п), не 
состоящий из одной точки О, при умножении на ^Х переходит в свою 
часть. Ясно, что это возможно только тогда, когда |^|< 1, ибо в против- 
ном случае площадь многоугольника (0 при умножении на ^ увеличи- 
вается. Таким образом, М, содержится в круге радиуса 1 с центром 
в точке 0. Непосредственно очевидно также, что М.С Мил. 

3. Назовем многоугольник О циклическим, порожденным №, 
если О— выпуклая оболочка точек 1, ц,...,м”,... Примером цикли- 
ческого многоугольника может служить правильный и-угольник с вер- 


. ВЕ 


шинами в точках. е п (К=0, 1,....п— 1). Он порождается точкой 
ЕР 
е " для любого р, взаимно простого с п. 

Легко видеть, что произведение двух точек циклического много- 
угольника — снова точка этого многоугольника; поэтому если ХЕ О, то 
л0С О. Следовательно, М„ содержит все циклические К-угольники 
для К<п. Можно предположить, что никаких других точек М,„ не 
содержит. Все полученные нами результаты подтверждают эту гипотезу. 
В частности, она полностью доказана нами для п<5. 


$ 2. Основная теорема 


4. Если ОС О и О9О<а< 1, то 409 ЛОС 0; поэтому если ХЕМь, 
то и о^\ЕМ,. Кроме того, как легко видеть, М„— замкнутое множество. 
В силу этого для определения М, достаточно найти числа Х из М„, 


для которых ВЛЕМ, при любом 8>1. Такие Х мы будем называть 
экстремальными. 

В $2 мы докажем условие, необходимое для того, чтобы число Х 
было экстремальным. Мы дадим три эквивалентные формулировки этого 
условия: геометрическую, алгебраическую и теоретико-вероятностную. 

5. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть экстремальное число \ принад- 
р +1. 

п 


лежит М» — Ми. Пусть 2 + Зав < жж. 


5.1. Если выпуклый п-угольник © содержит №0 и если 2, х,,..., .— 
вершины О, занумерованные по порядку при обходе контура О против 
часовой стрелки, то 


Ак = Ч тк.р-Е Ви к.р-. (К =1,2,...,П), 
>0, В >0, ЕВ =1. 


(Индексы приводятся по модулю п) **. 
5.2. Если стохастическая матрица А порядка п имеет \ таракте- 


* Заметим, что при обычной геометрической интерпретации комплексных чи- 
сел умножение некоторой совокупности О комплексных чисел на число А означа- 
ет поворот ‘фигуры © вокруг точки 0 на угол, равный агой, и последующее . растя- 
жение с коэффициентом |1 |. 

** Попутно нами будет доказана невозможность того, чтобы одновременно неко- 
торое а; =0 и некоторое В; =0. Формулировки 5.2 и 5.3 могут быть соответственно. 
усилены. Однако это обстоятельство в дальнейшем использовано не будет. 
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ристическим корнем, то изменением порядка нумерации координат она: 
моэкет быть приведена к виду 


р_Р*! 


где все влементы, кроме, быть может, элементов р-ой и Р-Р 1-ой диа- 
гонали, равны 0. 

5.3. Если некоторая система может находиться в одном из состо- 
яний ©,, 6». -:, Фи и если вероятности аз перехода из состояния [< 
в состояние 6$; образуют матрицу А, имеющую число \ характери- 
стическим корнем, то при надлежащей нумерации состояний ©., ©... 
...) ©» система может перейти за единицу времени из состояния ©, 
лилшь в состояния @:,р И @:ьрал. 

6. Мы будем доказывать основную теорему в геометрической фор- 
мулировке 5.1. Фиксируем экстремальное число ХЕМ, — Ми, и рас- 
смотрим (не оговаривая этого каждый раз 0с0б0) только выпуклые 
п-угольники, переходящие в свою часть при умножении на Х. Каж- 
дому такому п-угольнику ^О отнесем четыре целые числа а (0), В (0), 


В, (0) и В, (©): 


(1) число вершин ий-угольника ХО, попавших внутрь 0, обозначается, 
через а (0); 

(2) число сторон п-угольника О, свободных от точек ХО, обозначает- 
ся через В (0), В, (0) или В, (0) в зависимости от того, включаем ли 
мы в сторону оба ее конца или только первый, или только второй 
т. е. идет ли речь о сторонах типа [2], или [2у) или (2у] *. 

Мы докажем последовательно три теоремы: Диля всякого 0: 


ТЕОРЕМА 1. &«(0)=0. 
ТЕОРЕМА П. В(0)=0. 
ТЕОРЕМА 11. Либо В, (0) =0, либо В,(0)=0. 


План доказательства всех трех теорем одинаков. Последняя в основ- 
ном эквивалентна теореме п° 5.1. Доказательству теорем 1— ПП мь 
предпошлем несколько определений и лемм. Условимся обозначать соот- 
ветствующие друг другу элементы (вершины, стороны и т. д.) в подоб- 
ных многоугольниках (0 и ^О одними и теми же буквами, ставя над. 


* Для обозначения отрезка контура многоугольника © с концами 2 иу мы 
пользуемся записью [2], если концы включаются, и записью (29), если они исклю- 
чаются. Если включается один из концов х или и и исключается другой конец, 
то мы пишем, соответственно, [2у) или (ху]. При этом мы ставим на первом месте: 
букву, обозначающую первый конец нашего отрезка, считая против часовой стрелки. 
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‘буквами, обозначающими элементы ХО, волну. Для контура п-угольника 
О мы введем обозначение К (0). Отрезок одного из контуров К (0), 
К (%0) назовем свободным, если он не содержит точек другого кон- 
тура. 

7 ЛЕММА |. Основная теорема п° 5.1 и, следовательно, теоремы 
1, Пи Ш выполняются для многоугольника (©, если: 


7.1. для некоторой последовательности т,, т,, ..., Хр, его вершин 
А =, А. =1,, ..., Юр. =% 
дли 
7.2. для некоторой последовательности а,, а,, ..., а’, его сторон 
^ 
ла, аа: в, ла. Са. 


Доказательство. В случае 7.1, Х?х, =1,. Ни один многоуголь- 
ник не переходит в свою часть при сжатии и повороте вокруг своей 
‘вершины. Поэтому 2, +0, и ХР =1. 

В случае 7.2, ^?а. Са; для #ё=0, 1,..., р 1, и ‘либо АР =1, либо 
ФЕа; для #=0, 1, ..., р—1. Последнее возможно лишь при а, =а, = 
=...=ар_.. Но тогда Ха. Са, и ХЕМ,. Очевидно, что М, совпадает 
с отрезком [—1, -- 1] действительной оси, а так как Х — экстремаль- 
‚ное число, то Х=41 или ^л=-— Чи №? =. 

Таким образом, во всех случаях, для некоторого К, ^^ = 4. Поскольку 
|\ =4, площадь ЛО равна площади О, и так как ^ОС О, то ^0 =0. 
Поэтому, если у—одна из вершин О, то точки №у, \№?у, ... будут 
также вершинами О. Выпуклая оболочка вершин у, Ху, №, ...— 
правильный многоугольник, совмещающийся с собой при умножении на 
Х, с числом вершин, не превосходящим п. Это число равно п, ибо ЛЕМ 


‚ р 
Вы 
и многоугольник совпадает с О. Если Х=е "т иу,, У, .--5 у, — вер- 


шины (0, занумерованные по порядку против часовой стрелки, то 
*\Ук= Ук. Теорема 5.1 выполняется, следовательно, для наших слу- 
чаев. 


п} 


[74] я 
[24] (В) 
29. 


Фиг. 1 


8. ЛЕММА П. Пусть точки х и у принадлежат пересечению 
К (0) и К(\О). Пусть [ху] и [ху], — определяемые ими отрезки К (0) 
и К(^О) (фиг. 1, а). Если р — число вершин О, лежащих на [ту], а 9— 
число вершин \О, лежащих на [51у], то р<4. 

Равенство р=4 имеет место во всяком случае тогда, когда каждая 
из точек т, у либо будет вершиной как для О, так и для ХО, либо 
не будет вершиной ни для 0, ни для КО (фиг. 1,6). 

Доказательство. Отрежем от многоугольника О часть, огра- 
ниченную ломаными [29] и [57], (фиг. 1). Мы получим многоугольник 
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0’, удовлетворяющий условию 0 0’СО, откуда ОЕ 0" 
Заметим, что число вершин многоугольника О’ равно п—р-Ра. Так 
как ^Е/М,_,, то п р--а>п, т.е. р<д. 

Для доказательства второй части леммы построим многоуголь- 
ник 0”, приставив к \О область, ограниченную [29] и [29], (фиг. 4, 5). 
Тогда ^0С^0’С О, и поэтому ^0"СОС: 0". Число вершин ХО" 
(а следовательно, и 0”) в случаях, ипзречисленных во второй части 
леммы, равно ®—а- р. 

Носкольку ЛЕМ, ., то прп, откуда р=ди, значит, 2=0. 

9. ЛЕММА ИТ. Пусть х и у—вершины О, причем отрезок (ху) 
состоит не менее, чем из двух сторон 0. Тогда отрезок (ху) и соответ- 
ствующий отрезок (т 7) контура К (^0) либо оба свободны, либо оба 
-несвободны. 

ЛЕММА ПУ. Пусть х, у, <— три последовательные вершины 0. 
Если [у3] свободна и уЕК (0), то [27] СК (0). 

Мы докажем леммы Ш и ПУ вначале лишь в предположении, что, 
для произвольного п-угольника (’ в (0') <«(0). Эти ослабленные 
леммы нам будут достаточны для доказательства теоремы Т, из кото- 
рой следует, что наше предположение не накладывает на О дополни- 
тельных ограничений. 

9.1. Доказательство леммы Ш. Пусть (ху) свободна. 
Построим новый И-угольник О’, заменив в контуре О ломаную (ху) 
ломаной (ху)’ с тем же числом звеньев, теми же концами, расположен- 
ную целиком внутри О, но вне ).О (фиг. 2). Товща ХО’ получается 


6222) 


Фиг. 2 


из ^О заменой (2 9) на (5 у), =) (2у)’, расположенную внутри ХО. Отре- 
зок (т 1)’ контура К (^0О’) свободен. С другой стороны, ^0’ С О + | 
Следовательно, & (0') < « (0), и ни одна вершина ломаной (ху) не может 
лежать на К (0). Вторая часть леммы доказывается вполне аналогично. 
9.2. Доказательство леммы ГУ. Пусть О’— многоугольник, 
получающийся из ( срезанием треугольника у2у’, гце у’Е (ху) (фиг. 3). 
Отрезок [у2) свободен; поэтому можно выбрать точку у’ настолько 
близко к у, чтобы греугольник у2у’ не имел общих точек с ХО, и тогда 
0'5^0 и *0'С 0’. Если [2 К (0), то ЕК (0), и, следовательно, 
у’ ЕК (0’). Но это противоречит предположению, что & ((’) < я (0). 
140. Доказательство теоремы Т. Предположим, что для 
всякого п-угольника 0’ 4 (0') <«.(0). Покажем, что 9 (0) =0. Пуеть 
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это не так и пусть ®— вершина ^О, лежащая внутри О. Максималь- 
ный свободный отрезок контура К (^0), содержащий точку фу, не 00- 
впадает со всем контуром К (^0), ибо, в противном случае, для доста- 
точно малого е >> 0 имело бы место (1- =) 0 < О, 
и ^ не было бы экстремальным числом. Итак, наш 
максимальный свободный отрезок имеет вид 
(9.2), где о и 2 — вершины п-угольника ХО, 
лежащие на К (0). В силу леммы ПП, отрезок 
(%‹25) контура К (0) свободен, но отрезки (5,2) 
и (\%и.) несвободны] (2, — вершина 0, непосред- 
Фиг. 4 ственно предшествующая у,; и, — вершина 0, 
непосредственно следующая за 2.). Стало быть, 

на стороне (25у.|] лежат вершины ХО. Ближайшую из них к у, назо- 


п 


вем у,. На стороне |2, и.) также лежат вершины ХО. Ближайшую из 


них К 2 назовем 5,. Ломаная (у,2,) контура К (0) свободна, число 
ее звеньев не меньше числа звеньев (у.2,) (лемма 11), и подавно, не 


меньше двух. Ломаная (у,2.) обладает, таким образом, всеми свой- 
ствами исходного отрезка (7,20); поэтому можно построить отрезок 
(и. =), отправляясь от (Ил, „так же, как мы построили (у=.), отправ- 
ляясь от (=), и т. д. Повторяя это построение несколько раз, мы 
определим свободные отрезки (у.2.), в (и: =), ... И на некотором 
шаге р получим отрезок (Ир2ь), равный (Чао) (фиг. 4). При этом 
Учи (Е=0, 1, ..., р 1), 
где х; — вершина ©, непосредственно предшествующая у:. Заметим еще, 


что так как число звеньев ломаной (у,,,2,,;) не меньше числа звеньев 


ломаной (Ч:=.), то все ломаные (оо), (Ч,2,), (9.3), аа (Ур-бр-а) 
состоят из равного числа звеньев. 


Возможны четыре типа расположения сторон а: = (21у;| и аи = 


= (1:+19:41| друг относительно друга: 


(1) и=унь (2) и=унаы (3) у-унь (4) ищи, 


а: ф а: 1; а: — а: 1; а; аи; а: раза. 
2 а 
м л 4 ны: % 2 КА 

3 й \ 9... 

Ч, А & \5 


Мы отнесем индекс # к классу К,, К,, К, или К, в зависимости 
от того, к какому из этих четырех типов принадлежит пара а;, ада. 

Покажем, что, несколько изменив п-угольник О, всегда можно 
достичь того, чтобы класс К, оказался пуст. Действительно, пусть 
ЕАК Пн и» угольник (’ (фиг. 5), заменив в контуре (0) лома- 
ную (у:2:) ломаной (у:2:)', близкой к ломаной (узы) контура К (^0О), 
имеющей то же число звеньев и те же концы, что и. (4444), и рас- 
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положенной вне ^0, но внутри О. Тогда ^0’С- О’ и а (0'’) =&« (0). При 
переходе от Ок 0’ номер # попадает в класс К,, номер #— 1 —в класс Аз, 
остальные номера не меняют класса. Повторяя это построение в слу- 
чае надобности несколько раз, мы придем к многоугольнику О,, для 
которого © (0,) =*(0) и класс К, пуст. 

Для многоугольника О, один из классов К, или К, пуст. Пред- 
положим, что это не так. В силу леммы ГУ номер из класса К, не 
может следовать за номером из А, непосредственно. Следовательно, 
они отделены несколькими номерами из К,. Мы укажем сейчас дефор- 
мацию п-угольника (©,, уменьшающую число этих разделяющих номе- 
ров. Повторением такой деформации можно уменьшить это число до нуля 
и притти к противоречию с леммой ГУ. Таким образом, для доказа- 
тельства пустоты одного из классов К,, К, остается определить упо- 
мянутую выше деформацию (),. 


Фиг. 5 Фиг. 6 


Пусть $ЕК,; #1, ..., К--1ЕК,; КЕК,. Заменим в п-угольнике О, 


вершину у, на улЕ (Чкиук)» достаточно близкую к у, для того, чтобы 
получившийся п-угольник О, содержал ХО (фиг. 6). Тогда 01 №01 
и для него Е —16К,, КЕК,; все остальные номера остались в преж- 
них классах. 

Если для О, пуст класс К,, то а. = ла: Са, (&=0,1,....р—1). 
Если пуст класс К,, то = АУ = (=0,1,..., р—1). В обоих 
случаях, по лемме 1, выполняется теорема ТГ,  (0,) =0, что противо- 
речит предположенному неравенству % (0) > 0, ибо & (0,) =« (0). 

11. Доказательство теоремы П. Пусть для всякого й-уголь- 
ника 0’ В(0’) <В(0). Предположим, что '8 (0) > 0. Пусть [у <] — не- 
которая свободная сторона п-угольника О и [45%9,|, [2.,] — стороны О, 
к ней примыкающие; По теореме 1, ул и 2. лежат на К (0). В силу 


этого, по лемме ТУ, [2 у] С Уи [26 #1 С [2, и], где [у] и 
[=, и,|— некоторые стороны О. 

Из второй части леммы П легко вытекает, что вершины у, и 2, 
будут концами одной стороны. Покажем, что сторона [у,2,] свободна. 
Отрежем от О достаточно узкую полоску, параллельную [9,2] (фиг. 7). 
Мы получим ип-угольник 'О’, для которого ^0’С О’ и [9,2,] — свобод- 
ная сторона. 

Если [у,2,|— не свободная сторона для О, ‘то В(0) < В(0’), что 
противоречит предположению. Построим ломаную 2,у,ъ.и, п-угольника 
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О, отправляясь от свободной стороны [9,2,|, подобно тому, как мы 
построили х,7,2.и,, отправляясь от свободной стороны [9.2.|. 

Повторяя это построение, получим последовательность трехзвенных 
ломаных хидзин контура О, причем [у:;:| свободны и [2:1 9: (= 
С [жма, [2 С [ий В силу леммы Т, теорема П выполняется 
для О. Мы, пришли к противоречию. 

12. Доказательство теоремы Ш. 
Допустим, что для всякого п-угольника 0” 
8,(0') В, (0^) < В (©) В, (©). Пусть В, (0) В, (0) > 0. 
Выберем пару свободных. сторон [у,2.) и (ис. ] 
таким образом, чтобы ломаная (2.и,) имела 
возможно меньшее число К звеньев. Покажем, 
что точки 2, и й, лежат в некоторых вершинах 
2, и и, П-угольника О, причем стороны [9,2,) 
и (и,с,] свободны. Применив этот результат к паре 
свободных сторон [7,5,) и (и,с,] (по лемме И, ло- 
маная (2:и,) имеет, как и ломаная (2, и,), Ё звеньев), мы увидим, что 
р .И р лежат в вершинах 5,, и, п-угольника' 0, [у,2,) и (и,с,] свободны. 

Повторяя то же построение, получим последовательность вершин 3; 


п-угольника О такую, что 2:=х,., и, применив лемму 1, придем к 
противоречию с предполо- 
женным неравенством > 


В, (9) В, (0) > 0: 


Итак, остается показать, 
ЧТО == Ш, Им), 
(и,с,] свободны. По лемме ТУ, 
[#, у‹| содержится в некото- 
рой стороне п-угольника 0. 
Назовем эту сторону [ху]. 
Аналогично, назовем [г] 
сторону, в которой содер- 


жится [2 #, (фиг. 8). Если 


14 = 9, ТО из теоремы П не- 
посредственно следует, что Фиг. 8 
5, (у,, 2,]; если же =, 
то, сдвинув достаточно мало вершину у, И-угольника О по стороне (5%. у.), 
получим п-угольник 0”, для которого ^0’С О’ и Е у. Аналогично 
можно показать, что и, Е [и с,). 

Из леммы ИП следует, что число звеньев ломаной [9,1,] равно 
числу ^--2 звеньев ломаной [о о 

Предположим, что ни одна из вершин ломаной [,и,] не лежит на 
К (0). Тогда внутри каждого звена этой ломаной лежит по меньшей 
мере одна вершина ХО (по теореме 11). Всего, таким образом, на (2;и,} 
лежит не менее К вершин »О. Эти вершины принадлежат ломаной 
[20 и, имеющей всего +1 вершину. Итак, все вершины этой лома- 
ной, кроме, быть может, одного из концов, лежат на (2,и,). Но это 
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1 
сл 


невозможно, ибо, как мы` доказали, 2.6 (у. и щ Е [и®.). Следова- 
тельно, некоторые из вершин ломаной [2и,] лежат на контуре К (*0). 

Пусть ], — первая и 8, — последняя из этих вершин. Из леммы П 
следует, что ломаные [2,1] и [2/,| имеют равное число 4 звеньев. 
Так ка ни одна из вершин ломаной [2,/,], исключая }, не лежит на 
К (^0), то, по теореме 1, каждое звено этой ломаной, кроме, быть 
может, звена (е,],), предшествующего },, содержит внутри хотя бы по 
одной вершине ХО. Следовательно, из 4--1 вершин ломаной [2/1 не 


менее 4—1 лежит на (2:е,), одна 26 (у,2,] и одна попадает в точку |, 
Таким образом, сторона [е,},) свободна. Точно так же можно убедиться, 
что сторона (#,й,], следующая за 2‚, свободна. По нашему предполо- 
жению о числе К звеньев \ломаной [2,и.] число звеньев ломаной [},4,| 
контура К (0) не меньше К. Так как [},5,] содержится в [2,и,], имею- 
щей Ё звеньев, то [],8,| = [2], т.е. 2, ии, лежат на К().0), и, 
следовательно, =, и = и. Сторона [у,2,) обязательно будет свобод- 
ной, ибо иначе, сдвинув вершину у, П-уголь- 
ника © достаточно мало по стороне (х.у,), мы 
получили бы п-угольник 0’, для которого 
0’ СО’ и В, (0')В, (0') > В, (©) В, (0), что не- 
возможно. & По | аналогичным соображениям 
сторона (и,5,] также свободна. 

13. Доказательство основной тео- 
ремы п° 5. 1. По теореме 11, либо В, (0) =0, 
либо В, (0) =0. Пусть, например, В, (0) =0. 
Тогда, если 1,4, .... 2. —вершины О, за- 
нумерованные по порядку против часо- 
вой стрелки, то каждая из сторон. [5,51 .1) 


(1=1,2,...,П) содержит вершины ХО, кото- 

рых всего п. Следовательно, каждая из сто- 

рон [х5х:„) содержит по одной вершине ^О, Фиг. 9 

и для некоторого р и Ё=1, 2,..., п имеем 

к [7ь.ри,р-1)- В [случае В,(0)=0! мы пришли бы к условиям 
14 Е (к-р кара (= 1, 2,...,П). Оба случая можно объединить формулами 


Ар = б.р ВИК ара? ак > > 0, > > 0, ак-КВк=1 (Е =1, 2, +) П). 
Для р доказательства теоремы остается показать, что 
жр —- <ав < ЖжР —"-. Обозначим через фх (фиг. 9) угол, на который 


надо повернуть ие часовой стрелки направление стороны [77к.,|›. 
чтобы получить направление стороны [5,..7,„,|. При умножении на }. 
сторона [хкх,,:| поворачивается на угол, равный агё), и при этом ее 
концы попадают на стороны [9к.ркьрна| И [Фь,р+1кь+,| Следова тельно.. 


фк. те Фр —1 < аг8 < Фк-| . : Е Фр Кар (Е = ь 2, ... п). 


т 
Суммируя эти неравенства и замечая, что фк = 2, получаем 


2 р<пагв \ < 2 (р+ 1). 
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$ 3. Изучение фигуры М» 
14. ТЕОРЕМА ТУ. Если Их число \ принадлежит пере- 


> 
сечению М, — Ми_, с углом <=" ‹ то \ лежит на отрезке прямой, 
) 


21 
соединяющем точки 1 цет. Из всех выпуклых. п-угольников переходят 
при умножении на \ в свою часть только правильные п-угольники с 
центром в точке 0**. 

Доказательство. Если ^О<Ои х,,х,,..,., х, — вершины О, 
занумерованные по порядку против часовой стрелки, то, по основной 
теореме п° 5.1, : 

А2к = кк + Вкка а» 


бр 0, В > 0, в +Вк=1 а РИ 


Построим и-угольник 0’ с вершинами у,, у,, ..., У» ПОЛОЖИВ 
ук=2к (Е, 
9: ==7, (1 —э)х, 0«<=<1. 
Простая выкладка показывает, что 
Ук = бук Вл. (К В, Же 1—2, ...у | В ...у п), 
М = 91 -1уЕ-1 + ВЕ-1уь 


№: =Фи ау у 
где 


ба: — с ат Ви > 0, 
; ее В; = (1— =) В; > 0, 
. 9 


Е а р - В 
Са — Е 1 Де $ —41 . 


Одновременное выполнение ‘неравенств и 1>0 и о; > 0 означало 
‘бы, что ()” 20’, причем вершина ^у; и-угольника Хо’ лежит внутри 
0’. Но это противоречит теореме Т. Пусть и;_1> 0; тогда для доста- 
точно малого = % 1>0 и, следовательно, о; <0. Стало быть, нера- 
венство &;_! > 0 влечет за собой &;_! —в:<0, т.е. > 9;_1. Таким 
образом, либо х.=9,=...=9„=0, либо для некоторого 9 а >0 
и тогда у 


Тебе = ЕЕ р ОБЕ ЗЫ В =.,. = =В. Итак, во всех случаях 
Ар ож,-- Вена» @ > 0, В> >00, а+8=1 (&=...,п). 


‘Отсюда выводим: 
А-а 
—в  Як=Фк1 С В =...) 1), 


* Под углом <$,, $5> мы понимаем совокупность комплексных чисел А, для 
ноторых 9, > аге А > в. 
** Прямое доказательство теоремы ПУ, не ‘опирающееся на понятие окстремале- 


ОЕ 


чого числа и теорему п” 5, опубликовано нами в Докладах АН (?). 
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И 2 
Следовательно, ее " ил =о-- Ве", а 


Я : 
А" о О 
тир 
Равенство не 6 при р = 1 невозможно’ потому, что точки 


7, 1,.... 2, располагаются по порядку против часовой стрелки. 


15. Теорема ТУ полностью определяет фигуру М» в углу <0,=>. 


Ап 


5 вернемся к теоретико- 


вероятностной интерпретации нашей проблемы. Если вероятность 
перехода из состояния ф: в ©; в течение единицы времени равна а;;, 
то вероятность перехода из ©; в @; за две единицы времени 


: 7 
Для того чтобы изучить М в углу <=, 


т 
а) = У лав», так что если числа а:; составляют матрицу А, то числа 
й—1 


аб) образуют матрицу А*. Вообще вероятности а") перехода из ф: в 
©: за т единиц времени образуют матрицу А”. 

Предположим, что пребывание системы в начальный момент в каж- 
дом из состояний $1, ©,, :`.., ©, равновероятно. Тогда вероятность 
того, что по истечении единицы времени система вернется в исходное 


о а п 
состояние бт=-- аз. След У аи матрицы А равен сумме р \; ее ха- 
1—1 += 1—1 


Е рес 
рактеристических корней. Следовательно, с, = = \:. Поскольку харак- 
9-4 


теристические корни матрицы А” суть Ат, №... М, то вероят- 
ность возвращения системы в исходное состояние через т. единиц 


времени 


ъ 7% 
1 Л 
ит Др, 


=1 2—1 
16. ТЕОРЕМА У. Пусть экстремальное число Х принадлежит 
2% п 
пересечению М,— Мы с углом <>, > , причем п = 24 — 1 — нечет- 


ное число. Тогда Х порождает циклический п-угольник и может быть 
определено из уравнения 


о. о. 
Аа -- ВА, «>. 0, В> 0, «В =4, если Ех, — >, 


или 


й 4 
"= а-- Вт, «> 0, В>0, «-В=А если 6, >. 


1 я < 
Угиу.< а ей принадлежать не может. 
п — 4 


Доказательство. Пусть отохастическая матрица А имеет № 
характеристическим корнем. По теореме п° 5.3 в соответствующей цепи 
Маркова возможны в течение единицы времени лишь переходы из ©; 
в ©, или 6,... Следовательно, вероятность с„ оказаться в исходном 
состоянии по истечении т единиц времени равна нулю, если 2т < п. 


6 Известия АН, серия математическая, № 2 
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Итак, у 
пот = У т =0 (т< а), | 
и р (1) 
пот = У > 0 ((-+1<т<мп). | 
0 
Запишем характеристическое уравнение матрицы в виде 
АА Ра А-а, (2) 
Коэффициенты @а,,а,, ..., а, связаны с величинами о == У А 


рекуррентной формулой Ньютона 


$т = @ а + ата... 5, аш-т. (т=1, 2, ....,П). 
Из этих формул видно, что 
а, =0 (т< 4), | 
й ; (3) 
ат = 5 $т > 0 (а-+1<т< п). ) 


Уравнение (2) принимает вид\ | 
а 5 
ИА сне 5 4) 
Элементы а, произвольной стохастической матрицы удовлетворяют 


у» 
соотношениям ›, а; =1 (1=1,2,..., п). Эти равенства означают, что 
1—1 


1 является характеристическим корнем любой стохастической матрицы, 
в частности, 1 является корнем уравнения (4): 


ба база и "В @ль (5) 

Обозначим через О выпуклую оболочку точек 1, ^, ^*,..., ХИ". 

В силу (3), (4) и (5), ОС оО. Следовательно, О-— п-угольник, ибо 
ЛЕМ. Очевидно, что О содержит точки ^”, ^"*1,... и является 


циклическим п-угольником, порожденным ». 
р 2® 
Предположим теперь, что лЕ< ра >, где а-+1< рп. Тогда 
при обходе контура О против’ часовой стрелки его вершины распола- 


гаются в такой последовательности: 
1, Р.Х, Ре да, о, р ее юмор. 


По теореме п° 5.1, 
А ва) -Р | ВА", а 0, ВО, &--В=4, 
Т. е. 
АР=а-- ВА, а>0, В 0, «а--В=1. 

Следовательно, выпуклая оболочка точек 1,),.. .., ^Р-В переходит 
при умножении на \ в свою часть, что возможно лишь для р=п, 
а так как р<п, то р=п. 

Итак, 


= 2п 2п 
1 и, м | 
‹ — р, 
20 Если ЛЕ<-, о то №=а- ВА, «> 0, ВЫ 0, а--В=1. 


ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КОРНИ СТОХАСТИЧЕСКИХ МАТРИЦ 179 


2" 

а , 
обходить контур О против часовой стрелки, то порядок вершин окажется 
следующий: 


Остается рассмотреть случай, когда ЛЕ 2 >. Если при этом 


с ь 
По теореме п® 5.1, 
Хар, а>0,В>0, «+В 4. 
17. ТЕОРЕМА УТ. Если \ — экстремальное число, лежащее в пересе- 
2 


2" 
чении М. —Мь_, с углом < =) 1, Причем п = 24 — число четное, то 


Х порождает циклический п-угольник и удовлетворяет соотношению 
^}=&-- ВАХ, а>0, В> 0, «-В=1. 
Доказательство. Повторяя рассуждения предыдущего по, мы 
придем к тому, что характеристическое уравнение стохастической мат- 
рицы А, имеющей ) характеристическим корнем, имеет вид 
м а --1 
а Ааа... ав, 


6 
@. > 0, @4.,.> 0; .,.:, а. >0, аа... та, =1. (6) 


2® 4 
Отличие ‘от случая нечетного п в том, что для ХЕХ ен 
коэффициент а„ может оказаться отрицательным. Мы покажем, однако, 
2* 2“ 
что в нашем случае, когда Е < а ба => 0. 


Пусть аа <0. Тогда уравнение (6) можно преобразовать к виду 


Ь, №" 6 =е^-+ са... ба^", 


а 
5—0, В. >0, 6, 75, —1 0: =0 (84,2, -...4), Ха=ф. 


1=1 
Это соотношение означает, что отрезок прямой (1, ^"], соединяющий 
точки 1 и \", пересекает выпуклую оболочку Р точек *, **,..., №"! 
В силу условия ХЕ< =, РЕ >, №" принадлежит углу < 0, агё }. >, 
но ни одна из вершин многоугольника Р не попадает внутрь этого 


угла (фиг. 10). Поэтому, если отрезок (1, \"] име- } 
ет общие точки с Р, то ^"ЕР. Но если 


=ах-На, ^^... На", 
а: > 0, 4, > оао м 


ат" ПАСЕ Фиг. 40 
или 
7 —а Нал... +4,_.^”", 
то выпуклая оболочка точек 1, ),..., ^"* переходит при умножении 
на Х в свою часть, что невозможно, ибо ЛЕМ, .. Итак, а. > 0 и до- 
казательство теоремы завершается, как в предыдущим п9. 
6* с 


180 Н. ДМИТРИЕВ и Е. ДЫНКИН 


$ 4. Примеры 


18. В этом параграфе мы построим М, для п<5. Сделаем прежде 
всего общее замечание. Фигура М„ симметрична относительно действи- 
тельной оси, так как если Х— характеристический корень стохасти- 
ческой матрицы А, то и. Х будет характеристическим корнем А. Поэтому 
для описания фигуры М, достаточно описать часть этой фигуры, рас- 
положенную в углу < 0,*>. 

Как уже упоминалось, М, представляет собой отрезок действитель- 
ной оси, соединяющий точки`1 и —1. Из теорем ТУ и У следует, что 


М, состоит из отрезка [—1, 1] и правильного треугольника с верши- 
м аи 


нами в точках 1,63, е:3. Далее, теоремы ТУ, У и У! дают возмож- 


2 
ность построить пересечение М, с углом <0, 5п> и М, с углом 
4 
0: Г - . Определим недостающую часть М., лежащую в углу 


я 4 
< т, п>, и недостающую часть М, находящуюся в углу < 5 
19. Пусть число Х экстремально, принадлежит М, — М, и располо- 
2 
жено в углу < зт, т в Пусть стохастическая матрица А имеет Х 


характеристическим корнем. По теореме п° 5.2 А имеет следующий 
вид: 


НР 
2 оо “, В, и : : = 
д == 8, 0 0 а, и 2 0, 8: >0, ж--В:=1. 
а Во. 9 
Напишем характеристическое уравнение А: 
№=ЬЕА-/,^*, (7) 
где 
Г + а РСТ. В.В .В.Ва› 
&>0; 


= В.Вз Е В, Ва. 


44 = (8,8, — В,В.)* - Алана, > 0. 


Положим +4 =4с*. Выразим |, через }, ис и подставим в урав- 
нение (7). Мы приведем уравнение (7) к виду 


Заметим, что 


(2 — а) = 6 - с", (8) 
где а=ъ),, = ул. Отметим, что 
О<а<1, 6>0, (1—а)’'=ыМ-е. (9) 


3 
Положим теперь Х =”, причем з п < атвр < > г. Тогда агё р < агв “= 


= 4аго в —4т * и, следовательно, 


м =а- в, @>0, В>0. (10) 


* агр в обозначает то из значений аргумента числа. р, для которого выполнено 
неравенство 0 = агб в < 2м. 
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Подставляя \ =”, “=о-РВь в уравнение (8), получаем квадратное 
уравнение относительно р: 


2: `2 2 
(х—а-Е Вь)* = бе с*. 
Поскольку и, невещественно, дискриминант этого уравнения отрица- 


телен или равен нулю (если уравнение обращается в тождество), что 
приводит к соотношению 


Положим 


= А с03 0, =—^А зто; 2й < 


Воспользовавшись соотношениями (9) и неравенством Шварца, получим 
+ В=а-Ё В (с о0зФ-- зп 9) <а- ВИ е= 
=а-+ В (1—а) <а-+ (1—а) =1. (11) 
Условия (10) и (11) показывают, что р порождает циклический четырех- 
угольник 0. Ясно, что О =ь?О СО. 

Если «+8 < 1, то вершина р? при умножении на \ =” попадает 
внутрь О, что противоречит теореме по 5.1. Таким образом, «+В =1. 
Подставляя в (10) „= /^ и освобождаясь от иррациональности, при- 
ходим к следующему определяющему Х уравнению: 

я) = Вх = 0, В 0, хРВ=Ь 
20. Совершенно аналогично разбирается случай, когда экстремаль- 
А 
ное число \ принадлежит М, —М, и расположено в углу < тт, ">. 


Подсчитываем, что, если \ — характеристический корень стохастической 
матрицы А, то характеристическое уравнение этой матрицы имеет вид 


= А №, 1, > 0, В 4 >0. (12) 
Преобразуем уравнение (12) к виду 
Х (1 — а) = с, (13) 


где 


а=> |. =» = ИА. 


2 2 1 
Подставляем в уравнение (13) Х =”, где рЕ < ум, зп: 
(5 — ав) * = сы: (14) 
Замечаем, что 
= Вы @&>0, В>0 (15) 
и подставляем это выражение для в в уравнение (14): 
(2-Е (Ва) в) = ем. 
Как и прежде, заключаем отсюда, что «--В=1. Таким образом, и 
порождает циклический пятиугольник, и ^Х оказывается вершиной 
этого пятиугольника. Из равенства (15) получаем уравнение для 
определения »: 
Х (\°— В) = 9’, а > 0, В> 0, «-В=1. 
24. Результаты этого параграфа могут быть резюмированы следую- 


щей теоремой: 
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ТЕОРЕМА УП. Для п<5 М, будет объединением циклических 
К-угольников (Е < п). 

В заключение приведем чертеж (фиг. 11), схематически изображаю- 
щий фигуры М», М,, М,, М; и те части фигур М, дляп >> 5, которые 
нам известны. 


Добавление 


Все изложенные выше результаты могут быть без труда перенесен 
со стохастических матриц на произвольные матрицы с неотрицателл 
ным элементами. 

ТЕОРЕМА У111*. Нераспадающаяся ** ‘матрица А = (а; с неотри- 
цательными элементами эквивалентна *** матрице вВ, где р — макси- 
мум модуля тарактеристических корней матрицы А, а В — стохасти- 
‘ческая матрица порядка п. | 


Доказательство. В силу теоремы Реггоп’а (°) р является характе- 
ристическим корнем матрицы А, и все координаты соответствующего 


собственного вектора (51, 2.,...,21„) неотрицательны. Они положитель- 
ны, поскольку матрица А не распадается. Действительно, если бы х; =0 
цля #=р.,р.,..., р, и д: > 0 для $=4., ...,4., то, в силу равенств 


Иа 


а =, мы имели бы ара =0 для. баг, а б.н 


= 


* Теорема УШШ сообщена нам А. Н. Колмогоровым. 

** Матрица (а;;): называется распадающейся [ВотапоузКу (1), стр. 153], 
если индексы 1, 2,..., п можно разбить на две группы ри, рох, ..., РрИ 491,92,..:,@з 
так, чтобы Ярд, 0 ДлЯ а 5 


*** Эквивалентна, т. е. представляет то же линейное преобразование в другой 
системе координат, следовательно, имеет те же характеристические числа. 
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ть ааа ВВ ЕЩЕ ЕЛЬ ре 


РЯ 
Матрица С с элементами с; =а;} 1 эквивалентна А. Действительно, 
ки у 
ОЕ, вле 


п п 

и 

Кроме того, с;; > 0, и У @ = Хх а “=. Следовательно, С имеет вид 
1= = й 


#В, где В — стохастическая матрица. 

ТЕОРЕМА 1Х. Характеристические корни матрицы А порядка п 
с неотрицательными элементами принадлежат фигуре’ вМ„, где 
М, — фигура, изученная в $ 1—4, а р— максимум модуля характери- 
стических корней матрицы А. 

Доказательство. Для нераспадающейся матрицы теор@ма 
ТХ следует прямо из теоремы УПТ. Если же А распадается, то изме- 
нением порядка нумерации координат мы можем привести ее к виду 


О 01.0 

А Ао... 0 

эофооо оо ох $ 7 

Ак, Ах Ах.. $ . Акк 
где матрицы` А,,,А,,„, ..., Азь не распадаются. Отсюда видно, что каждый 
из характеристических корней матрицы А является корнем одной из 
матриц 4,,, А,,,..., Акк и ‚значит, принадлежит одной из фигурр, М. где 
е,— порядок матрицы А. а р, — наибольший из модулей корней А). 
Стало быть, подавно все корни А лежат в фигуре рМ,„, если р— наи- 
большее из чисел р.. 
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М. ОМГТЕТЕУ ана Е. РУМКГМ. ОМ СНАВАСТЕВТУТГС ВООТЗ ОЕ ЭТОСНАЗТЕС 
МАТВТСЕ5 


ЗОММАВУ 


1. п 4Ъе ргезепь рарег ме 1шуезйрайе {Ве зеё М» о{ сошр]ех паш- 
регз Х 1Ваф аге сфагас{ег181с го0{з оЁ а ]еазф опе зкосВазИс шах о 
\Ве!! лАв ог4ег. Тве шаш1х А= (а): 13 саПеё з$оВазф1с 11 а Из 
е]ететиз а;; аге поп-перамуе ап У а; =1 {ог еуегуй=1,..., п. 


1 
2. 1% 1: ргоуед т $ 1 №аё а пошЬег Х Ъ6]опез 40 М, ИН апа оу 
И \Феге ех194з а сопуех Ё-апом]аг ро]узоп (К <п) уе, Бешя гобаце@ 


18% М. ОМГТВТЕУ апа Е. РУМКИМ 


Бу аго»Х ап@ сотитасе4' \ИЪ соеН1слеть |\| аЪомё а сегалт ро 9 
{Ве рапе, 13 шаррей 10. изе{. ТЬ1з гези! епаез из 40 зе е@ешен- 
агу сеотетса] шебо@з 1п \е 1туезисамоп о! Мы. 

3. А пашЬег ^Х 13 саПе ехёгеша1 11 ЛЕМ,, Ба «ЛЕМ,, мЪеп- 
еуег & >> 4. То ощбаш М» 16 за 1сез $0 Пи Из ехтеша] пашЪегз. 1ш $ 2 ме 
отуе $Бе {оПоууте сопаоп {Таб 13 песеззагу {ог ехтешайу оЁа 
пашрег »: 

ЕОМРАМЕМТАТ, ТНЕОВЕМ. 5иррозе а ап едет питфег * 


& 1 3 : 
бе опа$ 10 М, — Мил. Ге 2=-^ < ао л < Жж Рт- . Гра зосйазис татх 


А о} Ше пай отаег йаз а сйагасетяйс тооё \, еп, Бу сфояптв а 
зицаМЙе питегайоп о} соот@тайез, А тау %е ри ат Ше рютт зйотт 
зспетайсаЦу 


Р р*+! 


чйеге а Фе @етептё$, ехсерё розяГу айозе феюопатв 40 йе р апа 
(р+ 1) # 4&а50па[$, аге зето. 

Тре гезаИз о{ $$ 3—4 аге согоПагез о! Ме Еипдашета] Тьеогет. 

4. Заррозе +$Ве роз 0{ а рапе 10 |е аззославеЯ “ИБ сошрех 
пашегз {1 а за] уау. А рапе А-апо]аг ро]усоп О 13 за 40 Бе 
сус11с, репегазе4а Бу а пишЬег в И О сое! 4ез уиВ 1е 
сопуех Ви оуег 4Ве ропиз 1, в, ь?, ..., в”, ... Уе ргоуе 1Ъа, их 
реопез 40 а сусс АК-апащаг ро]узоп (К <п), \№еп ЛЕМ,; сопуегзау, 
1 ЛЕМ,, ЪепХ Пез уйла а сус\1е А-апощаг ро]угоп, ргоу14е4а 

1) О<аге Х< = (Тьеогешз ТУ, У апа УГ) ог 

2) п<5 (Тьеогеш УП). 

'ТЬезе гезаз епаЪ]е пз 10 оБбаш 10е имегзесмоп о# М, \иВ 4Ъе 


гё210п бала. ап4 10 Чгаму ш 4еа| \\е рапе зез М,,М,, 
М., М; (зее Е1о. 11). 11 рагисшаг, ме зВо\ \4Ваб 4№е зесшепиз о! Ве 


та ати 

сие |^|<1 саб Бу 4е сБог@з [1, е”"] ава [4, е "] сошашт по 
ро1п4з 0 М». ТЬ1з геза6 15 аррИсае 40 &1е {Веогу о{ Матко#?з сва1ипз. 

5. ш Аррепалх {Ве гезаз о $$ 3—4 аге ежепаеЯ цю агЪитагу 
шай1сез \ИВ поп-песамуе е]ететз. У\е Бауе 

ТНЕОВЕМ 1Х. Сйагачетзис гооёз ор а тимх А ор те пай огаег 
®Ий поп-перайхе @ететз феопв 10 @йе зер М „, ‘уйеге р #5 йе талтит 
0] Ше тоаше о} спагасетзис гоо1з о} А. 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОСГЕТ1М ОЕ 1АСАРЕМ1Е РЕЗ 5СТЕМСЕ$ ОЕ [09855 


Серия математическая 10 (1946), 185—196 Земе таШеёта{аие 


С. Н. БЕРНШТЕЙН 
0 НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ \ |9 4% (5) 
). 
НА ОТРЕЗКЕ (—1, +1) 


Автор применяет свой метод определения асимптотического значения 
наилучшего приближения функций, имеющих данную особенность на 


со 
рассматриваемом отрезке, к функциям вида \ 1918 4$ ($). 
| |. 
1. В настоящей статье метод исследования наилучшего приближения 
| уг на отрезке (—1, 1) при помощи многочленов высокой степени п, 
изложенный в монографии (*), распространяется на функции вида 
со 
Аи) = \ [46 (5), (4) 
о 
где $ (5) — данная функция ограниченной вариации. 
При этом нужно, чтобы существовала такая определенная постоян- 
ная А >> 0, что 
Ев [7 (9)] ва” 
А. Я 
ИУ по (А) 


где 
А 


дл (у)= и 4% (5). (1533) 
о 
Таким образом, в дальнейшем, при выводе асимптотических формул для 
наилучшего приближения мы можем ограничиться рассмотрением функ- 
ций вида (1 13). 
Этому условию удовлетворяет, например, функция 


со 


24а 
тЫ ь 


а 
где а >=0, 6>0, когда ш|у| < 6 (что, в частности, выполнено в проме- 
жутке —1<у< +1). 
Действительно, 


( . я 
2 \ о 


а 


р (3) 


где А > а; но из классических теорем следует, что порядок наилучшего 
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вы выше порядка наилучшего приближения ‚— ГР 
Б— 1 |У| = 


Ниже приближение функции (2) будет подробно исследовано. 
Кроме того, функцию $ ($) подчиним условиям: 


приближения 


(В) $ ее|446)1-50 = | 


0 
при и > 0 близком к нулю, где а > 0 — какое-нибудь определенное число; 


1 
(С) существует такое значение р < -., что 


Е„ [7 (4) > е-" 


для достаточно больших значений п. 
Воспользуемся соотношением [(*), стр. 98, формула (48)] 


— 2) (2—1) 


(1—2) РТ, (т 21° —2) Ти (2) 


42, (4) 
где Т, (2) — многочлен Чебышева степени п, а Ри, (2) — соответствующий 
интерполяционный многочлен. 
Делая замену 
1—х= 2, 


и полагая т = 2п, преобразуем формулу (2) (учитывая, что Т„ (1 — 2у?) = 
=(— 1)” Т»„ (у)} к виду 


- в_ р» __ (дп 3 $ \ С 243 (2—1) 142 . 
2 [у Ё т, $ (у)= (—1) ыы а (у) \ &—1+ 29) Т, (2) , (4 13) 
где Ри, (у) =Р»,з (1—2?) —четный многочлен степени т относительно у. 
Умножая обе части равенства (4 13) на 4$ ($) и интегрируя по $ от 
0 до А, получаем 


А 
-- си Иная (5) а 
МИ 4$ (5) — О (у) = Еее" (#1253) Т, (2) 


т» 
не 1) . Ч С(у), (5). 


А 
где Ом (у) = \ А есть многочлен степени т по у, а С(у) об- 
| 

означает соответствующий двойной интеграл. . 

При достаточно больших значениях п С(у) имеет смысл в силу 
условия (В). 

Для вычисления асимптотического значения С (у) произведем замену 
переменных: 

8-- и 2—1 = с; 
тогда 
=е- = Е НИ | 


__ (<— 1)? -- дву? 
ий 
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откуда 
А ® 2311 п (8-1) ыы ао 
в(=4\ ОЕ ) : (6) 
01 [(° — 1) 4092] в* =. 
и применим формулу [(:), стр. 92, формула (37)] 
со ®(@ 
\ (2) 9" (2) 4" ® \ е @) р (а+ „) Чи, . (7) 
0 ы 


которая имеет место при условиях: 


со 


1) \ 1 Е (2) $" (2) | 42 имеет смысл при достаточно большом #й; 
а 


2) существует некоторый определенный произвольно малый интервал 
(а, а--«), где ф(2) и ее производные первых ‘двух порядков ограни- 
чены и, кроме того, ф(2) 0, $’ (2; < 0; 

3) вне промежутка (а, а--“) 


1$ (2) | < +(а- а); 


1 
4) существует значение р < 5. такое, что 


( 9% р (а + =) ди 
$ п 


при п достаточно большом. 


>е" 


й 
В данном случае $(5)=-. и первые три условия всегда выпол- 


няются; 


г аще 0-54) а ($) 
ЕР (5) =4 . 
Це еани я (1+) 
Тогда (т=2п) 


С = \ (о Ро) ое р (1+) = 
1 0 


чи (2+ уе? а 
СО 6-8 


со 9 А 
4 и $11 75 281 01 ($) 
Я ся р р 4? \ 710281 (8) 
еее») в и. 0 
0 


при условиях (В) и (С). 
Отсюда, обозначая, вообще, через р„(/(у)) разность между функцией 
71(у) и ее интерполяционным многочленом степени т, соответствующим 
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_ узлам дао == т (&=0,..., т—1) и х.=0, получаем при сде- 


ланных выше и а, (В) и (С асимптотическое выра- 


жение для (5): 
„(уучаньу) =} уе, = 
0 о 
А Ти ( ее у | (9) 
(ее) (у а 
где 


А 
Ф (и) = \ 31 5 и*8-1 4 (5). 
о 


2. Приложим полученный результат к функции (2). Как уже указы- 
валось, условие (А) вдесь выполнено и, следовательно, достаточно найти 
асимптотическое значение наилучшего приближения для функции (3). 


В этом случае 


$ (=) -з\ вп (№) ема-9 8, (10) 
Ф (=) Нав [ (=) (к соз га - 2 з ка) — 
№ (у (ксозтА- К знькА) Я (10 в) 


и 
причем последнее равенство справедливо, когда К = — п и. > 0. 
со 


Разобьем \ в формуле (9) на два слагаемых: 
0 


со 2шт со 
о 
0 0 2]пт 


и 
Подставляя значение Ф (=) из формулы (10) и полагая т достаточно 


\ 
большим, чтобы и?-1<е * при и>2 шт, находим для второго сла- 
гаемого оценку 


|х 1 С и \2а-1 
- те — е-ч 4 
(ее) (4+ м ь \ т - 
тзуз шт 
2 пт 
м ее 
4 е ? аи 2 
— р таа-2 ^ риа ° (11) 
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2]пт 
Пользуясь для вычисления первого слагаемого \ формулой (10 Ъ1в) 
0 


и Учитывая, что, как сейчас увидим, порядок его ниже, чем а 
т 


получаем 


Рт (о ле аз) = "8 и. 
шт 


и $ и \?А- 
(;) (пс03 ла -- 2К п ла) — (=) (п созжА -|- 2 зш пА)е"а-4) 
42-1 п?) (е® — 
(42 -| п?) (ее › (+ а ‚) 


пт 
‚4 За - 
0 т, (у ) (=) сов ха оды ка) 6 
(аа па) (е* + е—) (+ ) у 


аи > 


Предположим сначала, что а — нецелое число: а > [4] > 0. Тогда имеем 


2 шт 
2а—1 . о ! 
и у нь ОНИ 
и? К? -|- дз ся 
го) Я 
2]п т ь п 
и2а-—1 811 ла (= с па А 
== аи = 


(ее) (я ) 2 (вт 


211 т 211 т 


= и? 1 311 па = __, 811 па и29-1 п. Вина 
(ме) (не из р “ши (ме) ее (1+7) в , 
у и 


т?уз 


72 
лючением промеж ( 
так как ое за исклю р утка (= те ). ‚ в котором 
Е 
шт >1и 


4 


п 

2а—1 к Е ЧЕль Ве. 
\ > 4и = 2а (п т)° ° 
0 


Таким образом, 


рт (2 руреема- ая) ыы ат Ти (9) Е - (2) 
2 ее (1+7) 


Сравнивая эту формулу с соответствующей формулой для ри (| У |*^) (*) 
заключаем, что асимптотическое значение наилучшего приближения для 


функции т отличается от асимптотического значения наилучшего 


4 
2 ый 
приближения функции | у“ только численным множителем т: 


Е [ АТ | = Ве Ен [9] `(©>0, (а>1[“]>0). — (43) 
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Если а > О— целое число: а = [а] > 0, то, применяя то же вычисле- 
ние, находим, что . 


2491 аи 


и _ ее В Е Е 
РБ шт аи 0 о г. у 
0 


ту? 


так как псоз па -- 2К з1п па = т. 
Таким образом, в этом случае порядок наилучшего приближения 


[у |2° а 
Ет | равен зат т) ° 


3. В случае а=0 условие (В) соблюдено, и, так как попрежнему 
со 2ш т 


порядок второго слагаемого \ выше порядка \ ‚ находим, что 


21 т 
(т = 2п) 
2 т 
Рт (=) = 4)" 27, (9) | НИИ 
, мне (1+ джр) и (шт — ши) 


‘ Этит 
Разбивая \ на два слагаемых 


0 
2тт а 


2п т 
в: 


замечаем, что 


2 т 


4и "РО 
к, (= я . 
(еее о са) ити — и) 


а 


1 
, 
те 


В самом деле, 


если &-—> 


где =—>0 при т->о>. 


шт 2 т 
да т 


\ < \ 4и а 1 
2и (шт — ши 2 Шшт-Ши 


а 


а Пе ке 1 1 т 
О ИИ о > 


7 — па-- шшт-Ш2 г — ша--ш шм-+Шшз в. Л 
—_2(шт-—-шшир— №2) (шт— ша) `2шт(шт—шшат-ш2)— (тж) ; 


так как шо = о (тт). 


4 
Таким образом, полагая «=-——., имеем 
(11 2%) 
1 


а у 
Ден ка 
(ат) 


= 12т, "® | ыы ИС 
(и я) и (пт — ши): о > 
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где е„ (у) <е„ при |у!<1 равномерно стремится к нулю при т-—> оо. 

Обозначая через Е» [}(у)] наилучшее приближение функции Р (у) 
в промежутке (—1, +1) при помощи многочленов степени т, обра- 
щающихся в нуль при у=0, заключаем непосредственно из фор- 
мулы (14), что 

1 
(10т)2 Га 


Ен [ши | < \ Ее 


1 1 
— вм - (шт)? Шт‘ 


(15) 


С другой стороны, применяя обобщенную теорему Валле-Пуссена, 
легко проверить, что 


/ & 1—5/ 
Ем [ 5-11] > ви’, В 
где =„—>0 при т—> со. Действительно, 


4 
(10т)? 


27 (9) | я = 
тей 3 = ее 2 
"+ › (1+ жал ) ба. ши) 
й 
1 орт а 
=2т И 
ар (: и :) и (шт — ши)? 
где ОИ, Зи. Таким образом, множитель при Т» (у) равняется 
1 ди (у) 
тт ит: шт ? 


где 8. (у)-—>0, когда |у|>= Следовательно, по формуле (14) 


тшт * 


а & 
разность ри 5— ши] получает асимптотически значение ий с. после- 


т т 
довательно чередующимися знаками в -> --1 точках ук=008——, где 


ИА (сов == (- 1)^, & =0, 1, Я, и в. точке о. так 


2 тшт ? 


как в последней точке 


Т 1 а ыы п те ее 
"(ши ) = 008 т аго паи СОВЫХ тт ее 
т 


=(—1)' с0 т агозт =——_ == ( — Вы сов =(—1)*. 
Отсюда следует (16), а из (15) и (16) заключаем, что 
/ й мл 1 . 
Ет | р. и» 


Формулу (14) можно также использовать для определения асимпто- 
й 


И 6 Для этого заметим сначала, что 
6 — Ш] у| 


тического значения Е. | 
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вследствие легко проверяемого неравенства [(2), стр. 61] 
1 т, 
Е, (2) > 1 Е. 1 @). 


Мы покажем, что в данном к. асимптотически справедливо и обратное 
неравенство, так что 


"т [ шт | = 2% [ +=ыт5 | “вт. (8) 


>_› замечаем, что (т=2п) 
1 1 

Е [ утка ] =2Ел [ раза | = 

2 


ГС НЕ а еЕУь 
[4 - 242)? —1] - [1+ 22 УЦ +24? 1]" 24? (4241) [а-+ Уа"+1]” 


Для этого, делая подстановку у 


Нс наилучшее приближение 


—шу| АСИмптотически равно, 
формулы (14), наилучшему приближению 


у?а Л 
АТ @ 9 (е*е*) (+ =) и (шт — ши} («ая») 


которое не больше, чем интеграл от наилучшего приближения под- 
интегральной функции; но вследствие формулы (19) 


из и 
Е Е . ]- =Ет па Гт эт (= ') г) 


у? 25 ие 


вследствие 


ЕЕ-И чину, 
НЕА 


так как |и|< (в = 0; и окончательно получаем, что интеграл от 


наилучшего приближения подинтегральной функции асимптотически 
равен 


\ аи . 
ь (е*-е*) и (шт — ти} 
0 


Следовательно, асимптотически 


1 1 
Ет [5 = |< 2 шт 
Таким образом, равенство (48) доказано 
Делая замену переменных у= 


>, мы получим приближенный много- 
член степени п относительно х в Е (—^, + ^) для функции 
1 


-ш 5 


‚ подставляя -. вместо у в соответствующий приближенный 
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многочлен для функции в промежутке (—1, -+- 1). Отсюда’ сле- 


ры 
5 —ш|у| 
дует, что наилучшее приближение на любом отрезке (—^, + ^) для 


1 
нкции —————, где л<е е : же 
функц 5 -ш|у|? ГА <, также асимптотически равно т 


Ч 
И вообще Е [ще ] - наил чшее п Е: 
ще Ё ЕТ: ‚В учшее НИ У 
на отрезке (%, В), где В > 0> хи — ш |у| > О— асимптотически равняется 
1 
2шт° 


Полагая у°’=, находим, что наилучшее приближение Ё„ [= ] 
9 — х 


1 
в промежутке (0,1) равняется 52» Откуда 


Е, [ 5ир} 04 | = 


25 — п & Шт} 


длина промежутка, так же как и в предыдущем случае, не играет роли 
(лишь бы он не включал других особых точек рассматриваемой функции). 
Переходя к периодическим функциям и обозначая черсз Е* [1 (6)] 
наилучшее приближение }(9) при помощи тригонометрической суммы 
порядка п, выводим отсюда, что 
Е. й 1 
|5 = -, если |а|<1 


— 1 | с038—а||  2№Шшп 


* 1 Ы—^ 1 О 
Е» [5-я | биж; 


но, как известно, Е; убывает в геометрической прогрессии при а > 1, 


так как п | соз@—а| регулярна тогда при всех вещественных 0. 


Поступило 
13. ИП. 1946 
ЛИТЕРАТУРА 


1 Бернштейн С. Н., Экстремальные свойства полиномов, М.—Л. 1937. 
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$. ВЕВМУТЕГМ. ЗОВ ГА МЕПЛЕОВЕ АРРЕОХТИАТ!ОМ РЕЗ РОМСТтО М5 
со 
\ |у [4$ (5) зов тв ЗЕ@МЕМТ (—1, 1) 
0 


ВЕЗОМЕ 


1. Зов 
А 


1) = уе аФ6), 1.4) = 1946), (1) 
0 0 


ой $(5) езф ипе {опсйоп аоппёе & уамайоп Богибёе (ромг у<А). Зирро- 
301$ Че раз да’ 6х1 йе ипе сопуаще А > О 1ее де: 


ЗЕ ИЕ 
М — 
де 
е 1 
| 27| 46) 1=0][ ЕН (В) 


0 


роиг и>0 аззез реш, ой «> 0 езь ипе сопзбаще аоппёе; да’ ех1зе 


ипе сопзбаще р 5 {ее диае 


Е„ [1 (у >=“ (С) 


ройг п аззех стгапа. 

Рапз сез сопаИлопз, еп 961 папё раг р„(/(у)) 1а Ч6гепсе епёге 
1(у) её зоп ро]упоше пиегро]ацеаг 4е 4естё рат т=2п соггезропаат 
аих пое@з: ух, ой Ти (ук) =с08 т агс с08 ук=0 (К =0,1,..., т—1) е 
т = 0, оп а ип{огтётепь 1’62а] 6 азушрюйаче 


со у 
— 4» УФ Е аи 
ба (у = ААА (9) Е, (9) 
не (ия 
ой 

А 

Ф (и) = \ и? -151п п а ($5). 
о 


2. Еп аррИ4иаць 1а Гогише (9) & 1а {опсмоп, Аа6Ёче раг 1а Гогиище 
2 Е 1 г | 2а 
2 [уе =, (3) 


ой 6 > 0, а>0 41 ез& уааШе рочг |у| < е? (еп рагсиПег, ройг |у |< 1), 
оп (гоцуе 4’аБогА аще (т = 2п) 


БУВ ГА МЕНЛ.ЕОВЕ АРРВОХ1МАТЮМ 195 


© шт 
в (2 пуева-9 4) «СТ, ы | Е 
а О (1+) 
еп розапь К=6— Ш... 


Еп заррозаюё 4’аЪог4 але а >> [а] > 0 езё ип пошьге роз ччеюопале 
поп епйег, оп Ч64иц де 1& ча’ еп се саз 


[у [24 _,(—1)° 4 вт ла © и?а-1 ди 
Ри Гы [У | = пт? шп т Ти (у) \ и? ^* (12) 
$ ЕО 


Еп сошрагап& сеЦе {огище ауес 1а {огище соггезропдате роиг ри (| у |") 
9401 пе 41Неёге 4е 1а Гогище (12) дие раг [?’а`зепсе 4и Гасбеиг _ 10и$ 
ец сопс]аопз дие 


Е т | Е у] (6 > 0, а> [а] >0). (13) 


Рапз 1е саз, ой а=[а] > 0 езё ип епМег роз, оп оЪМепь раг ип 
са1сп] апа1озие 


А 


3. Те саз, ой а=0 6хве ип 6хашеп ‘зрёсла|: 1ез сопайлопз (А), (В), 
(С) зопф епсоге гетрИез, её оп Абди 4’афога 4е (9) де 


2ш т 


неа я о 


Ш”. 


её епзаЦе еп офзегуапь дие (де! дие зощ у) 1а уа]еиг азушройаие 4е 
1пёбота!е ай зесоп@ шешЪге пе свапяе раз, з1 1а Пшие зарёеоге 4е 


р и 2 Е 
?1и66ёота]е езЁ гешр]асё раг Их) ‚ оп оЪИеп% 1а Гогише 


т 
в" (=втл,)= 
1 


(шп т) 


(вт \ 5 НО "=, (44) 


ой [ел (У) 1 < ви {еп ипйогиётете уегз 0 роиг |у|<1, 1югзаче и —> со. 
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Оп сопс1а& 4е 14 а’аъога дие 


Ва [== |=, (17) 


ой Еш @Чёз1впе 1а шееите арргохиваНоп раг 4ез ро]упошез 4е дестё т 
з’аппа]ацё ройг у=0. 
Оп Чбётопге, епйп, де 


Е [ ту |= 2 Е» [5=ш-эт | “аж (18) 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИЙ НАУК СССР 
ВУЕЕТ!М ПЕ ТАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ ОЕ 10655 
Серия математическля 10 (1946), 197—206 Зег1е та{петацаце 


Б. М. ГАГАЕВ 
0 НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ* 


{Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Рассматривается вопрос об отыскании ортогональной относительно 
4 (=) системы функций, производные которых образуют ортогональную 
относительно р(л) систему, где р(х) и 9(х)— данные функции, непре- 
рывные и неотрицательные на отрезке ортогональности. 

В работе (*) я доказал, что единственной системой ортогональных 
функций инвариантной (до постоянного множителя) относительно диф- 
ференцирования, если только она содержит более четырех функций, 
является тригонометрическая система 


1, с0вх, зтх, с08 2х, зт2х, ... (1) 
Б. Гнеденко показал (*), что мною была пропущена система 


с03 — хи аи. 28° (= 0. 1.2...) (2) 


являющаяся также инвариантной (до постоянного множителя) относи- 
тельно дифференцирования. Употребленный мною метод позволяет также 
доказать, что системы (1)‘`ы (2) являются единственными системами 
ортогональных функций, производные которых содержатся в данной 
системе, или которые содержатся в системе, образованной производными. 

В связи с этим возникает следующая более общая проблема, поста- 
вленная Н. Г. Чеботаревым: отыскать ортогональные относительно 4 (7) 
системы функций, производные которых образуют ортогональную отно- 
сительно р(2) систему. Как обычно, предполагается, что р (2) и 4(5) 
на отрезке ортогональности [а, 6] непрерывны и неотрицательны. 

В настоящей работе доказывается, что при некоторых предположениях 
такая система является единственной, а именно доказывается следующая. 

ТЕОРЕМА. Система ф„(х) ортогональных относительно 4 (2) функ- 
ций, производные которых образуют ортогональную относительно р (т) 
систему при условии, что производные образуют замкнутую систему, 
а система ф‚ (2) содержит единицу, причем 


— [2 = | 4.0.1} 


непрерывны, р(т) и 4(х) обращаются в нуль лишь в конечном числе 


1 . 
точек и 28) с интегрируемым квадратом, является системой, удов- 


* Выражаю. благодарность С. Н. Андрианову и Е. Д. Меньшову за ряд ценных 
‚укаваний по поводу различных деталей настоящей работы. 
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летворяющей дифференциальному уравнению 


25 [ 22) 9 ] +2, 9 (2). (2) =0, _ @) 


где \, — некоторые постоянные числа, и словию 
п , 


а т а т 
ео ) =р(х р * “вы 2) еб! (4) 


х=а 


р-ты 


Ортогональная система, удовлетворяющая всем этим условиям, 
будет единственной, если р(х) в точках а и 6 не обращается одно- 
временно в нуль или если обращается в них одновременно в нуль, то 
имеет вид (х—с)*Е (х}, где «> 0, Е (5) непрерывна при х=с, Е (с) +0 
и с равно одному из чисел а или 6.* 


а х 
Для доказательства теоремы предположим, что о образуют за- 


мкнутую ортонсомированную относительно р(х) систему, система $, (5) 
содержит единицу, а ] (5) — произвольная непрерывная функция, имеющая 
непрерывную производную и удовлетворяющая условию 


(а) =] (5) =0 
Пусть разлозкение }(5) по системе ф„ (5х) имеет вид 
У, аи фи (<) **. (5) 
#=1 
Очевидно, 


а, = \ ра) (2) 95 (2) 4 = 
= (2) в) т (®) ‚— \ Ре) 15 [р (а) вы (9) 4 = 


== 1 (2) * [р (2) $ (2)] 42. (6) 


а 


Легко показать, что ряд 
р @п [Фо (х) АО (а)], 


полученный интегрированием ряда (5) по какому-либо отрезку [а, 2], 
равномерно сходится к (5), если интеграл 


8.3 
©. 
8 


р (2) 


* Величина‘а имеет вообще различные значения для с=а и для с=. 
** Мы предполагаем, что ф„ (2) образуют нормированную систему. Тогда система 
функций $ф„ (2) вообще не будет нормированной. 
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существует. Действительно, 
ВУИ (ед Хуан (а) ] 4 < 
а п=1 
ь т ь 1 
<[\ р [7-Х], 


откуда вследствие полноты системы ф„(х) и следует справедливость 
утверждения. Так как ф„ (2) образуют ортогональную относительно 4 (2). 
систему, содержащую единицу, то, если Ф„ (2) = 1, 


[и 
{1 (2) 4 (2) фи (2) 4х 


а == 


п Г › 


} 9 (2) [Фи (=)]?° 42 


или, положив 
[о 


(а) Ге (г) ==, 
получим 
ь 


ан \ / (2) 9 (2) $, (2) ах. 
а 
Следовательно, на основании (6), если ф„(2) не равно тождественно 
единице, имеем 


Ре {#2 [рб а] од (е) } @е=0. 


(4х 

В силу основной леммы вариационного исчисления 
а аи 
8 | Р(2) *® | + 1,9 (2) 9, (2) =0 (1) 


всюду на отрезке [а, 6]. Если теперь ф,‚ (2) равна тождественно единице, 
то она удовлетворяет уравнению (7) при №, =0. 

Итак, системы, удовлетворяющие условию теоремы, удовлетворяют 
уравнению (7). Но если функции Фф‚„ (2) системы удовлетворяют уравне- 
нию (7) и ортогональны относительно 4(5), то при П-т и для 


Фи (2) +1 


ВЕ 


р) т |, ра а 9 а. (8) 
Отсюда, вследствие ортогональности производных ео относительно 
р(1), получаем (п = т) 

р (2) 9 (2) "| рт) (в) 0. (9) 


Если же ф„(5)==1, то равенство (9), очевидно, также справедливо. 
Изучим граничные условия, которым удовлетворяют функции ф, (7), 
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удовлетворяющие условиям теоремы. Так как по условиям теоремы 

система 9„(7) содержит единицу, то, полагая в (9) ф„ (1) =1, получаем 
а 

-- = ре) — и ые О. (10) 


х=Ь х=а 


(2) —" 


Равенство (10) вместе с (9) дает, что или все функции ф„(2), кроме, 
быть может, одной, удовлетворяют условиям 


Фит (6) — фи (а) =0, (11) 
или же при всяком т 
ат а 
ро т р) = | =0. (12) 
Но условия (11) противоречат предположению замкнутости системы 
49т (2) 
о (13) 


так как в этом случае функция 


1 

е (2) = —- 
(2) Р(2) 

ортогональна всем функциям (13), кроме, быть может, одной, относи- 

тельно р(2) и, вследствие замкнутости системы (13), она содержит 


1 
функцию —— *. Следовательно, система $„(х) должна содержать 


Р (2) 
функцию 
С- м Р (2) к й: 


гдё С и С’— некоторые постоянные величины и С’ + 0. Но тогда второе 
условие (11) дает 


С а 
ото 


что невозможно вследствие постоянства знака р (г). 

Докажем обратно, что всякая система $ф,(х), состоящая из всех 
функций, удовлетворяющих дифференциальному уравнению (7) для 
каких-либо \„ и условию (12), ортогональна относительно 4 (5), содержит 
единицу, а система (13) ортогональна относительно р(х) и замкнута. 
При этом мы будем предполагать, что все числа \„ различны. 


ах, (х 
Ортогональность систем ф„ (5) и и непосрецственно следует из 


уравнения (7) и условия (12). Докажем, что система (13) замкнута. 


1 
* В самом деле, а. ортогональна относительно р(х) ко всем функциям 


49т (2) 1 
с“ т - то, где то - некоторое определенное число; то 2(>) = 
4% т, (2) а 
ОИ Фт (2) 4 
0 г. + № Ол а ‚ где С»=0 для тт. Тогда я 
т=Ето 
_ сть ®). 


ах 
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Система 9„(х}, как состоящая из всех соботвенных функций 
самосопряженного уравнения (7), удовлетворяющих условию (12), за- 
мкнута. Если бы система (13) была не замкнута, существовала бы такая 


функция ф(52) с интегрируемым квадратом, не равная тождественно 0, 
что для любого п 
|2) 


\ (2) $ (2) = аж, (44) 
Пусть 7 
( $ (=) 2 =, (а). 
"Тогда 


ред 9 а. ах = р (1) $, (1) - (=) 


-\ 4 (2) 2 [ 22) “| аз, 


откуда на основании (7), (12) и (14) 
[о 


Ан | $. (2) 9 (2) 9. (2) 42=0, 


т. е. $, (2) ортогональна всем функциям ф„ (2), не. равным тождественно 
единице *, что вследствие замкнутости этой системы невозможно, так 
как ф, (4) =0 и, следовательно, $, (2) не может тождественно равняться 
единице. 

Докажем теперь, что каждому значению )„ соответствует не [более 
одного решения уравнения (7), удовлетворяющего условиям (4), условию 


Гр 2) [Ф» (2)]* 41 <- с и имеющего вид (2 —а)м }, (2) и (2— 6) }, (2) 


соответственно в окрестностях точек х=а и =, где а, и а, — посто- 
янные числа, а }, (5) и }, (2) — непрерывны и имеют непрерывные произ- 
водные соответственно при х=а и при х=ф, причем } (а) +0 
и }, (5) = 0. 


Если не имеем одновременно 


то все функции’ системы удовлетворяют по крайней мере одному из 


условий 


4$ (2) 


а 4$ (2) 
ах т 


х=Ь : ах 


О, (15) 


х=а 


а именно эти условия удовлетворяются для той точки из а, 6, в которой 
р (<) +0. Пусть, например, все функции удовлетворяют условию 


== 0. (16) 


* Если $ (2) +1, то А, = 0. 


2 Известия АН, серия математическая, № 3. 
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Если бы для некоторого ^„ существовали две различные функции, 
удовлетворяющие уравнению. (7) при данном ^„ и условию (16), то 
общий интеграл уравнения (7) удовлетворял бы этому условию (16), 
что невозможно. 

Рассмотрим случай, когда одновременно 


Р(6)=0, р(а)=0. 
Пусть 
р (2) =(2—65)*Е (т) (&>0), 
где ЕЁ (5) непрерывна при х=фи В (65) 0. Положим 
Фи (2) = (2— 8 И (5), 
где Р„(2) непрерывна, имсет непрерывную производную при х=Ь 


и Е, (5) =0. 
Тогда из существования интеграла 


ОНИ 


а 
следует, что 
фаь 


ре. (17) 


Предположим, что существует второй интеграл %„(2) уравнения (7) 
линейно-независимый от ф, (1). Тогда, по предположению, интеграл 


[и 
(2) №» (2) аз (18) 
существует. Кроме того, ь 
%и (2) = (#— 5)", (т), 


где 1— постоянное число, @„ (2) — непрерывна и имеет непрерывную 
производную при & = 6, причем 9, (6) + 0. Тогда из существования инте- 
грала (18) следует, что 


1—« 
Пат (19) 


Но, положив 


Ч» (2) = Фа (2) \ ол (2) 42 * 
| 


для значений 1, близких к 6, найдем из уравнения (7), что в, (5) Удс- 
влетворяет уравнению 
4% (2) 2 4%» (2) 1 ар (=) № 
О Че К ое 9 
Следовательно, 


1 


еле. 


* Так как функции $„(2) и $„(=) входят в доказательство равноправно, по 
не уменьшая общности, мы можем предположить, что 1 > В, а тогда отношение 
4» (2) _ 
Фи (=) 
х<и достаточно близких к 6. 


ий 7-8 9 (=) . 
же (2) Имеет суммируемую производную „(=) во всех точках 
я 
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где С — постоянная величина и 
< 
9, (2) =С-% (2) \ И) 
: ке у Р(2) [и (2)]* 


Отсюда {=1—В—ч. Но тогда неравенство (19) дает 


ОЕ, 


что противоречит неравенству (17). 


Следовательно, уравнение (7) для любого »„ не может иметь двух 


линейно-независимых интегралов, удовлетворяющих условиям (12), для 
которых существуют интегралы типа (18). 


Нетрудно показать, что входящие в условия теоремы требования 


замкнутости системы $,(5) и содержания единицы в системе ф„ (5) 
существенны. 


Действительно, пусть система ф„ (5) не содержит единицы. Подберем 
постоянные С„ так, чтобы система 


п (2) = 2 (1) я Ст 


была ортогональна относительно 4 (5). 
Если $, (1) нормированы, то, положив 


ь [и] 
\ч(2) ел (2) Че = он, (2) 4==В, 


из условия ортогональности о, (1) и ®„(5х) находим 
Стат -Е С бл -- ССВ =0 (п = т), (20) 
причем так как система ф„(х) не содержит единицы, то по крайней 


мере одна из величин ви = 0. 
Предположим сначала, что для данного т 


“т -Е С ив 5 0, 
Из (20) находим 
ЯдО т 
енота ИО 
Точно так же 
[6 ‚ арСт 
а 


Подставив значения С, и 65 в соотношение 


Саар -- Ср ++ С.СВ=0, 
получим 
г 251%рС т (т "т Св) ЕВ бас, =0. (21) 


9 
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Равенство (21) удовлетворяется, если 
2ат 


С®=0. или Си=—-у. 
| 


Так как о„-0, то второе значение С„ также не равно нулю. Следо- 
вательно, для этого значения Ст 
9: п (х) + Фт (1). 


Но если положить 
2 ат 


З ; 


с„=- 


то 
вт -Ё Св = — ат Е 0, 
что оправдывает сделанное вначале предположение. 

Легко показэть, что полученная функция о„(х) не только не равна 
Фи (2), но не может равняться и никакой другой функции ф„ (2). Дей- 
ствительно, предположим, что при каком-либо п 

Фит (2) = Фи (2). 


Тогда на основании уравнения (3) 


д [рт | + ^,4 (#2) 9 (2) =0 


а ат (т 
в [р (0) =] + ,4 (2) @=(®)-+С:]=0 
Вычитая из второго уравнения первое, получаем 
ое №) Ч (5) Фит (2) Е ^.С па (2) а 
Так как 9(х) лишь в отдельных точках может обращаться в нуль, то 
вследствие непрерывности ф„(х) получаем, что всюду в [а, 6] 
(^, ка Ат) Фт (*) нЕ Ст =0, 
т.е. Фи (1) =с003(*, что невозможно, так как по предположению 
система ф‚ (2) не содержит единицы. 
Итак, если система фи (х) не содержит единицы, то наряду с систе- 
мой фи (1) и система функций 
2“ т 


т (5) = Фт (*)— м 


ортогональна относительно 4(2), а система их производных ортого- 
нально р(2), причем по крайней мере одва из функций ®„ (5) не равна 
ни одной из функций фи (2). 

Если ф,„(х) образуют замкнутую систему, то и о (5) образуют 
замкнутую систему. Итак, если отбросить условие, что система фи (2) 
содержит единицу, то искомая система не будет единственной и может 
даже состоять из функций, не удовлетворяющих уравнению (7) ни 
при каком значении Х. Например, если р(1)=9(51)=1, то система 


со д, пе (п=0,1;2;...) в (22} 


* В этом доказательстве мы предполагаем, что каждому значению АД, соответ- 
ствует не более одного решения уравнений (7), удовлетворяющего условиям (4). 
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и точно так же система, образованная из ее первых производных, орто- 
гональна для отрезка ортогональности [0,2*] и замкнула. 
Наряду с системой (22) этими свойствами обладает и система 


НН и 2 8: 2п 4 Е 2 
2 (2% - 1) л’ 5 (21-1) т° 


Точно так же, если система фи (5) не содержит единицы, то она может 
состоять из функций, удовлетворяющих уравнению (7) и условию 


р (2) 9 (2) и ® |, р() Фа) ® | _ 0. (23) 


х=а 


Но условию (23) могут удовлетворять различные системы функций, 
например системы, удовлетворяющие условиям 


фл (5) = фи (а) =0, (24) 
или условиям 
Фи (5) =ф, (а), р(х) 
или же условиям 


— —— = р (х 2) ее (=) с (25) 


х=а 


а х ке 2 
Зы) | 49|, ра, (в) = ра) (а). 


Так, при р(1)=9(52)=1, а=0, = условиям (23) удовлетворяет 
система 


пох (п=1,2,...), (26) 
условиям (24) удовлетворяет система 
{, сових, мах (п=12....). (27) 


Система (27), хотя и содержит единицу, но система, образованная из 
ее первых производных, незамкнутая и может быть пополнена едини- 
цей. Этот пример показывает, что требование замкнутости системы 


а х 
не является существенным для справедливости теоремы. Так как 


система (26) не содержит единицы, то, исходя из нее, можно построить 
систему 


по 2- ал : 


Последняя система состоит из функций 
9 [4+ (—1)"*1 
Е. [9+ (—1) |. - 


2 пп 


810 
Если система ф„(х) не замкнута, то система ф„(2) может состоять из 
функций, удовлетворяющих уравнению (7) и условию (24). Интересно 
было бы отыскать все системы ортогональных относительно 4 (7) функ- 
ций, производные которых образуют ортогональную относительно р (т) 
систему. 
Укажем некоторые примеры ортогональных систем, удовлетворяющих 
условиям теоремы. 
Если р (1) =4 (5) =1, а=0, 6 =2ж, то условиям теоремы удовлетво- 
ряет лишь система 


т п 
1, с08 5, 6082, ..., 6082. 


206 В. САСАЕРЕ 


Если р(5)=9(1)=х, а=0, 6=1, то такой системой будет лишь 
система функций Бесселя 
Го (^и2), 
где )„— корни уравнения 
10) =0 


Пользуясь методом, изложенным в настоящей работе, можно решить 
и следующую задачу: найти ортогональные относительно 4 (5) функции, 


К-е производные которых образуют ортогональную относительно р(х) 
систему. | 


Как и для случая К=1, для единственности системы в случае ее 


замкнутости на искомые функции нужно наложить дополнительные 
условия. 
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В. САСЛЕЕЕ. ЗОВ О90ОЕГООЕЗ СГАЗЗЕЗ ПЕ ЕО СТО МЗ ОВТНОбО ХАТЕ 
ВЕЗОМЕ 


Оп 4етотите ]е фВбогёше зиуац: 
$1 1ез Гопсопз ф,‚ (5) зопф ог\Восопа|ез раг гаррогф & 4 (х), 


ь 
\ 942) 9» (2) т (2) 42=0 ит) 
1ейтз ргегл1ёгез Чбглуёез ф» (5) зопь огпосопа]ез раг гаррогё &’ р (т), 
Е 
} 22) 9% (@) 9» (в) а2=0 п-т) 


1ез Гопемопз — = [р (8) на =) |, 9 (х), $, (2) зоп& сопАциез, 1е зузёште 


4е 1епгз р ез% и её {ф„} сопйеп ГРапиб, а|огз 1е зузвете 
Фп(2) езё аплаие, заа{ай & [’6диайоп Ч6гепиеПе. 


ар [ р) “| +, (в) 9 (2) =0 


её убёг1Не 1а сопа\10ой 


— (у) =р (1 ) Г — 0. 


2—5 х=а 


в = 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОСГЕТ!1М РЕ ГАСАРЕМ1Е ОЕ$З ЗС1ЕМСЕ$ ОЕ 1/'08$$ 
Серия математическая 10 (1946); 207—256 Зее та\пётаНачие 


С. М. НИКОЛЬСКИЙ 


ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ 
ПОЛИНОМАМИ В СРЕДНЕМ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе изучается приближение принадлежащих к различным 
классам функций / периода 2п тригонометрическими полиномами 
Т„_, (2) данного порядка п—1, причем в качестве меры приближения 
берется зеличина 

2 
ис) — 7, (9142. 
* 0 

Устанавливается также связь этих приближений (в среднем) с обыч- 

ными (равномерными) приближениями. 


$ 1. Введение 


За последнее десятилетие математическая литература обогатилась 
рядом работ, в которых получены точные и асимптотические оценки 
приближений периодических функций тригонометрическими полино- 
мами. К числу их относятся работы А. Н. Колмогорова, 7. Еауага’а, 
Н. И. Ахиезера, М. Г. Крейна, В. Мару и автора *. 

Во всех этих работах рассматривался некоторый класс 3} функций ] 
и некоторый метод приближения И„, приводящий в соответствие каж- 
дой функции | из 3} приближающий ее тригонометрический полином 
О „ (1, х) порядка ниже п, а также решалась задача о нахождении 
верхней грани 


6" (31) = пр о [1 (2) — Ч» ($, <)| 


уклонений (равномерных) функций } от их приближений, распростра- 
ненной на класс 9}, либо задача о нахождении верхней грани вида 


бт (9%, 2) = зир | 1 (=) —0» (Л, 7) 
32 


В данной работе рассматриваются подобные задачи, но основной 
целью является получение оценок, когда за отклонение функции } от 


‚ее приближения принимается величина 
Я 


7—9. (О = 70-0, 0, 914, 


0 


характеризующая приближение в. среднем. 


* См. цитированную литературу. 
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В $2 доказываются две элементарные теоремы, принадлежащие 
к теории линейных нормированных пространств ВапасВ?а (*), и даются 
некоторые приложения этих теорем применительно к пространствам 
(М) и (Г). 

Как обычно, (М) обозначает пространство ограниченных измеримых 
на некотором интервале (а, 6) фувкций } с нормой, равной существен- 
ному максимуму || /|м=зар угаЯ| 7 (#) | ее абсолютной величины на этом 

а<1< 


интервале, а (Г)— пространство суммируемых на (а, 6) функций } 


Ь 
с нормой ||}||, = \ [1 (8) |4. 
а 
Обозначения (М) и (Г) сохраняются также для пространств перио- 
дических функций периода ® (или 2), соответственно ограниченных или 
суммируемых на (0, ®}, с нормами 


ПАы-= зар угай У ияи | УЦ | АСФ) 42. 
0<1<%® т 


В $3 дается решение следующей задачи: пусть И’@)ГК обозначает 
класс функций ] периода 2*, имеющих абсолютно непрерывную произ- 
водную (г— 1)-го'порядка и производную /) порядка г, для которой 

2 


ИЭь= } 1/20) @<К. 
0 


Зададим систему {^} чисел Х,, ^,,..., Хи. и приведем в соответ- 
ствие каждой функции } из класса У®ГК ее приближение в виде 
тригонометрической суммы вида 


пв-1 


О. (=, (лв) = У Л (аксов д - В, п Ка). = (1.1) 


В=1 
Требуется определить верхнюю грань 
6в (И ГК; Х)г= зар || 1 — Ч (, ) ||. (1.2) 
Обозначим через И®МК класс функций } периода 2*, имеющих 


абсолютно непрерывную производную (г—1)-го порядка и ограничен- 
ную производную г-го порядка /®, для которой || ^)|и<К, и пусть 


6, (ИМК; ^)м= вар |1—0О„ (р ^) м. (1.3) 
УФМК 


Оказывается, между величинами (1.2) и (1.3) существует тесная 
связь. Именно, при любой системе чисел {Х} имеет место неравенство 


6, (ГК; *), < 6, (ИМК; ^)м, (1.4) 


которое в ряде интересных случаев (сумм Фурье, сумм Фейера, наи- 
лучших линейных методов приближения) обращается в точное или 
асимптотическое равенство. 
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$ 4 посвящен установлению этого асимптотического равенства в слу- 
чае сумм Фурье (^Х,=1). Асимптотическое выражение правой части 
(1.4) для этого случая было дано А. Н. Колмогоровым. Доказывается, 
что левая часть (1.4) асимптотически равна правой. 

В $4 даются также оценки для верхних граней уклонений анали- 
тических периода 2т функций, заданных в некоторой полосе комплекс- 
ной плоскости, содержащей посредине действительную ось, от их сумм 
Фурье (в случаях М и Г). 

В $5 даются оценки левой части (1.4) в случае сумм Фейера 


п-А 3 
О з >. для которых асимптотическое выражение правой части 


уже известно из прежних работ автора. 

В $6 исследуется задача о нахождении верхней грани наилучших 
приближений при помощи тригонометрических полиномов порядка 
(п—1) функций } вида 

25 
а) =+ \ К) (1) 46, 
0 


где К (1) — заданное суммируемое периода 2х ядро. При этом рассмат- 
риваются два случая: 

1) Случай (М), когда ф пробегает класс Ни ограниченных с |Ф|м<1 
функций периода 2*, вообще говоря, ортогональных к тригонометри- 
ческим полиномам данного порядка. В этом случае наилучшие прибли- 
жения Р,„ (м Функций } понимаются в обычном смысле, т. е. как 
равномерные (Е„()и= Е, (1). 

2) Случай (Г), когда ф пробегает класс Н, суммируемых периода 
2= функций с ||®Ф||. <1, удовлетворяющих тем же условиям ортогональ- 
ности. В этом случае наилучшее приближение Ё„(}); функций } пони- 
мается в среднем: 


В (,= та || 1—Ти- | 
Ти— 


(минимум берется по всем тригонометрическим полиномам Т„_, 
порядка п— 1). 

Случай (М) для отдельных, важных в приложениях, ядер рассмат- 
ривался в работах 7. Еауаг4?а, Н. И. Ахиезера, М. Г. Крейна и В. Мазу. 
Каждое из рассмотренных в этих работах ядер обладало тем свой- 
ством, что к нему можно было подобрать (интерполяционный) три- 
гонометрический поливом Т;_! порядка п—1, такой, что функция 
К. (1) =К(-—Ть-1(1) обращалась в нуль с переменой знака в 2% 
равноотстоящих точках и только в них. На основании этого доказы- 
валось, что 


215 25 
зар, ()и=шт \ К (ЭТ. 01 = | 1К. (#)|4, — (4.5) 
ФЕН и Тп- о ь 


где минимум распространен на все тригонометрические полиномы ТГ„_, 
порядка п—1. Эти равенства и являлись решающими для получения 
нужных оценок. 
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В $6 доказывается, в частности, что равенства (1.5) имеют место, 


если ядро К (#) удовлетворяет следующему более общему условию: 
Условие (4). Существует тригонометрический полином (п — 1)-го 


п 
порядка Ть_: и положительное число = такое, что если 


К,()ЕК(0-ТЬ-1() и (дак, (1), 
то 
9. (Е) = $. (9 


для почти всех $. 

Это условие является не только достаточным для выполнения (1.5), 
но и необходимым, если разность К (#)—Т,_, (Е), где Ти_, (Е) — тригоно- 
метрический полином, обращается в нуль на множестве меры нуль, что 
обычно имеет место вследствие аналитического характера К ($. 

Равенства (1.5) остаются в силе при выполнении условия (Аз), если 
в них заменить М на Г. Установленне этого факта, а также связи, 
которая возникает при этом между случаями М и Г, является основ- 
ной целью $8 6. 

В $7 приводятся оценки верхних граней наилучших приближений 
Е, (1). в среднем в ряде случаев, рассмотренных для Е„(}м в упомя- 
нутых выше работах. 


5$ 2. Общие теоремы 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Е обозначает пространство элементов х, у, ... 


Банаха и Е, Р,, Е,,..., Е, -— линейные функционалы, определенные 
на Е. Если Н— подпространство элементов хЕЁЕ, для которых одно-. 
временно Е, (1) =0 (К=1,2,...,п), то имеет место равенство 
п 
шп | Е — АР | ЕЕ А( 2.1 
А 2 11-51, «ЕН } а 


где минимум распространен на всевозможные системы чисел Х,, а 
верхняя грань — на всевозможные элементы ЕН с |х||<1. 

Если %ЕН, || 2 |=1 и ЕЁ (5) =] Е], то минимум (2.1) достигается 
для \к=0 (Е =1,2,... п). 

Доказательство. Будем считать, что функционалы Ё,, Ё,, ... 

.› Е, линейно независимы; в противном случае к этому задачу 
всегда можно свести. 


Существует система элементов +2,, 1,,..., х„ такая, что Ех (2,) = дк 
(и К=1,2,..., п). Если ХЕЁ, то элемент и, определяемый равенством 
в 
=, Ех (х) хи, (2.2) 
®=1 


принадлежит, очевидно, к НД. 
Правая часть (2.1) представляет собой норму 1 Ён линейного функ- 
ционала Ё, рассматриваемого на подпространстве И. Пусть ФЬ— его 
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любое продолжение на Ё, т.е. Ф есть линейный функционал, опреде- 
ленный на ЕЁ, такой, что Ф (2) =Е(2) для хЕН. На основавии (2.2) 


Ф (2) = № Е», (2) Ф (2) + Е(и)= У РГ, (2) © (2к) + (2) — 


В=1 В=1 


п п 
—Х Рь(=)Р (а) =Р(®)— У ЖАР, (2), (2.3) 
в=1 в=1 
(уе Ф (5) -- (64%. М5). 
Таким образом, всякое продолжение Ф функционала Ё, заданного 
на Н, имеет вид (2.3), где Х, — соответствующим образом подобранные 
числа. При этом очевидно 


|" Хъв| 


С другой стороны, существует, как известно, продолжение, сохраняю- 
щее норму. Этим равенство (2.1) доказано. 
Если ЕН, |2. |=1 и ЕР (5)=|Е|, то для любых чисел Хх 


>| Ен. 


| й у АЕ | =Е(®)— у лк (2) = Е (2) = Е. 
В=1 &=1 


что доказывает вторую часть теоремы 1. 

ЛЕММА. Если Е— линейный функиионал, определенный в простран- 
стве Е Банаха, и Г. — подпространство элементов ЕЕ, на которых 
Е(т)=0, то для любого хЕЕ 


[Е (=) |= Е |=л(з, Г), (2.4) | 
где т (х, Г.) — расстояние элемента х до Г, т. е. 
г (2, [)=и ||5—и|. 
мЕГ, 


Доказательство. Если ЕЁ и иЕГ, то 
[Е (2)|= ЕЁ (#—и)<| Е 2—и| 
и так как это неравенство справедливо для всех иЕГ, то 
18 (2) 15| Е (2, Г.): 
С другой стороны, как бы ни было мало е > 0, существует элемент 
ЕЕ с |5, ||=1 такой, что 
[Е {2,) [> Е | -е. 

Всегда можно элемент х представить в виде х=ахл. и’, где «— неко- 
торое число, аи’ ЕГ.. Поэтому, приняв во внимание очевидное равенство 
г(х, Г) = ат (хо, Г), 

будем иметь 
|Р'(2) |= а (25) | > (1 ЕЧ — =) [а] [2% | > 
> (| Е|-—е) 1% т (2, Е) = (| Ее) т (5, Г, 
что в силу произвольности = влечет неравенство 
[Е (2) 11| (2, Г). 
Таким образом, равенства (2.4) доказаны. 


212 С. М. НИКОЛЬСКИЙ 


Заметим, что если х— элемент пространства Банаха и Р — линейный 
функционал, определенный в Ес | Е |< 1, то | Р(2)|<|=2||. С другой 
стороны, существует линейный функционал Р, для которого Р (2) = |2 ||. 
Поэтому 


|2|= шах || Ё (2)|, 
ЦЕНЕ 


причем максимум в правой части достигается. 
ТЕОРЕМА 2. Если т, 1, 1,,..., 2. — элементы пространства Е 
Банаха, то 


пуп | &— 2 Ала | зи А ние (2.5) 


Д= 2. :т), 


где минимум распространен на всевозможные системы чисел №, а мак- 
симум— на всевозможные линейные функционалы Е, определенные на Е 
с |2 | <1, удовлетворяющие равенствам ЕР (2;) =0. Правая часть (2.5) 
достигается для некоторого функционала РЕ. | 

Если для элемента х существует только один функционал Е, с 
1Е.||<1, для которого Е, (1)=|2||, и левая часть (2.5) достигает 
минимума при №:=0 (Е=1,2,...,п), то Е, (х,) =0 для всех К. 

Доказательство. Обозначим через А’ линейное подпространство 


п 
Е элементов вида У^х,. Будем считать, что х не принадлежит к А’, 
К=1 
в противном случае равенство (2.5) тривиально. Пусть минимум (2.5) 
0 0 к 
достигается для чисел ^“),..., №), з=д— Уря, и В -наи- 
К=1 
меньшее линейное подпространство, содержащее и В’. Всякий эле- 


мент хЕЛ можно, очевидно, единственным образом представить в виде 
суммы х=аз-и, где «— число, а иЕА’. Определим в В линейный 
функционал Р, при помощи равенств: 


Р, (2) =||2|, Р, (®) =0 для иЕВ’; 
тогда на основании леммы 


1Е, (2) |=, в 7 (2, В’) <|Е, в [1 


и так как |Р, (2)|=||2 , то | Р,|в=1. Продолжим теперь функционал 
Е, на Е с сохранением нормы. В результате получим 


та |5— У маки = |3 |= Р.(=— Хак ) = 2, (8), 
А К=1 
причем 
Е, |= аи) = бра = Бот 


Первая часть теоремы доказана. Далее, из самого доказательства 
следует существование линейного функционала Р, удовлетворяющего 
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условиям || Е||<1, Р(2,)=0(К=1,2,...,п), для которого достигается 
максимум правой части (2.5), а это доказывает вторую часть теоремы. 
Следствие 41. Если }, $, 9,, ...,$„— функции, суммируемые на 
сегменте [а, 5], и одновременно имеют место равенства 
ь 
| ек(2) вп / (9 @=0 (к=1,2,...,п), (2.6) 
а 
то 
ь п 
ша \ |142) — У чи (0) [аё = \17(0| 4% (2.7) 
а К=4 а 


Наоборот, если множество значений & сегмента [а, 6], на котором 
1(=0, имеет меру нуль, то из (2.7) будет следовать (2.6). 
Доказательство. Из (2.6) следует для любых чисел Х, 


| е—» Ак (2) | 4 > ( {19-х Лкфк (#) | ау (8 = 
с = а к-1 
ь 


= \ (2) ява /(е)ае = (в) 4. 


а 


Чтобы доказать вторую часть следствия, будем трактовать 
1, Ф,, Ф., #:., Фи как элементы пространства (Г) суммируемых на [а, 6] 


|1) 
функций, а интеграл РЁ ($) = \ 2 (1) (0 а&, где # — ограниченная изме- 
а 


римая на [а, 6] функция и ФЕ (Г), —как линейный функционал Р ($), 
определенный в (Г.)). Тогда || Е || = зар уга! |2(2)| и равенство (2.7) на 
1 


основании теоремы 2 можно записать в виде 
п [и 
ша |/— Ул, |, =Иш= шах =(7(04 (2.8) 
= 19(01<1 (9(09,(@) @-04 
ем) 


Но если множество, на котором ](1) =0, имеет меру нуль, то суще- 
ствует, с точностью до меры вуль, единственная функция в, ({) = 191] (1), 
для которой 


[2 [2 
шах ( 8() {= \ в (0 = 
ея > 7 


Следовательно, на основании второй части теоремы 2, в этом случае 
из (2.8) или, что все равно, из (2.7) следует (2.6). 

Следствие 2. Пусть }, $,, Ф», ..., Ф® — функции, принадлежа- 
щие соответственно к пространствам (М) и (Г), а Н и Н®— ино- 


ожество элементов В=В (ЕЕ с | №1. <1 и, соответственно, множе- 


214 | с. м. никольский 


ство элементов ВЕМ с |#|м <1, удовлетворяющих условиям 


ид 4 =0 паи) 


а 


(при п=0 эти условия исключаются). Тогда имеют место равенства 


шт в|/— х ме [и = = ыор ь\ (ев (га (2.9). 
т | 
р А Фх я (Е) В (Е) аё. (2.9’). 


(Для случая периодических функций нужно положить а=0, 6 =о). 
Доказательство. Если функции }, ф,, Ф,, ..., Фи принадлежат 
к (М), то интегралы 


ь 


(в) = (ов а, вв) = фк вай (Е=А, 2, ..5п) 


можно рассматривать как линейные функционалы, определенные в про- 
странстве ЙЕ(Г.). Если же функции }, $Ф,,...,Ф, принадлежат к (Г), 
то те же интегралы можно рассматривать как линейные функционалы, 
определенные в пространстве АЕ (М), причем 


[7 Зы | Хы] 


Таким образом, равенства (2.9) и (2.9’) — частные случаи равен- 
ства (2.1). | 


Следствие 3. Пусть (Г) обозначает подп ространство про- 
странства (Г) функций 1, для которых выполняется дополнительное 
равенство 

[2 
\ в(ваг=0 (2.10), 


а 


и ] (1) — непрерывная на [а, В] функция. Тогда 
ь 
1 5 
ВИ #1 (1) 4 = {м — #)} = 
пора } 79% (0) 4 = -5 (шах 1) — шп. (0) 
| 
о. шах М) — ЛИ, (2.11) 
#1, 126 [а,5] 
Доказательство. Полагая в равенстве (2.9) п =1 и ©, (#) =1, 
будем иметь 
ь 


а \ К (и @=ш 7 Мы = пит ея (и; 
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при этом правая часть полученного равенства равна, очевидно, правой 
части (2.11). 

Следствие 4. Если }Е (Г) и (М) — подп ространство простран- 
ства (М) функций 1(1), для которых выполняется дополнительное 
условие (2.10), то 


[1] а 
ар \ 1(#) 8 (1) @&= шт \ (О -Е | а. (2.12) 
ПА = > Х ъ 


Доказательство. Равенство (2.12) есть частный случай (2.9) 
когда п =1 иф, (1) =1. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть (Г,)— пространство функций } периода о, 
суммируемых на [0, ®], и (Г) — его попдространство функций й, для 
которых имеет место (2.10) при а=0, 6 =. Если функция К (1) при- 
надлежит к (Г), то 


Т= вор | \ к—2)% (6) 4 | аз = 1 шах \ |К (=) — К (#-+- =) ах. (2.13; 
171 9 и 


Доказательство. Введем в рассмотрение пространство (М) 
функций #=2(1), измеримых и ограниченных на [0, &] с нормой 
|8 [м = зар уга: |8 (#)|. Тогда, используя следствие 3, будем иметь 

1 


Я =вир { зир \ = (2) \к(е—2) № (6) 4142} == 
Пу <1 ПЭП < 5 5 


[п 


=зир [\ в (8) К(1—2) в (2) ага } + 
иго 


[К.(1, —2)—К (1,—2)] 6 (1) 4} ия 


11,2 т 


= 


-- ыы [1р Е к-за} = 


«> 


=. шах \ 1К (1—2) -—К(ь-—2)| 4х = 


ее. шах | 1К (2) —К (#2) | 42. 
о 


Примечание. Для любого значения { имеет место неравенство 


- \ |К (2) —К (1+2) |4 < \ |К (2) 142, 


которое обращается в равенство тогда и только тогда, если 
—К (1-2) К (1) =0 (2.14} 


почти для всех д. Отсюда вытекает 
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Следствие 5. Равенство 


[72 


4 шах (| К (2) — К (#2) | 4= = \ [К (2) 142 (2.15) 
5 5 

имеет место тогда и только тогда, если существует такое +, при 

котором почти всюду выполняется (2.14). 


$ 3. Произвольные методы суммирования рядов Фурье 


Пусть функция / принадлежит к классу И’ФГК ($ 1). Тогда, инте- 
грируя по частям г раз коэффициенты Фурье ], получим 


25 


ея ) оаэ аь (3.1) 
0 


где Ф() =? (1) и 
| 55 605 ( #+5 
ре (#8) = я =. (3.2) 


К=1 


При этом, в силу периодичности }"-®, 


2 
\ Ф(#) 41 =0. (3.3) 
Й 
Обозначим через (Г) пространство функций ф периода 2*, сумми- 
2 
руемых на [0, ж], с нормой ||? |= \ |Ф (2) |4, и через (Т)— его под- 
о 
пространство функций, удовлетворяющих равенству (3.3). Тогда класс 
ИЭГ.К есть класс функций } вида (3.4), где ФЕ(Ё) и |Ф |7 < К. 
Пусть теперь задан метод суммирования (1.1), определяемый неко- 
торой заданной системой чисел Х‚. Если ДЕИ’ФГК, то после интегри- 


рования по частям получим 
25 


0, (1) =, (фа, = | (1—2) 9 (6) 4, (3.4) 
где р 


п-1 
К» (0 =К® (= У сов (в+"). 
К=1 


Из (3.1) и (3.4) следует 


2 
а) — И. (ры ю=+ \ © —2)9(4) 4, (3.5) 
где у 
Ч, (=) = (0-—К® (9 (3.6) 
И 
25 25 


ИИ, Вл ь= | 2) (9 а аз. 
оо 
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Отсюда, на основании теоремы 3 и при использовании обозначений 
{1.2), будем иметь 


@.(ИОЕК; = вор 11—Ч„ (1; )ш.= 
Г гк 


Е 
" 2 2 
= В = Г, (—х)Ф(Паё! ах = 
Е У х(#—2)9 (1) 
25 
К 
— 5 шах 14 (2) — 4% (2+2) 142. (3.7) 


0 


Класс ИМК ($ 1) можно определить, как класс функций [, опре- 
деляемых равенством (3.1), где х принадлежит к подпространству 
(М) пространства (М) ограниченных периода 2 функций с 'нормой 
ем = зир]$ (|, удовлетворяющих дополнительному равенству (3.3). 


В силу равенств (3.5) и (2.12) при использовании обозначений (1.3) 
получим 
6.(ИТИК; )и= зар зир|/(2) И (/, =, Х)|= 
"мк х 
21 


= вар = \ Ч. (И Ф(ПаЕ = 


ЕК ^ $ 
К 215 
= шт \ (ОХ, | 46. (3.8) 
№ о 
Но каково бы ни было ^, и &, 
2 215 
5} 14 (2) — 4. (2-2) [42 < \ Ч) +1, 42. 
0 0 


Сопоставление последнего неравенства с (3.7) и (3.8) дает 


@. (ОГК; №), < ©. (ИТИК; м. (3.9) 


$ 4. Суммы Фурье 


1. Сумма Фурье 5,(],2) функции } порядка п—1 есть частный 
случай (1.1) при \.=1 (Е =1, 2,...,п— 1). В этом случае 


608 (м | >) 
==. (4.1) 
8 и=п 
Положим 


@ (ИФГК; 1), = 65, (ИИФЕК)р, 


<. (ТФМК; м = 6, (ИМК; 


тогда на основании (3.7) 
2 


@., УЗЕК, = шах (12% (2) — 20 (#42) |4=. 
0 


3 Известия АН, серия математическая, № 3. 
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А. Н. Колмогоров (?) показал, что 


5 т 4К 1° р, с 
65. (И МК)и= > => --о (+) . (4.2) 


Покажем, что имеет место также равенство 


ве Ик +О (1). (4.3) 


да 


Для этого, принимая во внимание общее неравенство (3.9), нужно толь- 
ко доказать, что левая часть (4.3) не меньше правой. 
В упомянутой работе (7) показано, что. если 8, и 8„ — переменные, 


= 1 : 
имеющие порядок, в точности равный О а и если функцию БФ 
представить в виде 


А) 


26 (= — А, 4-0 (0), (4.4) 
гле 
ы 210.—1 гп 
@) р” ь р. 
(2) ток Г. Е , 
251 - 
то | 
25-8, 28-8, 


2} 14142 = Зла 0(0, | ФО 4 =0 (=), (4.5) 


8» 577, 


следует 


‘откуда при и, 


25 25-21 
Й т 
шаках ) |2. (®)— 2, (+59)142 > 1, \ [9 (4) —О‚ (+ =)| 45 = 


п 


2-2, 


=” $ Р@)- 42,49 |@+0 (1) = 


ий 


21-21 


1 И 2п — гп З | 
я |9а (те+5 а 
1 вок. 


п 


25-2 в—Е 


+0 (=) т } ТА ае+ т +53 > 


% Иа 


и, таким образом, равенство (4.3) доказано. 

Примечание 1. Равенство Колмогорова (4.2) впоследствии былс 
доказано (см. ("')) для дробного г >> 0, когда производная понимается 
в смысле У’зу?я. Для произвольного дробного г справедливо также и 
равенство (4.3), так как соотношения (4.4) и (4. 5) остаются в силе и в 
этом случае (см. ("")). 
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Примечание 2. Можно было бы рассмотреть класс функций 


И®ГК, сопряженных в смысле рядов Фурье к функциям класса... ГК, 
и, рассуждая аналогично, получить равенство 


о РА 4 еп 1 
5, ОГК = ви +0 (1). 


2. Пусть А — множество функций Р, обладающих следующим свой- 
ством: Ё(%) ("=Е- 1) — аналитическая периода 2х функция в полосе 
—А «и < А, вещественная на вещественной оси. 


Обозначим через Ам К класс функций РЕАЛ, для которых в полосе 
—Й < и< А выполняется 


[ВеР (2-й) |< К, (4.6) 


где ВеЁ — вещественная часть Ё, и через АК — класс функций РЕД, 
для которых в той же полосе 


25 
\ Ве (#-+- 2) |4 < К. (4.7) 
0 


Если функция РЕЛуК, то существует почти всюду предел 


Пл Ве Е (#-- #1) =Ф (1) 


и 


и имеет место равенство, доказанное Н. И. Ахиезером ((!2) или (1): 


Ем) = Раш) =; \ Н(—0+ 2) (1) 46, (4.8) 
0 
где , 
Н (#)=1-+ 4 У ля 03 тр». ее”). (4.9) 
И =1 


Наоборот, если фр— вещественная . измеримая периода 2к функция, 
удовлетворяющая условию |Ф(|< К, то функция К, определяемая ра- 
венством (4.8), принадлежит к АМ. 

Пусть теперь функция Р принадлежит к классу Аг К. Получим для 
нее, несколько видоизменяя рассуждения Н. И. Ахиезера, равенство, 
аналогичное (4.8). 


1 
В силу периодичности ЕЁ (%) функция Е (+ [25 ) в кольцед < |2| < 


га а (а=е”") регулярна. Поэтому в этом кольце имеет место разложе- 
4 


ние в ряд Лорана 


где 
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и в качестве контура интегрирования можно взять окружность |2| = 
=== 6 (—й <<). 
Таким образом, 


25 


= \ Р (9—0) с-уе- ав =: | Е (0-Е 29) ече- а 
0 


и, приняв во внимание, что Ё {0 — <) = Е (9-{ :<), получим 


. 21 
У Ак 1 т 
=. ) $ (6, в) е-й 90, (4.10) 
где $ (0, в) — вещественная часть Е (8-16). 


Положим 
9 


Ф (6, <) = \Ф (2,3) 44; 
о 
тогда, силу’ условия (4.7), полная вариация Ф(9,с) на интервале 
0<8<2* удовлетворяет не равенству 
25 
НХ (0, с) | = уагФ (6, в) = \ 1$ (2,5) |&<К (<<, 
0=89=2% 9 
и на основании известной теоремы НеПу существуют последовательность 
вк(К=1,2,...) и функция Ф (9) с полной вариацией || © |, <К такие, 
это 
а в; =, - Е(6, с‹,) =Ф (9) (0<89<2м). 


К-»со 
Представляя интеграл в равенстве (4.10) в виде 


2% 2% 


\ Ф (0, в) е- "46 = \ е-МаЕ (8, в), 
м 0 


полагая с=‹, и переходя к пределу при А —> со, будем иметь 
21 


==> 1 У у 
се о \ е-МаФ (8) (ч=е”). 
0 


Отсюда следует, что всякая функция РГЕА,;К представима в виде 


со 25 
Е()= У А Н(#— 0 м) аФ (6) (4.14) 
К=-< 0 | 


(и=Е- м, =й<и< А, |Ф|]< <К), 


где Н определяется по (4.9). Наоборот, если функция Р (%) представи- 
ма в виде интеграла, стоящего в правой части (4.11), где ||Ф |, <1, то 
она принадлежит к классу АК. В частности, условие (4.7) вытекает 
из того оботоятельства, что эллиптическая функция 


Н (5) =" ап к 


03 УС, 
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где 


их С 2 ь 
= 2 (1-4 о =) ‚ о=аи, —й<у<В 
У=1 
имеет положительную вещественную часть и, следовательно, 
25 
[Ве 2 (+ %) |<; | Ве Н (1—0 22) | 4Ф (6). 
0 


Интегрируя обе части этого неравенства по { и меняя порядок интегри- 
рования в правой части, получим 


25 25 25 
\ ве РР (е-- 14 < \ [аФ | 5 \ Вен (2—0) &=|ФЬь<К. 
0 0 0 


Оценки верхних граней уклонений на вещественной оси функций ЕР» 
принадлежащих к рассматриваемым классам, от их сумм Фурье 5„(Ё) = 
=5,(Р,х) даются следующей теоремой. 

ТЕОРЕМА. Справедливы равенства 

6; (Ам)м = вор 1Р-—5,(Р)ы | Ге 
" ЕЕАИК _К фин, (2) 142 = 
фз (Арь=вар [ЕР —5,(ЁЕ)| а 
п ЕРЕАГК (4.12) 
8К 
= — (са Е ел) ИИ 


где г„—>0 при п-> со, 


Н» (1) =4 У а с08 т (4.13) 
( = 
Ге < (Ат — 1)! Ч" 
а=1- № (т!) д2т (1-Е 42)” ° ы (4.14) 
т=1 


Доказательство. В силу (4.8) для функции ЕЕ АмК справедливо. 


Р.В, | Нн (1-09 (еы<Кк) 645) 


0 


и в силу (4.11) для РЕЛДК 


2% 


Р(— 5. (Ва; | Н (1—0) аФ (8) (Фь<к). — (4.46) 
0 


Из (4.15) и (4.16) следует 

п 

\ ГЕ, 92. 
| 


65 (АмК)м = 6; (А Кь=® 


* (4т-И=1.3. .-(4т — 1). 
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В случае М это очевидно, а в случае Г, для доказательства вводят- 
ся в рассмотрение непрерывные периода 2* функции #=й(#) с нормой 
|№'. = шах | (2)|<1. Тогда 

1 


25 к 

квар |Р—5,(Р)ш= вр \| АН, (2—0) 4Ф (6) |4 = 
РЕ Ар ИФ уф 
2 


= зар р \ (2) \ Н, (#— 0) аФ (9) 4 = 
ПФЦо<1 Пей у о 


= зорзор \ С} (ИН, (1—0) 4г) 4Ф (0) = р за Н‚ (2—6) 4 |= 


7х7 
= зирзиар = \ [Н ‚| @ 
0 ь 0 


и нам остается оценить интеграл (4.12). Очевидно, 


>, м. в 03 Ё = 9" © ат ов Е в, (0)) = 
К=пв 
= 9" {[с05 пё — 4 003 (п — 1) р(#) =" (#}, 


ГДе е„ (#) —>0 при п —> со равномерно и 


1 
23 басен а 


Таким образом, 
в 2 

а 2 р 

— \ | Н|4= 9" | ( | 08 7 — 4 с03 (в — 1) &| в (2) аё-- о (1) } . 14.17) 
б о 


Далее, 
25 


1, = \ [608 иё — 4 008 (п — 1) #16 (2) @& = 
9 


п—1 2(К-1) в 


еее а 
Е [оны оо чечоя ) (т) ш= 
[1 вв ао (в — | (9) в о (1) = 

ла. 
= \ 1оози— 9005 (и— 0) [в(0) Чи 4-0 (1) = 

а. 
= \ в (#) Ви. аиаё- о (1). 

| 
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ЕЕ Е ЕЕ ЕЁ 1. ТЕЗ ТИ ЕСО БЕ НН ИН 


Функция 60$ и — 4 03 (и —{) от переменной и при 0 << т обраща- 


ется в нуль с переменой знака в точках вида и, | я (Е = 0,1, ...), 
1—9с05# т 
где и, = агс 4 (0 и < 5) и только в этих точках. 


Поэтому, принимая во внимание, что 
ти, = (1—9 603 #) /р(й), сози, =азтЕё Ур (1), 
для 0<{<т будем иметь 
25 


\ | с08и — 9603 (и — #)| ди = 
о 


ма-- и 
= \ (сози —9с03 (и — #)) 4и — \ (сови —9 008 (и — #)) и |= 
чт 1+“ 


=4[1ти, — 99 (и, -Ург, 


так что 
Й п 
ВЕа \ И @ а-+0(4). 
9 
Наконец, 
Й т 8 из 
нае = 59" { } Из +0 (4). 
0 | 
Разлагая Ур ({) в ряд по степеням с03ё и интегрируя, получим 
выражение для с. в виде ряда (4.14). 


$ 5. Суммы Фейера 
Сумма Фейера (п — 1)-го порядка в» (], 2) есть частный случай (1.1) 


(к 4,2, ...,П). В этом случае, принимая во внимание 


у" }. 08 Е 


при № = 
(3.6), будем иметь 


1, ()=29(9- 


Положим 


©, (ИОГК)ь = зар |/—9 (РИ, 
& 1ЕУКГ, 


_] м зир зар|7(2) — и (], 2). 


мк х 
В моей работе (10а) было показано, что 
р (ФМ Км =" + 0 (+ и 


6. ее ван | (5.1) 
) 


Аи 
о (2-1)! 
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Эти равенства сохраняют силу при замене Ф.„( ИМК )м наф., (И ЕК)ь. 


При г>1 это обстоятельство вытекает из следующих рассуждений: 
представим ТФ’ (+) в виде, 


(= Е, (+ Н, (0), (5.2) 
где 


[<] 
4 ти 
Е, (1) = У = 03 (м- гу 
1. 


В упомянутой работе (:°°) было показано, что 


25 


1 . 
ин, 14=0 (1, (5.3} 
о 
что касается функции Р,({), то при нечетном г=3,5,... она меняет 
знак только в точках &. вида =к (Е=0, +1, -2,...), а при чет- 
ном г= 2,4,... функция Ё,(—Е (=) меняет знак только в точках 


= Ат (К =0, + 1,...). Таким образом, 


—Р, (п 2) Е, (1) >0 (г=3,5,...), | ) 
= [2 +9-в, (5) [ве-&(7)]=0 @-=24....).| ®9 


Отсюда, принимая во внимание (3.7), (5.2) и (5.3), будем иметь 


2 


6..7 ЕК)ь= эк шах \ | 4 (2) — ® (#41) [42 = 
0 


= ших ИР, РЕ ®уае-НО о 


1 


что вследствие (5.4) и примечания в конце $ 2 дает 


2% 


6. (иотки = \! Г, (х)| 2-0 (+=) =“ +0(#) 
0 


в" / 
[г =аЭу 9, ям, 
6. (тОТКь= | Е, (1) — Е, (=) 14+ О (+) =“ +0( =) 
(г=2,4,...). 


При г=1,.в силу (4.1), 
п-1 с08 (ла 
Ч (2) = (2) = 0% (2)— У, м 
р ый : 
п-1 


= 26) (5) — У 91 Ах, 


К=1 
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откуда, вследствие (4.4), (4.5) и равенства 


И сз ® —с03 Ва 
. о 2 
> а о. 
г 2 вт = 
К=1 5 
будем иметь 
эт 


8. ИФЕК, = шах \ |1 (2)— (+2) |4 > 
0 


1 


=> пы 

> ( г |1 — № (2+) [42+ \ |№ (2) № (2--=) |4 ) = 
и О 
т 5 

-Б Смета няни 


у 
®— 
А? - и &\ _2К!№тп 4 
= ( ) (74 > 42-0 (-,) == О (=). 
Таким образом, принимая во внимание (3.9) и (5.1), получим 


.: 2к1 
вилке) 


что и требовалоеь доказать. 


эт 


$ 6. Наилучшие приближения и наилучшие линейные методы 


1. Пусть (Г) и (М) обозначают теперь пространства функций пе- 
риода 2, соответственно суммируемых и ограниченных на [0, ж], и 
пусть К (1) — функция, принадлежащая к пространству (Г.). 


Положим 
С 25 


(2) = \ К (1—1) $ (1) 4. (6.1) 
0 


Если ф Е (Г), то ] Е (Г), если же ФЕ (М), то }— непрерывная периода 
2 функция. 

Обозначим через Иа класс функций #Е(М) с | Ши < 1, ортого- 
нальных ко всем тригонометрическим функциям порядка р 1 (р>0): 


2% 

о = (К=0,1,..., ри) (6.2) 
о 

и через Я (р> 0) — класс функций Й Е (Г) с |#№ |, <1, для которых 


выполняются те же равенства (6.2). При этом Н® и НС) пусть обозна- 


чают множество функций АЕ(М) с |№|м <1 и соответственно мно- 
жество функций АЕ(Г.) с |1 |1 < 1. 
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Пусть, далее, если }— непрерывная функция, 


п-1 р 8 
Е, (м =шт шах | } (#)— У, (ак сбз АЕ Е Виз #ё)| (п=1,2,...), (6.3) 
2Вь #=0 я 
Е (Ум =! м 
и если }Е(Г) 
2% п-1 . 
Е, а 1(6)— У (аксов Е -- Ви зш И) [4 (п=1,2,...), (6.4) 
К=0 


Еь (Рь= ИУ 


При этих обозначениях справедлива 
‚ ТЕОРЕМА 1. Если функции } и о связаны между собой равенством 
(6.1), то 


зир Е, (м т ИИ №, (6.5) 
| $11 ФЕН 
зир Р, (Рь=зар | /[м. | (6.5') 
119121 ен : 


Доказательство. Воспользовавшись равенством (2.9), где в ка- 
честве функций ф; берем тригонометрические функции порядка не выше 
п—1, будем иметь 


2 
п зир Е, ()м=зар зар /(#2)№(2)4= = 
ИФмМ<1 Пен и<1 вен") 5 > 


21 2 


Ир зар) ® (0 и 
.0 
АЗ 


р ке а |9: — вир \ у К (1—2) №(— 8) 42 | ах, 
0 с 


‘откуда, принимая во внимание, что вместе с #(#) к в принадлежит 
ий (—{), следует (6.5). 

Равенство (6.5) доказывается аналогично на основании (2.9’). 

2. Будем теперь предполагать, что функция К(#) удовлетворяет еще 
следующему ограничительному условию: 

Условие (4%) (п=1,2,...). 

1° Функция К (2) суммируема, периода 2 и тождественно не равна 
‘нулю. 

2° Существует тригонометрический полином ("—1)-го порядка 


п-1 
Ту, = (9 + У (д соз Вуз) 
К=4 


И 
и положительное число Х < такое, что если 


К.()=К(И-Т:-, (0, $, (= вп К. (1), 
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то для почти всех $ 
ф. (ЕН А) = —Ф, (В. (6.6) 


Покажем, что в качестве ) всегда можно взять число Х. = ы ‚ гдеп, 
п» 


— целое положительное число > п. 

В самом деле, из (6.6) следует, что ©; имеет период 2Х. Обозначим 
через 2%, наименьший период Ф.. Такой период существует, так как 
в противном случае существовала бы последовательность йх (Е =1,2,...) 


положительных периодов ф,, сходящаяся при Ё->сок нулю, и тогда 
для всякого К 


2® т 
1 ; 1 ; Г 
аа 2* \ ?. (#) Е" 4 == 2 \ р (Е) ‘а Ир @=е- "к Ст 
0 0 


(т= 1, +2,...). 


Но при фиксированном т и Ё достаточно большом е-"®к Е 1, от- 
куда си=0 (т= 1, -2,...), что, принимая во внимание (6.6), 
влечет справедливое почти всюду равенство -Ф, (#) =0, из которого 
следует равенство К (+) =0, противоречащее предположению, что функция 
К удовлетворяет условию (А*). 

Так как 2, — наименьший период, то \ = тю,, где т — целое положи- 
тельное число. Оно не может быть четным, так как тогда было бы 
ф. (1) =0, но для того чтобы удовлетворялось (6.6), оно может быть лю- 
бым нечетным числом. Полагая т=1, будем иметь ^Х, =®,, и так как 
2, — наименьший период, а 2м— один из периодов $ф., то ж=п,о,, 
где п, — целое положительное число. 

Обозначим 


В дальнейшем, рассматривая ядра К (#), удовлетворяющие условию 
(А„), мы будем оперировать определенными выше понятиями а, 
К., Тл-,› Ф.,п. (п, > п) и М», не объясняя их. 

Очевидно, функция $, имеет норму |+Ф/]|м =1. Кроме того, она, 


в силу (6.6) и периодичности с периодом =, ортогональна ко всякому 
тригонометрическому полиному (п — 1)-го порядка и потому принадлежит 
к НЯ. 

Примечание 41. Так как 9, ЕН), то каков бы ни был тригоно- 
метрический полином (п— 1)-го порядка Ти-1, 


2“ 


ко т,-, (91а > К-т, (9. @= 
0 0 


- фк. (69. (6) = \ |К.[4 = Мух, (6.7) 
0 


0 
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откуда следует, что 


2 ка 
ша \ |К(0- Та 9 == \ |К (2) — па (8) 4 = Мн, (6.8) 
=—1 5 Й 


где минимум распространен на все полиномы Т„_, порядка (п —1). Та- 
ким образом, полином Т;_, минимизирует задачу (6.8) и, следовательно, 
справедлива 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы ядро К(|) удовлетворяло условию 
(А*), необходимо и достаточно, чтобы хоть один из обращающих в 
минимум задачу (6.8) полином (п—1)-го порядка Т„_, обладал свой- 
ством, сформулированным выше для Ту. 

Примечание 2. Если ядро К(?) непрерывно, то соответствую- 
щий ему минимизирующий полином будет, как известно, единственным. 

Единственность будет иметь место также и тогда, если в полуинтер- 
вале 0<2< 2т существует 2п — 1 точек, где К, (1) непрерывна и меняет 
знак. В самом деле, каждую из упомянутых точек &. можно в этом“ 
случае окружить достаточно малым интервалом (&:—8, 5) таким, 
что если в левой его половине ф, (#) = (з = Е 1), то в правой — ф, (#) = 
—= —е. Поэтому, если Т„_, — полином, отличный от Тл_,,то в соотно- 
шении (6.7) имеет место строгое неравенство, так как в противном 
случае полином Т„_, должен был бы в упомянутых точках совпадать с 
К (2), что невозможьБо, так как это совпадение уже имеет место для 

в. 

3. ТЕОРЕМА 3. Если функции } выражаются через ф при помощи 

(6.1), где К ({) удовлетворяют условию (Аз), то 


зир Е» (Эм =зар ||] |м =М», (6.9) 
ЕН) ен 
зар Е, (Дь=зар ||/|1т.= Ма (6.9’) 
зен(Р) Ен 
(р=0,1,. } -,П). 


Доказательство. Заметим, что в силу (6.5) и (6.5’) при р=0 
из равенств (6.9) следуют равенства (6.9) и наоборот. Достаточно до- 
казать, таким образом, равенства (6.9) для произвольного р==0,1,..- 
.... Пи равенства (6.9°’) для р=4,2,..., п. 

Начнем с доказательства (6.9). Если ФЕН%»), то 


указа =| к, (за < к, (а 
о 0 Г 


причем знак неравенства в этой цепи обращается в знак точного ра- 
венства при х=0 и $(1) =, (1). Этим доказано второе равенство (6.9). 
Далее, если ||Ф || м<1, то, приняв во внимание, что функция 


2% 


т, (2—2) (0 
0 
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есть тригонометрический полином (п — 1)-го порядка, будем иметь 


т 2 
Ел (дм < шаху } К-т | К. |4 
0 0 


С другой стороны, функция 


21 


25 
Де, ) Каз). фт | К. (2) 9-0 


п 
0 


‚достигает своего модуль максимума, равного правой части (6.9), с по- 
следовательной переменой знака в точках х=А), (Ё=0, + 1,...), 
число которых не меньше 21 и, таким образом, отклонение Е, (м 
функции ] от ее наилучшего тригонометрического полинома (п— 1)-го 
порядка (тождественно равного нулю) равно этому модуль максимуму. 

Если принять во внимание, что функция $, (#) принадлежит к И а 
следовательно, ко всем 8 при р<п, то равенства (6.9) для 
р=0,1,..., п доказаны. 

Остается доказать справедливость (6.9’) для р=1,2,...,п. Так 
как оно верно для р=0, то достаточно, очевидно, установить справед- 
ливость его для р=п, т. е. показать, что 


зар, (Дь= М}. (6.10) 


(п 
ФЕН у 


Пусть 4=Е^, (К =0, =1,...). Построим функцию 9. (й (т > —. 
при помощи равенств 

й 1 Я 
| 1 (—1к ЕВ ЗН 


Фи (#) = 
| для остальных #. 


Очевидно || Фи |. =1; кроме того, функция фи (1) имеет период м" 


и среднее ее значение по (0, 2) равно нулю, откуда следует, что она 
ортогональна ко всем тригонометрическим функциям порядка не выше 
(п—1) и, таким образом, Ф.Н. 

Положим 


28 


Ди (т) = + \ Ка) @=т ) К. ат) в) (6.41) 
0 


< 


и оценим снизу величину Ё„ (Ди)г. 
2® 


В силу (2.9’) Е„ ([п)г. равна верхней грани интеграла \ 1» (2) № (х) ах, 
5 


распространенной на функции ВЕН\,, а так как функция ф.(—2) при- 
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надлежит к Н®, то 


К, (&—2) 9т (1) а 4х = 


=—> 


Ен (р > = 9. (—2) 
0 


2т 


= фи (1) (= \ К. (#5), ($) 4) 4. (6.12) 


Непрерывная функция (от #), стоящая в простых скобках, достигает 
своего модуль максимума, равного’ М" с последовательной переменой 
знаков в точках &, (К =0, +1, ...). Задав е > 0, можно подобрать ть 
такое, что при всех т > т, модуль этой функции превышает М» —е 


1 В 
во всех интервалах &—=„<1< Ш; и так как Фи (:) вне этих ин- 


тервалов равна нулю, то из (6.12) следует, что 


Ба от Мана) Ма обиты 


дк т 


Кроме этого, из равенства (6.9’) для р=0, справедливость которого уже 
установлена, вытекает 


Ев (м), <М 


Итак, существует последовательность функций вида (6.11), где 
$1 ЕН“, таких, что Е» (/м), — М, при т —> со. Отсюда следует (6.10), 
и теорема доказана. 

4. Заметим, что второе равенство (6.9) справедливо для всякого 
суммируемого ядра К (#) периода 2 без того, чтобы оно удовлетворяло 
условию (4!), если М» понимать в смысле (6.8). В самом деле, если 
принять во внимание, что вместе с $(#) к классу Н\ принадлежит 
также функция $, (1) =$(:--2) при любом 2, то на основании (2.9’) 


2 


зар ||/|м = зар шах =) бт» а |= 


ФЕНЫ А 
4 25 25 
— вир = К) @ ша =) Е (0 —Т,.. (914 =М*. 
ФЕН 0 


Что касается первого равенства (6.9) 


зир Е (Лм=М,, 

ИеИм<1 
то для его выполнения условие (А*) является при известных ограни- 
чениях на К ({), обычно имеющих место в приложениях, В. 
как это вытекает из следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть К(-суммируемая периода 2= функция 
и ТФ? (#) — тригономет рический полином (п—1)-го порядка, для кото- 
рого имеет место 
2 


сир Е (м = 2 | =М®, К =К(-Т®, (0. — (6.43) 


ФИМ <1 5 
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Тогда 


2% 


пу к-т, =Мо (6.14) 
®—1 5 


и если множество точек 1, на котором К, (1) =0, имеет меру нуль, 
то К (1) удовлетворяет условию (А,), в можно считать Т®), К,, М® 
соответственно равными Т”_/, К., М\. 


Доказательство. Вместе с Т„_, функция 


25 


я | Тн-, (2—2) 5 (6) @ 
0 


есть также полином (п —1)-го порядка, откуда 


2% 


| (Ке—=) Ты, (2—2) (д 4 |< 


2% 
<= [К —Тн-1 (0) 46, 
0 


что, приняв во внимание (6.13), влечет за собой равенство (6.14). 
Далее, из (6.13) следует существование последовательности функций 
Фи(т= 1,2, ...) < |Ф|, = 1 таких, что 


25 


т (2) = \ К(:—2)9„(1) 4, Па Е, (и)м = М®. 
Г 7П-оо 


Из последовательности функций Ф„ можно выбрать подпоследова- 
тельность фи, такую, что 


2 2% 


Ни \ Фтк (8) 8 (1) 44 = | в» (66 (2) 46 


какова бы ни была функция #Е(Г), где $, — некоторая функция, при- 
надлежащая к (М) с |Ф|м <1. 

Справедливость этого утверждения проще всего обнаруживается, 
если принять во внимание, что интегралы 


25 


Ри (в) = 9. (68 (1) (т=Ь2,...), 
0 


где &Е (Г), суть линейные функционалы, определенные в сепарабельном 
пространстве (Г) с нормами || Ё„ |= || Фи |м <1, и использовать теорему 
функционального анализа, гласящую, что из всякой последовательности 
линейных функционалов, определенных в сепарабельном пространстве 
ВапасВ’а, можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся слабо 
к некоторому линейному функционалу, заданному на этом пространстве. 


232 С. М. НИКОЛЬСКИЙ 


Отсюда следует, что при всяком х 


25 


Ни [к (2) = Ша 2 \ К (#2) ик (0) = 
то тк со у 


25 
1 
=} Ке—2) (6) 4 =), (2). (6.45) 
| 
Заметим, что для любых значений хи 5’и любом т, справедливо 
неравенство 


| (2) — ик") | < АК (2) — Кё) 4, 
0 


правая часть которого меньше = > 0, если только |5’—#|< 8, где 8 
достаточно мало. Из него следует равностепенная непрерывность после- 
довательности ]»,, Что вместе с (6.15) влечет равномерную сходи- 
мость [шк К о, так что 

Пт Е» (ик) м = Еп (ь)м = М®. 

тк 


Функция 


25 
1 0 
Ри (в) = | 70) 1 (2—2). (6) @ 
| 
есть, очевидно, тригонометрический полином (п— 1)-го порядка, по- 
этому, принимая во внимание, что ||®.||<1, получим 


М® = Е„ ()м < шах|Р,_, (2) (2) |= 


2 
\ Кь (2—2) фо (6) 4 | < МХ; 


= 
0 


= мах -- 
= из 


в этих соотношениях всюду стоят знаки равенства, поэтому по теореме 
Чебышева функция 


25 25 
К (1—2) (0 Е = т (Ко (6) (+2) @ 
0 0 


достигает своего модуля максимума, равного М® с последовательной 
переменой знака в некоторых 2п--1 точках: 


о. За аь, 
Пусть теперь множество значений #, на котором К, (#)=0, имеет меру 
нуль и ф, (1) =з10п К, (#); тогда, в силу определения М) и того, что 
2 (#+=)|<1, будем иметь 


| Фо (# 2к) =е(—1)Аф, (1) 
для всех фи К=0,1,...,2п. Отсюда 


в ( — 1)^-1$, (1-2, — 2.) =, (#-Е жк) =е(— 1), (1) 
и, следовательно, 


9. (Е — 2.) = —Ф, (1) (К=1,2,...,2п). 
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Если теперь обозначить через Х, наименьшую разность ,—2)_., то 
будем иметь 


$. (ЕЕ) = —9. (1), Фе. 


Таким образом, К\(#) удовлетворяет условию {А*), где Т®.=Т®, 
и М® = М» и теорема полностью доказана. 

5. Теперь нетрудно показать существование ядер, для которых 
равенство (6.13) не выполняется ни для какого полинома Т®). 

Пример. Зададим, например, точки 0= И Бок 
и ностроим четную функцию 4(1) периода 2х, равную ( — 1)*-! на интер- 
валах 1, << Ц (К=1,2,...,п-- 2). Она будет ортогональна ко веем 
1и и. Для того чтобы она была ортогональна к с03 тё (т=0,1,.. 
п —1), необходимо и достаточно выполнение равенств 


2 — а м5 1) 
ВЫХ 7, — ВВ ГА, зы 0— Итан 0, (пы, 2, ...,П— 4). 
Легко видеть, что можно подобрать п--1 чисел тб бан УДО 
влетворяющих этим Й уравнениям и притом так, что все ‘разности 
1.—#, будут попарно отличными. Соответствующая такой системе 
чисел й. функция 4(1) будет ортогональна ко всем полиномам (п— 1)-го 


м9 


п 
порядка, олнако ни при каком ^ < — не будет довлетворять тож- 
ря: й п 


дественно равенству 4 (+8) = —@4(0. 

Если теперь К (#) — непрерывная периода 2* функция такая, что 
4 (1) =з101 К (#), то в силу ортогональности 4(#) ко всем Т,„_, (след- 
ствие 1, 5 2), единственным полиномом, обращающим в минимум 


2 


$ 
интеграл к-т, 146 будет Т,,==0 (единственность вытекает из 


. О 
непрерывности К) и, следоватольно, в силу теоремы 2, ядро К (#) не 
удовлетворяет условию (А*,). 

Наконец, множество значений #, на котором К (Е) =0, имеет меру 
нуль, откуда, на основании только что доказанной теоремы 4, для 
определенного таким образом ядра К (1) равенство (6.13) ни при 
каком Т(0) не выполняется. 

6. Зададим, рассуждая как В. Мадбу (°), систему чисел 


Г у мени (6.16) 


№ р» О, р-1› оо 9 ИЯ р? Ур-а? > 
(при р=О у, ==0). Приведем в соответствие каждой функции ] вида (6.1), 
где ©ё НГ или оЕ НФ), тригонометрический полином (п — 1)-го порядка* 


Пл (1:15; вх == 


п—1 
4 . А ся не $ = 
= м {ш; (ак соз Ка -- Вуззш Ех) -- Ул (6: с08 Ка — аз шт Кх)}, (6.17) 
^=ф 
п-1 
“ Штрих при сумме № и; обозначает, что в цей ири р= 0 Ако иен № 
1=р 


Го 
ваменить на =. 


4 Известия АН, серия математаческая, № 3. 
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определяемый системой чисел (6.16), где ах и 6, — коэффициенты Фурье 
функции ф, которой соответствует при помощи (6.1) функция ]{. 

Полином '(„_, (}; 5; в, у) можно рассматривать как приближение 
функции }. Он линейно зависит от ф и будет нами называться линей- 
ным методом (определяемым системой (6.16)) приближения 
функций } вида (6.1). В качестве меры приближения функций ] 
классов Н® и Н®, при помощи этих полиномов, определяемых 
фиксированной системой чисел (6.15), можно рассматривать верхние 
грани 


6, (НФ); р, у)м = зар |7 И (в, У) м (6.18) 
ФЕН) 
И 
и 
@. (НРУ; в, ур = зар |/— Ин (Ёьь У) ||. (6.18) 
(р 
ФЕН}, 


Метод приближения вида (6.17) естественно назвать наилучшим 
для класса Н% (соответственно НР), если он определяется такой 
системой чисел (6.16), для которой верхняя грань (6.18) (соответ- 
ственно (6.18’)) будет наименьшей среди возможных. 

ТЕОРЕМА 5. Линейный метод приближения (6.17) является наи- 
лучшям для Н®») тогда и только тогда, если вь=ь, у, = 5» 
(К=р, .... п-— 1), где числа в) и \0) — коэффициенты тригонометри- 


ческого полинома Т®), , обращающего в манимум интеграл 


2$ 
\ ЕР ае (6.19) 
0 
При этом 
6 (НФ; 5®, м = > ик 7, | 42. (6.20) 
0 


Доказательство. Пусть ©Е НФ) и ] определяется равен- 
ством (6.1). Очевидно 
о 
1 


быв, у) = 1 0—2) 5 (041, 


где 


п-1 


0(= У (влсоз Е-НУ, зп Ай) (6.21) 


К=р 


И 


1 (2) — Ил, (1; х; в, у) = - {К (#—2}—9{1—2)} 9(1) 4. (6.22) 


Ре 
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Воспользовавшись равенством (2.9’), будем иметь 


2% 
бт (НФ); в, у) = зир тах = ки — 0 (1—2) 5 (0 
СР 
ФЕН м 
° т 2 
= 5ар — = \ {К (0 —0(1)} + (1) а = ии =: -\ К—©-—Т,_,|а, (6.23) 
ФЕН и." 0 ТГр— ` 


0 


где минимум в правой части распространен на все тригонометрические 
полиномы (р—1)-го порядка (в случае р=0 нужно опустить Т 
и знак т). 

Если ВК и у= У (К=р,..:, п 1), где (0) и У) — соответ- 
ствующие коэффициенты какого-либо тригонометрического поли- 
нома 7), минимизирующего интеграл (6.19), то правая часть (6.23) 
равна (6.20). Если же это обстоятельство не имеет места, то очевидно 


Ф.Н” в, У) > ©. ( (ЕР и), ©), 
и теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 6. Если ядро К (1) удовлетворяет условию (А*), то ли- 
нейный метод (6.17) является наилучшим для класса Но при вы, 
у =руирима причем. 


О вм. 


Если, кроме того, ядро К (1) непрерывно или существуют в полуии- 
тервале [0, 2ж) 2п —1 точек, в которых К" (#) непрерывно и меняет знак, 
то наплучшияй линейный метод аи 

Доказательство. Первая часть утверждения сесть следствие 
теоремы 5, так как в рассматриваемом случае Т», минимизирует 


интеграл (6.18), а вторая часть следует из той же теоремы и приме- 
чания 2 этого параграфа. 


Особенно интересными являются ядра К (#), для которых 


зир Е, (м = те (НРУ в, у)м. 


ФЕН) 


Для таких ядер приближение функций класса Н\) соответствующим 
наилучшим линейным методом дает ту же оценку для всего класса, что 
и приближение наилучшими полиномами. 

Из теоремы б и равенства (6.9) следует, что ядра, удовлетворяющие 
условию (А*), обладают этим свойством. С другой стороны, существуют 
ядра (например, рассмотренные в п. 5), для которых это свойство не 
имеет места. 

ТЕОРЕМА 7. Если ядро К (1) удовлетворяет условию (А"), то ли- 
нейный метод (6.17) является наилучшим для класса НР) при в 
У. -= У (К =р, р-+1,....П—1), причем 


@ НФ; ШУ = 
п * * 


д — 6 


Доказательство. Заменим в (6.5) К (1) на К (1) —9(1) и п на р; 
тогда в силу (6.21) и (6.22) будем иметь 
д+ 
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2® 
в. (Ну вь)ь= вор. Е, [+ Ка) —0@—2)] 904} > 
Иен 1 а 
к С 1 \ 
>> вар: В [К (1—2) —0(1—2)]9 0%: == ПРЕ 
ФИ < Е Ты 9 


(при р=0 нужно Е, заменить знаком абсолютной величины). При этом. 
последнее равенство следует из (6.9) и из того обстоятельства, что наи- 
лучшее приближение интеграла, стоящего в фигурных скобках, при 
помощи тригонометрического полинома (п — 1)-го порядка не изменится, 
если в этом интеграле опустизь тригонометрический полином ©, имею- 


щий порядок вп—1. 
С другой стороны, используя это замечание, получим 


@, (НФ; в.) == зар, а К.И) <М', 


ие < 


=. $ 


и теорема доказана. 

Докажем`еще теорему, дающую достаточное условие единственности 
наилучшего линейного метода для класса Н®). 

ТЕОРЕМА 8. Если непрерывное ядро К (Ё} удовлетворяет условию 
(А*) и при этом существует значение & такое, что функция К, (= 
(Тиры меняет знак в точках ц=ы%-К»\, (Е=0, +1, ...) 
и только в пил, то при р=1 наилучший линейный метод вида (6.17) 
для класса Н®) единственный. 

Доказательство. Пусть ФЕ НО, ] определяется равенством (6.1) 
и К, =К— 0. Тогда на сеновании (2.13) и (6.22) получим 


2п 
©, (Но, в, у) — зхшах \ | К, (6) —К, (#+2) 4 > 
а 


==} [К, 2) — К, (&+*.)| 4 > 


\ 
я 


(к, (0 К, (+3. в.д =м: 
0 


Если допустить, что в этой цепи соотношений имеет место равенство 


ие : | 
== (К, (В — К, (Е--%,)} 9, (1) 4, 


то придется заключить, в силу наложенных на К (2) условий, что функ- 
ция К, (#1) —К, (Е ^,) обращается в нуль в точках &.. Но этим же свой- 
ством а функция К, (1) —К, (Е ^.). Таким образом, полиномы 
(п— 1)-го порядка О0(#)—О (&-*,) и С Та (&-+,) совпадают 
в 21, точках интервала длины 2х и так как п, = и, то они совпадают 
тождественно. Простые подсчеты показывают, что это обстоятельство 
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может иметь место лишь при А, Ува (Е = али): Этим 
теорема доказана. 
7. Для некоторых приложений ($ 7, пп. Зи 4) представляет интерес 
класс функций ФТ вида 
2 


9(=е \ К((—1) ав (1), (6.24) 
0 


где К (1) — непрерывная периода 2* функция, а ©. — функции ограничен- 
ной вариации на (0, 2ж). 

Относительно. функций в будем предполагать, что они определены 
на всей действительной оси и удовлетворяют условиям 
8(0)=0, &(х—0) | в(х 0) =28 (2), Е(т-Жж)—в(2)=8(2=)—8(0) 
для всех 5х. Совокупность всех таких функций 2 образует пространство (У) 
Вапасй’а, если норму ||5|| ‘элемента # этого пространства определить 
как полную вариацию $ (1) на (0, 2): 


— уаг р). 
|8 у вы 


Значение определенного таким образом пространства (У) ссетоит в том, 
что всякому ‘линейному функционалу Ф(]), заданному в пространстве 
(С)>= непрерывных периода 2* функций } = }(#), соответствует единствен- 
ная функция 2, принадлежащая к (У), такая, что для всех }Е (С) 


> 
Ф()= \ 1 (4) 48 () 

0 
и при этом |Ф]|с„=8|у. Это утверждение легко получить как след- 
ствие из теоремы 1 $2, базируясь на известной теореме Г. В1ез2’а 
об общем виде линейного функционала в пространстве (С) непрерывных 
(непериодических) на [0,2*| функций, если принять во внимание, что 
(С) есть подпространство (С), на котором линейньй функционал 

Р, (}) =/(2*) — }{0) равен нулю. 

Обозначим через ИН (р=0,1,...) класс функций вЕ(У) таких, 


что |||, < и 


эт 

‚08 К 
т. Е (1—0. Де, (Ир 
о 


) 51 АЁ 


(при р=0 второе условие опускается). 
Наряду с функциями \Г вида (6.24) будем рассматривать функции 
} вида (6.1), где ф принадлежит к уже определенному классу НФ. 
Справедлива аналогичиая теореме 1 этого параграфа 
ТЕОРЕМА 9. Если функции № и в связаны между собой равен- 
ством (6.24), а Ги Ф— равенством (6.1), то 
пр Я, ()и= вар | У. 6.25) 


РФ 4 (п 
М 9ЕНУ 


|) 
зир Е (Ш)ь = вар |] 


. Им 
ПУПу=1 ФЕН) 
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Доказательство. Докажем первое равенство. Если функция 
ФЕ(М), то определяемая ею функция /Е(С)эк. Отсюда, в силу сделан- 
ного замечания о линейных функционалах в (С); и на основании тео- 
ремы 2 $2, будем иметь 


2т 
Е, ()м=Е„ (Рош = зир (1 (=) 4в (2), 
вен) 0 
так что 


2т 


ь 22 
1 
зир Ё,(/м= зар зар — \ (\ К (&—2) $ (#) 4) 48 (5) = 
® | /=1 ФИ <1 дет то а 
т 2 
=зар зир— \ (0 (\ К (1—2) 46 (2) ) а = 
9 $ : 0 


0 


25 г 

ет 

— зар - К (1— 2) 4в (2) | 4ё, 
сет ^ | \ | 


откуда, принимая во внимание, что вместе с 2(Ё) функция &(—#) при- 
надлежит к НФ, следует (6.25). 

Второе равенство доказывается аналогично. 

ТЕОРЕМА 10. Если ядро К (#) удовлетворяет условию (А!) и фуик- 


ции ЧФ и в связаны равенством (6.24), то справедливы равенства, ана- 
логичные (6.9’): 


чар А, (Фе вр | М (ро. ад (6.26) 
ен) вен 


Доказательство. Равенства (6.26) при р> 0 следуют из (6.25), 
(6.25) и (6.9). 


Примем теперь во внимание, что если Е НР) (р=1,2,...,п—1) 
и в — абсолютно непрерывная функция, то производная в’ = с’ (5) при- 
(р) 


надлежит к Ну’ и какова бы ни была непрерывная функция в (Е) 
2 2® 


еде = бы да 


(0 0 


В таком случае (6.26) при р>>0 следует из (6.26) при р=0 и из 
неравенства 


зир ЕЕ зир Ра (Ль=мМ, | 


7 
ен) ЕН) 


где ] связано с ф равенством (6.1), 


$ 7. Приложения 


В этом параграфе приводится ряд приложений к теории, которая 
была изложена в предыдущем параграфе. В случае равномерного при- 
ближения (в смысле М) все они уже рассматривались в литератур® 
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и послужили основанием для теории. Мы ограничимся формулировками 
основных результатов и замечаниями по поводу того, как они пере- 
носятся на приближения в среднем (в смысле [,), ссылаясь во всем 
остальном на соответствующую литературу. 

1. Ядра В. Мабу (°). 


а) Ряд 
со 
К(и= У, ок608 ЕЕ * (П=0,1,2,...), (7.1) 
К=пв 
где положительные числа ви, в..,,... образуют последовательность, 


сходящуюся к нулю и три раза монотонную: А’ =ик— вк. > 0, дДЁ=А, — 
—4,, >20, АА=А— 4}. >0(Е=п,п- 1, ...), сходится равномерно 
при любом =>0 на интервале =<:<2ж—е к суммируемой функпии 
К (2) и является ее рядом Фурье. 

Если положить 


^п-1 
Тн_1(6) = У вкоов Е, (7.2) 
к=0 
где 
т ох = Си -к-Р Си. Ск= > ( —1): к-з) п (7.3) 
5=0 
Е, 
то 


К. (=К(И-Т,-1 (1 = 6080 С (1), 


где С (р >0 и равенство С (1) =0 имеет место для конечного числа 
точек. При этом 


И Ех, (#) и ден. (1.4) 


= ® п 
Ядро К (1) удовлетворяет, очевидно, условию (А), где ^" = „. Таким 
образом, если } и ® связаны равенством (6.1), то 


зир т (р = 5ир Ел (Лм= М,, (7.5) 
ФЕН“) ФЕН 


где М* определяется при помощи (7.4). 
( 
Наилучший линейный метод для классов Н®и НР (р=0,1,....п—4) 
имеет вид (см. $ 6 п. 6) 


п- 


О, (7; т, р., 0) ея > 5, (а с03 Кх-- 6. 11 кт), 
к-р 
где числа о, определяются по формулам (7.3) и а,, 6, — коэффициенты 
Фурье функции $. 


* Штрих при сумме обозначает, что при п=0 нужно член, соответствующий 
К =0, разделить на 2. 
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В случае И (р=0,1,...,п—1) и Н‘?) (р= 1) этот метод единствен- 
ный, так как ядро К (#) в2п нулях функции с03 пё непрерывно и меняет 
знак (теорема би 8 56). 

Ъ) Ряд 


К= Уна), (7.6) 


к=п 


Ук 7-4 
где У + << и положительные числа Уи, у„., ... образуют сходя- 
Х=п “ 


щуюся к нулю два раза монотонную последовательность, сходится 
равномерно при всяком = > 0 в интервале =<х<2*=—з к суммируемой 
функции К (1) и является ее рядом Фурье. 

Если положить 


7—1 


о. Уз КЕ, 7.7) 
со 
Ук У (ль ых) (К =4, 2, ... п), 
$1 


то 


К. (й=К(И-—Т-1()=зтт (В, 


где 0 (1) > 0 и равенство О (1) =0 имеет место в конечном числе точек. 
При этом 


т С \( 5-1) 
М: =- к „(== нем. (7.8) 
0 $=0 


Ядро К (+) удовлетворяет, очевидно, условию (А*), где №, = =. Таким 
образом, если } и ф удовлетворяют (6.1), то имеет место равенство (7.5), 
где М* определяется при помощи (7.8). 

Наилучший линейный метод для классов Н® и ИН? (р Иа) 
имеет вид 

п—1 
Я Ты 0: зе > ук (5.605 Ах — а, зщ Ёз), 
К=ф 


где числа у. определяются по формулам (7.7) и а,, 6, — коэффициенты 
Фурье функии $. В случае Н®) (р=0,1,..., п— 1) этот метод единствен- 
ный (теорема 6 $ 6), так как ядро К (1) непрерывно и меняет знак в 


2п — 1 точках = (ЕЕ ит Воотучае Но (р=1), он так- 


же единственный, если ядро К (2) непрерывно при #=0. 
2. Класс У’®ГК, как это следует из $ 3, можно определить как 
класс функций }, представимых в виде 
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1(®) = 


2п 
ре) 9(0) 46 
9 


где 


<> ©03 (ит) 
26) (г) = № —=—^ 
А=1 
и ФЕН® (мы считаем а, =0). 

При г четном и нечетном ряд 0) представляет собой с точностью 
до знака ряд вида (7.1) или (7.6) и коэффициенты его А-", начиная 
с любого к=п, удовлетворяют условиям, перечисленным в Ча) и 1Ъ) 
и, таким образом, 0) удовлетворяет условию (.*). 

Отсюда следует, в частности, в силу (7.5), (7.4) и (7.8), что 


Е а 
р Е. (/м= зир Е, (Рь= >= ;- ай: 
лем к ЕЬК к, 


Эта формула в случае И’@МК была получена в работах Н. И. Ахие- 
зера и М. Г. Крейна (*) и ФТ. Гауага”а (5). Там же было дано для 
И’МК эффективное выражение наилучшего линейного метода, един- 
ственного, в силу замечаний, сделанных в конце пп. 1а) и 1). Это 
выражение, вследствие изложенного в $ 6, является наилучшим линей- 
ным методом и для класса И’®ГК и притом дляг>>1, в силу непре- 
рывности 0” (#), единственным. 

В упомянутой работе (*) получены также оценки для наилучших 
приближений и наилучших линейных методов в случае класса ИМК 


функций, тригонометрически сопряженных функциям класса И®МК. 
Эти оценки соответствующим образом переносятся на класс И’®ГК, так 
как ядрб, к которому сводятся все рассмотрения, удовлетворяет усло- 
вию (4*). 

Отметим еще работы Н. И. Ахиезера (1!) и М. Г. Крейна (*), где 
даются оценки наилучших приближений ЕЁ, (}) и для классов, более общих, 
чем И®МК, сводящихся к ядрам, удовлетворяющим условию {А*). Они, 
следовательно, соответствующим образом переносятся на случай Е), ([)л 

3. Пусть 

со 
п т) —= м р (а. соз Кх-Е В, чи Кх) (7.9) 
К=п 
— гармоническая функция в круге О<г<1, О<х< 2, где аи 6. — 
коэффициенты Фурье функции ], принадлежащей к классу НФ, иначе 
говоря: ГЕ (Г), |1. <1 и 


60$ АЕ 
она О 1) 


(при п =0 последнее равенство опускается). 
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Тогда 
2п г [> еы 1) м г 
зар \ |й (г, 2) == Ут Пот == аго г" (7.10) 
ен о у=0 г 
(0=:г<0 
Действительно, 
2 
В (г, 2) =. \ Р, (1—2) 1(#) 46, (7.11) 


0 


[2 ®) 
где ядро Пуассона Р,({) = У’ г^соз ЁЁ удовлетворяет условию Магу 
В=ъ 


(п. 1а). Таким образом, равенство (7.10) вытекает из (6.9’) и (7.4). 

Рассмотренный нами класс А) гармонических функций можно еще 
определить ((°) $ 4.36), как класс гармонических функций Й (г, 1), орто- 
гональных при фиксированном г ко всем тригонометрическим полино- 
мам (п —1)-го порядка и удовлетворяющих условиям 


2 


<, 2] ах<1 (0<г<\), (7.12) 
0 

2 
а 1%, 2) —№(р, 2] а =0, (7.13) 


т,р—>1 Г 
так как эти условия эквивалентны существованию функции {ЕН 
коэффициентами Фурье которой служат числа а, и 6}. 

Для более обширного класса В“ гармонических в круге О<г<1 
функций # вида (7.9), удовлетворяющих только одному условию (7.12), 
справедлива та же оценка (7.10): 

| 2 


2“ 
зар \ ис”, х) | ах = зар \|й(г, х)| 4х. 
певеР 9 нев) 9 


В самом деле, класс функций ВЕВ можно определить как класс 
функций Й вида ((*) $ 4.36) 
2% 
В 2) = ^ \Р, (#2) аР (4), (7.14) 
0 


где РЕН“ ($6. п. 7) и наше утверждение вытекает из равен- 
ства (6.24). 
Пусть 


№ (г, 2) = У, г (6кс0з Кд — а, т 2) 
К=и 


(8-0 {1 А) 


— сопряженная гармоническая функция в круге О<г<1 (а; и в, — 
коэффициенты Фурье функции ЕН). 
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Тогда 
зир МС Е тя = 
И: т т 
нь, (7.15) 


(Левая часть этого равенства, если положить в ней п=0, равна правой 
части при п =1). 
В самом деле, 


2 


р) (#—2) } () 4, 
0 


й (г, 2) = 


где. Р, Ок г’ т Ё удовлетворяет условию Масу (п. 1Ъ). Следова- 


тельно, (7.15) следует из (6.9) и (7.8). 
Оценки (7.15) сохраняются, если в них заменить Н® на НУЭ и а, 
и 6, считать Е: Фурье-Стильтьеса функции Е НУ. 


В случае Н\%) эти оценки были получены Мабу (°). 
4. Пусть АмКи Аг К обозначают классы аналитических функций, 
определенные в п. 2 $4. Тогда 


зир Ё„(Ё)м= зир Е, (Р)г = 


ЕЕАМК ЕЕАГК 
= с 
и 8К ао п Л — 
де > в Аа 1 ((=е“). (7.16) 
ЕЕ 


В случае М это равенство было получено Н. И. Ахиезером. Спра- 
ведливость его в случае Г, обнаруживается следующим образом. Если 
РЕАЛА, К, то, как было показано в п. 2 $4, имеет мосто 


2т 
= А Н(—0)4Ф(0, |Ф|,<Ь 
0 


где Н (Е) определяется при помощи (4.9). Далее, Н. И. Ахиезер показал, 
что разность Я, (#} =Н (1 -—Т:_, (1), где Ти_, (Е) — четный тригонометри- 
ческий полином (п — 1)-го порядка, совпадающий с ВН (2) в нулях ©0314, 
изменяет свой знак в этих нулях и только в них и, следовательно, 
ядро Н удовлетворяет условию (А;). Поэтому на основании (6.26) 


ке К 
зар Е. (Е) = 1 Н. (0 =-. | 


ЕЕАГК , 


Н (1) яп созпё а! |. (7.17) 


=-—?4 


Правая часть этих равенств как раз равна правой части (7.16). 


Поступило 
26. ХИ. 1945 


244 | С. М. НИКОЛЬСКИЙ 


ЛИТЕРАТУРА 


1а Ахиезер Н. И., О наилучшем приближении аналитических функций, Доклады 
Ак. Наук СССР, ХУПТ, 1938. 

1 дхиезер Н. И., О наилучшем приближении одного класса непрерывных 
периодических функций, Доклады Ак. Наук СССР, ХУП, 1937. 

1° Ахиезер Н. И., Лекции по теории аппроксимации, Харьков, 1940. 

> Ахиезер Н. И. и Крейн М. Г., О наилучшем приближении периодических 
функций, Доклады Ак. Наук СССР, ХУ, (1937), 107—141. 

3 Вапасн $9., ТЬботе ез орёгайотз Ипба1гез, У/агзха\ма, 1932. 

4 Бернштейн С. Н., Экстремальные свойства полиномов, М.—Л., 1937. 

5 Рауага Ф.. Зиг 1ез шеШепгез ргосв@ёз 4’арргохппаоп @е сегфатез с1аззез 
Ч4ез {опс410пз раг Аез ротошез 415 опот6т1ааез, ‚Ви. ае Зс1епсез Ма\®., 
ЬХГ! (1937), 209—224, 243—956. 

6 Зигмунд А., Тригонометрические ряды, М.—Л., 1939. 

7 Ко! шогого{Ё А., г Стбззепогапаие 4ез Нез4еИейез Еомгегзсвег Вешеп 
91{егепеграгег ЕииКЙопеп, Аппа!$ оЁ{ Ма{., 36 (1935), 524—596. 

8 Крейн М. Г., К теории наилучшего приближения периодических функций, 
Доклады Ак. Наук СССР, ХУПТ, 1938. 

° Масу В., Обег ое\м15зе ЕхигетаИтасеп Ъе1 1тапз{огимег4еп 4г1оопотейгзспеп 
Ейск 1апоеп, Вег1с|{е Акад. а. У\155. Гефрие, 1938. 

15а Никольский С., Оценки остатка суммы Фейера для периодических функ- 
ций, имеющих ограниченную производную, Доклады Ак. Наук СССР, ХХХЕ, 
1941. 

1Ъ Никольский С., Приближение периодических функций тригонометрическими 
многочленами, Труды Математического института Ак. Наук СССР, ХУ, (1945), 
1—76. 

" Пинкевич ВБ. Т., О порядке остаточного члена ряда Фурье функций, диф- 
реж в смысле УУеу!?я, Изв. Ак. Наук СССР, серия матем., (1940), 
21—528. 


АРРВОХ МАТОМ ОЕ ЕОМСТ1ОМ$ 1 ТНЕ МЕАМ 25 


$. МКОГЗКУ. АРРВОХМАТТОХ ОЕ ЕОМСТГОМ$ 1Х ТНЕ МЕАМ 
ВУ ТВ16б0МоОМЕТЕТСАТ РОГУМОМГАТЯ 


РОММАВУ 
$ 1. Шбодаенопт 


Риисе Фе 1азё Цеса4е {Ве ша Шшетайса! ]сгабаге Ваз Ъеец епг1сВеЯ 
Ъу а пашрег о{ жогКз \Б1еН сошаш ассига(е ап@ азуторёойс езИтаез 
{ог арргохипайЙсиз 0Ё ремоде {апеопз Бу и1еопотейт1са1 ро] употла]3. 
\У\!е шепйов Веге фе рарегз оЁ! А. Ко|тозого!, У. Еауага, №. АКетег, 
М. Кгеш, В. Масу, ап@ о{ Ме аафог (зее Ве!егеисез). 

11 а! Безе рарегз а с]азз 3} о! шиесйопз } апа а шеёВо4 оЁ арргс- 
хипайоп И» аге сопз1Четеа. УУШЬ еуегу } Ъ]опоше № 3 Ше шекоа 
О „ аззослайез Це арргохипайи» и1еопотейлса! роупогола! И» (}, 2) 9 
ог4ег < п. Тье ргоетш с0181545 11 Чеегюнипо фе пррег Боип4 о{ (Ъе 
Чеу1ла ой 0{ } том Цз арргохипайолз 


©" (3%) = зар тах | | (2) — 0» ({, 2) | 
ТЕ х 


о! (Те пррег Ъойп@ оЁ &Ъе !огт 


©" (5%, 2) = зир | (2) —И»(], 2) |. 
Е 


]1 Ме ргезецф рарег \е сопз14ег а чтИаг ргоШет. Ойг таш риг- 
розе, Во\еуег, 13 40 оба \Ъе езтайез Гог бМе Чеу2Иопз оЁ} Гош 
115 арргохипа м опз$ за Ще теап 


ПИ, (Рш= 1942) — (у, 2) 42. 
0 


\У\Уе зва шеап Бу (М), аз азиа|, Ве зрасе о! Ъоип4еЯ Гапсйопз ов 
Бе ищегуа| (а, 6) \ИЪ 1Ъе погш |]||м = зар уга1 | } (#)|, \ВИе (Г) мШ 
а<1=<ь 


спо Ъе зрасе о{ зашштае (оп (а, 6)) Гапомот8з \ИЬ Фе погм 
ь 


и = \ [1(2)| 4Ё. Твезе пойайоиз \Ш а1з0 Ъе ‘азе@ {ог ще зрасез о! 


а 
регтодае Гапе0о0пз оЁ рего4 ‹« (0 2) роиидеа (гезр. зитта е) оп (0, ®) 


\ШН Ме заше логтз (ргоуще4 а=0, в=о). 


$ 2. бепега] $пеогенз 


ТНЕОВЕМ 1. 16 Е феа Вапасй зрасе тий @ететлу х, у, ... апа 4 
Е, Е, ;:., Ел 6е Ппеаг ипенопа!5 оп Е. 

[РН 21$ Ше 5ибзрасе о} @етеп1; ЕЁ рог мис Е, (5) =0 (К =1,..., П), 
Шей 
|= зар (2), (2.1) 


Их || 1х ЕН 


Е У, № у 
К=1 


пт 
х 


уйете фе тицтит от 1е (ей 18 ееп4е4 осег аЙ питбег$ №; апа е 
иррег Боипа оп йе тавйЕ 15 сллепае4 осег йе 4етеп(; ЕН ми й ||х||<1. 
ПЕН, |. ||=1 апа Е (%)=||Ё|, еп йе теийтитоат (2.1) 15 айат- 
а и ао 
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ГЕММА. 1 Е за Ппеаг ритсйопай оп йе Вапасй зрасе Е апа Г. 
45 Ше зибзрасе ор Е оп чей Е сапазйез, Шеп }ог есетгу ЕЁ 


1Е (== Е |= (х, Г), (2.4) 


сйеге г (х, [.) = пи |х—и ||. 
ЕГ, 


ТНЕОВЕМ 2. [] х, *,,..., т, аге @етеп1$ 0} Фе Вапасй зрасе Е, 
Фйеп 


п 
ту |=— У мияк |= шах — Р(т), (2.5) 
А ХА НЕ! <1, Е(х,)=0 


йеге е тиитит 15 ейеп4е4 осег а зуяетз о} йе питбег$ №, апа йе 
тадтит 15 едепае4 осег а йе Ппеаг ритсйопа$ Е оп Е ий ||Е |< 1 
зайзрита айе сопайлоп$ Е (х,)=0 (Е=1,..., п). Тре тажтит оп Ше 
пе 15 айалтей аё а сегат ршпсйопа Е. 

1} рог \е @етепё х Шете 15 а итщие итспопй Е, тий |Е.|<1 
зисй Фа Е, (х)=|т| апа Фе тилтит оп 1е 1ей 1$; айатеа @ \.=0 
(=... в Ив В.) =0 рог ай: Е. 

Треогетз 1 апа 2 пору а питЪрег о{ зедаейсез збайей ре]о\м. М№це 

ь 
(Ваз Фе пщеста1 \ № (2562) 4, уБеге АЕ(М), 5Е(Г)), сап Ъе сопз1Аегед, 
оп 1№е опе Бап@, аз а Ппеаг ЁапеЯора! Е(#) оп (М) ухи Фе погт 
| Е| = ох апа, оп \№е отег Бап@, аз а Ппеаг Глпсйопа! Ф (5) оц (Г) 
\ЦВ Ше погш |Ф| =||# |м. 

И 5(1) уапазВез оу оп а 36% 0{ шеазиге 2его, еп Шеге 13 а пп1дае 

(ир {0 Цз уаез оп а зеё о{ теазиге 2егб) Гапемоп й(1)=з180] (1) г 
ь [2] 

\В1сВ Ф(0 = \ № (02 (0 4 айаше из шахиши \ [$ (1) [46 ог а № 
а а 

УВ ||# |м<1. 

Сого Пату 1. 1/1}, ф,, -.., Фи аге зитта Ме рапейоп$ оп Фе $ев- 
тетё [а, 6] зисй тай 


ь 


\ «(0 916 1(04:=0  (&=4,...,п), (2.6) 
1леп 
паи |740 — У} фк | @# = 1/46. (2.7) 
а =? а 


Сопсегзей у, (2.7) атрИез (2.6), ргосз4еа }({) сатзйез оу оп а зе 
о} теазиге зето. 


Сого!]агу 2. биррозе фйаё Фе рипейоп$ }, Ф,, Ф,, --., Фи беопв 
10 йе зрасе (М) ог (Гл апа НФ, НУ аге айе зейз о}`@етеплз й (8) 0] 


АРРВКОХ1МАТ!ОК ОЕ ЕОМСТ1ОМ№ 1\ ТНЕ МЕАМ 2% 


1 


ФЙезе зрасе жий ||№ |< 1 ог |1 |м<1 зайдите йе сопаитопз 
ь 


(04 =0 (&=1,2, ..., п). 


Е] 


Тьеп 


010 
Ак 


1—» а [| = зар 
х=1 ВЕНУ) 
СогоПагу 3. Геё }(2) ве а атепоп сопипиоиз оп [а, 6] апа ев (Г) 

Чепоёе 4йе зибзрасе о} (Г) шей с0пз1515 о} те ртейопз В зайзруте 

ь 

\ в (14 =0. (2.10) 


а 


Треп 


пр У @ = тт Ам = шах (/(1)—/()}. (241) 
НА |751 И ТЬЕ [а, 0] 
СогоПагу 4. 1{ }Е (Г) апа (М) #5 Ше зифзрасе о] (М) еше соп- 
$8515 0] йе ритсйоп$ й зайзрите’ (2.10), веп 


о ь 
6) А (1) 4 = ш1 К -- > | 4. 2.12 
О О (2.12) 


ТНЕОВЕМ 3. Те (Г) Ъе ше зрасе о! заттаЫе (оп [а, 6]) Гапсйопз 


{ 0Ё регло ®« апа 1её (Г) ре {Те забзрасе о{ (Г) Баев сопз1з!з оЁ {Те 
Гапс оп вайзРуте (2.10) {0г а=0, =. И К(#) Ъеопэз ю (Г), Иеп 


1 Ч 
АЙ | ) К (1—2) 5 (0) 41 | 4т = тах \1к(2)— К (+2) 42. (2.13) 
о 
Ргоо{. Зее Ше 1гапз{огтайопз {оПо\йте \\е Гогшо]а (2.13) т Фе 
Визз1ап фехё. 


$ 3. АгЬйтагу ше\о43 о! зашшаНон о {те Роитег зег!е$ 


Те И?МК апа И’ЭГК Чепойе 'Ъе с1аззез о! ГаисМопз роззеззия 
{Ве арзойце!у сопишаоиз (т—1) № аегуануез ап@ 11е г\ 4емуайхсз 
Г” (1 =Ф(1) {Фаб аге Ъопиде ог затта Ме оп [0, 2*], гезресмуе|у, 
апа |Ф|м<1 ог |Ф|]|1т. < 1, гезресйуе1у. 

Геф ГагТег 


И, (1, №) =И, (}, ^, =», (а. 008 АХ -- В, з1т #Х), 
И 


УВеге а;, 6, аге \е РЕотглег сое Й1слетз, Ъе а шефой о! зиттайоп 
о{ } деёегилпеЯ Бу а зубет оЁ патЬегз Хх (К =1,..., п 1). 
И ме рш 
9. ()=рВг (К, (1, 
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\Беге 
со о т) п-1 
0$ АЕ- -> й 
ре У АА КИ М ео 7), 
ВА : К=1 
{Бел 
©. (ИО ЕК; №), = зар |/—Ов( Кр = 
ТЕУСОГК - 
ыы шах \ [4, (2) — 9. Ех) тах, (3.2) 
И 


0 
©. (ИМК; )и= зар зар|/(5) — И, (}, х; К) |= 


теумк х 


25 
= ша \ а, (3.8) 
^.0 р 


Тре ргооЁз о! (Тезе аззегоп$ аге Базе ироп Фе #асё Фа а ЁНшс- 
поп 7 Бе опезие 10 ИМК ог ИОГК ана Ор (}, %, *) вап Бе гергезетией 
Бу Ше Гогащае (3.41), (3.2), (3.4) апа (3.5) (зее &№е Визяап 1ехЦ, 
\Пеге х зайзНез фе сопа1оп (3.3). Те едааНЫез (2.11) апа (2.12) 
аге изе4 Пеге. 

УУе а|50 Вауе фе еу14ептё 1пециа у 


@(ИОЕК; ^). < ©, (ИМК; К) и (3.9) 
хер, аз \№е зпаП зее Бе!о\, Бесотез ап ассигаше ог ап азушрюис 
едчайгу Гог зоте 1трогапф сазез (Еопитлег’з запаз, Е6]ег’з затз, Ме 
Безь гае(фо@$). 

$ 4. Еоцтег’; защ$ 
1. Коптег?з ват 5, (], 2) =5,(}) 0! ог4ег п—1 15 Фе рагасуаг сазе 
ог Ве зоо, (7, ма) ле а ,п) 
Те ГоПо\мшще едааПИез аге уаПа: 


Е. ОМК шв авы 
5" Ем К 


бз,(ИОЕК; 1), = вир | (Лия "НО ( №). (4.3) 


ЕЕК ви 


Тре Нез оЁ ета 15 ие 10 А. Койаооогой (”). 

1, ГоПо\уз ош (3.9) аи (4.2) {Ваё фе 1еЁ6 з14е оЁ (4.3) 4оез пов 
ехсее{ {Ше г1оё з14е. ТЬе 1туегзе 1зедиа у сац Ъе орфашей Ъу шеаиз 
о Ше са1оамотз \ШеЬ ТоПо\ &Ше Тогтайа (4.5) щ Фе Виззйаа {ех6 
ргосее1те {тош Ше едиа ву (3.7) ми Ч, (Е) = 0 (8) ава азше КоНво- 
ого? з Гогту1ае (4.4) ап4 (4.5) (зее (7), \Ъете 8, =0 (+) „6 80 (.) . 

й 

Тре едиа Ш ез {4.2) апа (4.3) Во14 Гог ап агЪИгагу геа| г (п сазе г 
15 106 ицесег Ще 4емуаНуез аге {0 Ъе ипаег®юоо@ зщ УеуРз зепзе). 

2. её А ре Ще зеё о! апоНоиз Е мВ Ше ЮПо\те ргорегйез: Ё (4%) 


15 апаГуйе мии заре —й Зи < (®=Е- 1), Е (%) Баз Ше рего4 2х 
ап 15 геа|! оп {Ъе геа| ах1з. 
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Ге Ах К Бе Ше с1азз о! Гацсйот$ КЕА ог мые 
| Ве Л (#-- ш)|<К (4.6) 


оп Ще заре —А<и< + (№ ЕЁ в Ше теа| рагё оЁ И). АК \Ш 
Чепое ШФе с1азх ОГ Гапсйол$ КЕА 10 УвеЬ 


25 


\ [Ве (1-4 24) 4 < К (4.7) 
( 
ой (фе заше заре. | 
И 5, (Е)=5,.(Ё, х) Чепоез Роитег’”$ зат 0Ё ог4ег п—1 о Ще 
Гишемой Г, Бен 


О ИВ. и) х \ 
ЕАМК 
Ф», (А,)= зар |И— 5, (Е) | > 
РЕАЛ К 
к[. | К к. 
==, (614 (а- ви)", (4.12) 
0 


\Веге =„—> 0 аз п-—> ©. 


[2 <) 
97 
Ни (0 ==А № и 603 ТЬ, (4.13) 
пи 


27% 


со 
(Ат —1)!! ( 
| о АД * 
С 1 | (т 1)? от (1 т 22° 


п 1 


Тве ргоо{ 13 Ъазе4 парой ({Ше Гасё {аб суегу Гапсйой ЕЕАу К 
15 гергезеа Ме 1и Ше Г!огт (4.8), (4.9) (зее Ме Визяаи 1ех) \мреге 
Пт Ве Л (#-- 4) =$(1, ||Ф|ы<К. 
а 
Сопуегзе]у, { © 13 а геа| Гиисиоп 0{ регло@ 2 миВ ||Ф!и<К, Шен 
Фе шисНой А Ааейне4 у (4.8) Бе]опэз № Ах (№. АКШейег (")). 
Аз № а шисйоп ЕЕАД, К, Ц 13 гергезеща Ме т фе Гогш (4.11) 
\еге Ф (5) 13 Ше Гиисйоп оЁ Боип@е@ уапайоп ой [0, 2=] Чеегтте4 


аз Фе Пи 
П 


Ф (6) = ШпфФ (6, в,), Ф(6, в) = \ Ве А (#1 2) 4 
9к>й И 
Гог а ссгёайш зеачецее о, —>й. Тцегефу Ис сошр]е{е уамамоп оЁ Ф 
оп [0, 2=] 4оез поё ехсее4 К. Сопуетзе1у, И Ф роззеззез 1$ ргорегу, 
еп Ве Рапейоп Ё (%) Чейлеа Бу (4.11) Ъеюпоз 10 А, К. 


$ 5. Еб]ег’з зииаз 
Её}ёг’з зат о, (|, 2)=0, (|) 0Ё огаег п—1 13 Ше рагисиаг саве 


ОО мк): Гог = о. ам 5 ее 


* (4т—1)!=1.3... (4т— Е 


5 Известия АН, серия математическая, № 3. 
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| кет _ сов ( м-” 
9 ()=0®()- У, —— (и : 
к=1 
Ге из риё 
©„„(ИОМК)и= зир [71(5) — сп (7, 2) р 
ТЕМ К 


©„(ИОЕК),= зар |195 (1. 
1Е"@Гк 


Г Вауе зВо\п (2*) фа 


6. (ИФИКы= > +0 Г 5), ) 
(г) ик Е 
6. ("ЗИК ео (3 *) ЕО. вы в 
‚> ГА (—41)@-5 | 
п ый (2-1) 


Неге \е ргоуе {Ваб ШФезе едаа1 Иез тгеташ уаПа И М Ъе герасеа 
Ъу Г[.. ТВиз 


6..(ИФИКи=6..(ИФИК)ы-0 (-) 


8. (ОГК), =@ „(ИОМЮи +0 (+) ОЕ Рис 


Тье ргооЁ 13 Базе ироп Фе шедиау (3.9), \Ъе {ога (3.7) апа 
\ЪВе ргорегмез оЁ Ч, (1) мЬ1еЬ аге изе@ {ог Ме езыта{ез (5.1) щ Ше 
рарег аз ге{еггей фо. 


$ 6. Тве №е3ё арргохипа0т$ ап@ {те Ъе5ё Шпеаг ше \о@ 


1. Геё (Г) ап (М) депойе (те зрасез о{ апеИолз оЁ рего4 2* зат 
мае (гезр. роип4е4) оп [0, 2=] апа 1е6 К (#) Ъе а шисНоп ре\опота 0 (Г). 
У!е ри 


(= к (Е—х)о (Е) 4. (6.1) 
6 


ев НФ) (р> 0) аепое \Ъе с1азз оЁ Гапсмоп #ЕМ миф |1 <1 
заьззГуше Те сопа1опз 


зи А 


25 
Он @=0 (К=0,1,..., р--1) (6.2) 
0 


ап 1её НР (р>0) 4епоце Фе <1азз оЁ Гапсйопз ВЕ (Г) \иь |1], <1 
зазГулио (Бе зате сопа1Иопз (6.2). Тьегеъу В апа Я Чепое 1е 
3е{3 оЁ ГапсНотз РЕ(М) миВ Е <1 ава ЛЕ(Г) мць НИ <1 гезкрес- 
пуеу. 
У\е 2150 раб, И } 13 а сопИпаойз Гищейоп, 
п-1 
Вах о тах И 1) — У, (24608 КЕ В, и К) Е 
к=0 


0 Е (Лх => | 7 | 
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апа, и ГЕ(Г) 


2 п- 1 


Е, (р. =шт Кло- Я (вк соз Е Виз) 4 (п=1,2,...), (6.4) 
"к К ко 


Е, (Ль= 
ТНЕОВЕМ 1. 1] } апа.ф аге соппесдей Фу те таиоп (6.1), теп 
ф у 
зир Е„(ри= ар |||, (6.5) 
Пейм = 1 ФЕН 
зир Е» (]); = зар || Им. (6.5’) 
НФ < 1 ФЕН 


Ву шеапз о{ \е са1сайопз \Баебь 1оПо\м ош (Фе Гоги йа (6.5’) 
1п Ве Визз1ап {1ехё Фе ргоо{ о! Ше {огтал1з (6.5) 15 олуей разе4 прот (2.9). 

2. У!е зВаП заррозе $Ваф К ({) зайзЙез а1з0 \е ГоПо\уше 

Соц4 1 10от (4). —1°К (1) = 0; 

2° \Теге ех15{3 а и1еопошей1са! ро!упошла] о{ ог4ег п— 1 


п-1 
т =е-У (91 008 КЕ 51 А) 


К=1 


ап а розуе патшрег ^ <= вись {Ваь Гог аппозЕ а 


9. (+) = — 9. (4), (6.6) 


\уреге 
веке т ее) = виК оО). 


Тве сопа1йоп (А*) парИез {Ваф \е мау (аКе ^ 10 Ъе едиа1 {0 *, = = . 
\реге п, 13 ап ицесег > п. 
'ТЬе гоПо\аше едааЙ®у 1$ тие: 


о 
п 


: и а - те . 
па = \ | К (2) > т (1) | = 2 \ К о (2) |4 =М,, (6.8) 
Ты м 
\Веге Ше пуиииаш 13 ехбепае4 оуег аП 1т1еопотейса| ро1упош1а1; Г 
оЁ ог4ег п—1. 

ТНЕОВЕМ 3. 1} } сал Фе стртез5е@ тои © Фу (6.1) апа К (1) 


п 


‹айзез е софит (А,), пет 
зир Ё,()и= зар ||/ы= М, 
ФЕН) ФЕН (6.9) 
кар Е. (р= зар ИИ№ М; (6.9') 
ФЕН(Р) ФЕИ” 


[0-01 8 №). 

Тье сдпа Нез (6.9) Вауе фесп айтеа Чу ргоуеа Ъу 7. Еауага, М. АКШетег, 
М. Кгет, аца В. Масу ш соппесйоп \УИВ зоше ппрогап ргоетз 
ЦеаНоо \ИВ Це езтайез оф \Ше рез6 арргохназИо1$ (зее ВеЁегепсез). 
АП (Ъезе ргоетз Пауе Ъееп гефасе@ 10 Кегце!з оЁ рагаеч]аг бурез 
замзРуше фе сопанлоц (Ав). 

Тве едла сз (6.9”) аге пех; [ог р=0 Шеу юПо\ Гот (6.5), (6.5”} 
а19”(6.9).: 
5% 


5. МКОГЗКУ 


Тре уаПйацу о! (6.9’) Гог р=и (апа Неисе ТогаШ рп) юомз 
Гош Шо Гас аб Гог Ию ГиисЧой / (2) = 7 и (х) (Бе1опошя 50 Н“) мыев 
сай №е гергезещей Бу шеап$ оЁ Ме Тапсйой $(5)=9т(4) (зее ще 
Визялан 4ехь Бео\ (6.10)) ме Вауе Ио ЕЁ, (,)=М*. 


71И.—00 

4. ТВе зесоп одна бу (6.9) мць Му Чейне4 аз Ие шахипитм оЁ Ще 
иеога| (6.8) 15 тие Гог апу чита Ме Когие! АК\({) паерепаецИу 
о! Ие сои@он (А!). 

Аз № Ше ПЗ едиа бу (6.9), \\е сон@\лон (А“) 1$ песеззагу, рго- 
Уце(| К (1) хайзЙов сегати гезичейонз ШаЕ аге изиа Пу. КИИНей т аррП- 
сайоив. 

ТНЕОВЕКМ 4. 16 К (1) № а зитта г ритейоп ор рено4 2= апа 
Ри фе а пивопотейчсай ройупопаа! о} ог4ет п —1 рог умей 


>, 
т 


р Е, (ие КЮ = м, Кд = КТ, (0). 


Изм = 1 а 
Тиесн 


п 1 А (ТГ, (01 4= м“ 


П- 


апа, г] Ше рой; аё омей К, (2) =0 15 0} теазите зето, еп К (&) 
занзрез айе соп@ оп (А*), апа Т/_, К., М* сап 6е аакев рог Ту, 
К». М° гезресисеу. 

6. 166 из 1аКе а зубет оЁ пишЪегз (зее В. Маоу (°)) 


Вр’ Врат, Мы Ур Ура», та (О ром; %=0 {г р=0) (6.16) 
аи Тек из аззосла фе мхи суегу Гапейон } о Фе Тогм (6.1) ми ФЕН) 


ог $ЕН‘” а и1еопотейса! роувопиа| оЁ ог4ег п —4 * 


би (ув, = 

1, 
= г (вх (4.008 Ка + биз Ах) -- ук (Вл соз Ах — акт Кх)} (6.17) 

к-р 
Чеегттиеа. Ъу (6.16), \мНеге а; апа 6, аге Роигег”з сое Маслетз оЁ Ше 

ГопеНоп ф 10 Ув Фе Госйов } соггезропаз Бу (6.1). 

Тье ро!упопла! Ил (}; х; в, У) шау Ъе сопз1Чеге@ аз а (Ппеаг) аррго- 
хипайон оЁ ]. Тве 4естее о! арргохитайоп о! Ме испол } соггезровд- 
110 о Ше с1аззез Ни апа в! ру Шезе ро]упопла]$ сап Ъе еуашаеа 


ру шеапз ог Ме ГоПо\шх 


ОИ — №, У) и = зар | 1—0» (д № У) |, (6.18) 
Ир 

@® (НН; в, У), = зар |/-— О (в У). (6.18) 
ФЕН) 


16 15 пабга[ 10 са Ше шефоа (6.17) вне Ъезь шебвоа 10г 
Фе Сазз Н%®) (гезр.. Н””) И 16 15 Чеегтшей Бу зас а зузёе оЁ пиш- 


* Тре ассеп(а{ ь пеапз (Ва Ше {егт УВ Ше ш4ех р =0 1$ {0 Ъе агуае4 Бу 2. 
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Бегх (6.16) Шаг Ше иррег Бомиа (6.18) (гезр. (6.18’)) 3 шипа 
(1. Рауага (з)). 

ТНЕОВЕМ 5. А (1пеаг тейоа о} арргохгтаноп (6.17) 15 Ше фея 
тейо4 рог Ни’ #} ап4 оу #) № = 900), у, ==50) (К=р,...,П-— 1), чуйеге 
(0) ап У®) аге айе сое} света 0} айе раупопий Т®, вшей пат- 


та112е$ йе илерта[ 


яп : 
\ КЕ а (6.19) 
.3 
Твегебу 
вы НЫ; в, и = Е к ТРИ. (5.20) 


ТНЕОВЕМ 6. [/ И» Кегпей К (#) заиз[ез пе сот оп (А*), еп 
те Птеаг тефо4 (6.17) 15 \е 6еяё тейоа рот Ше сах НФ) рог 


ВЕРЬ, У У (К=р, к... П— 1), ТЛегебу 
ФН, в, >.) = М». 


Ть тотгеогег, К (#) 1$ сопиптиои$ ог айете ате 21 —1 рота; ‘оп Фе 
зепти-йиегсай |0,2=) аё вшей К*(Ь) 15 сопипиойх ап сфапве$ 115 вп, 
{Аеп йе 6е5ё тейоЧ 1$ ипадие. 

ТНЕОВЕМ 7. /} Ше Кегпе!й К (1) зай ез (йе сопбоп (А), айеп 
ре [пеат тешфоа (6.17) 15 ое без тефой рот Ию са Ну) рт 


=, УЕ (№=р,...,п—1). ТАегебу 
Фи (НУ. у.) = М! 


ТНЕОВЕМ 8. /} Ше сопИпиои$ Кетпё К (Е) зайз|Нех Ше соп (вон 
(4*) ап4 Фйете (5 а сайие 40 зией ара йе рипейоп К, (=К(И-Т (1) 
срапаез 115 зп а ё=Цц=Ь-АХ, (К=О0, +1,...) апа ощу а езе 
роётй$, ййеп рот р= 1 Шью фезё тешоа (95.17) юг Ше с1а$$ ИР 15 ии дие. 


7. Сопзег 1Ше с[азз 9 Рашебюнз Ш горгозона Ме ли (пе Гого 
(г) = \ К(#—1) ав (и, (6.24) 
0 


\Пеге К (1) 15 а сонИпиоиз Гапомой оЁ регюй 2= ап4 в (1) 3 оЁ Боциа- 
е{ уачамон ом (0, 2=). Тве Гаисыон$ & аго а|50 хиррозе [0 Бе ЧеЙпей 
оп Ве уво!е тоа| ах!5 ап 10 займу Ше сопайлопз (Гог а 2) 

8 (0) =0, 8(т—0) + 8(т-0)=28(х),  в(а--2) —в(т) = (=) — (0). 
Тре Гансыоиз в Тогш а Вапасй зрасе (У) УИЙ Ше погт 


18 |:= уаг 8(1).. 


08152 
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Пепоёе Ъу Н®(р=0, 1, ...) Ше сЛазз оЁ [отемоз 8Е(И) 10г мов 
`соз [2 


Ву 982д з1 Её 


ав (1) =0 (\Ъе зесопа сопаи1ой тизЬ Бе от1Иед 


=. 


[9 2=0). 
ТНЕОВЕМ 10. 1} №е Кегпе! К(+) зайзрез Фе соп@ оп (А’) апа 


Фе рапсйопз ФТ, в ате соппесёе4 Бу (6.24), айеп Ив рттща апа1080и$ 
10 (6.9’) даКе расе: 


вар (Фра зар реб: Й), (6.26) 


(0) п 
9ЕНу 9ЕИ\у 


$ 7. АррНеайопз 


т И\1$ рагаогарь ме слуе а пашЪег оЁ аррПсанопз оЁ фе Шеогу 
ехрозей 11 Ише ргесеФ1ие рагастарВ$. Ти Фе сазе о? ап Чогт арргохитз- 
поп (т Те зепзе о! М) Шеу Вауе Ъеей заеале4 ашеза4у ап@ Меу Вауе 
о1туеп г1зе 10 а Шеогу. Уе гезйт1сё опгзе]уез {0 \е {огтайопз оЁ (Ве 
ша1п геза|3 ИВ тесаг@ 40 арргохитаНоптз 11 фе шеаи (11 Фе зепзе 
оЁ Г). 

1. Масуз Когие!|$ (°). —а) И Фе сое еле: ву оЁ Ще зетез 


К (1) = У к соз 


К=п 


Гогт а \Шысе тшопоютс зедаепсе {еп@што 10 2610: Ава > 0, 


М 


[®®) 
\ 1 ети 
зир „(= зар Е, (Ум =- о (7.4) 
ен”) «еп 8—0 


ТЬ1$ ТоПо\уз ош Ще ГасЁЕ Ша К (Г) зайзНез фе сопайлопт (4“) 
(зее (°)) миВ Ти, Чейлеа Бу \е Гога (7.2). 

Тре илидие рез Ипеаг шеШо@ Тог Ве с]аззез НР) эва НФ) Ваз Ше 
Гога 


7% -1 
И, (рхув., 0) = У в4 (аксоз Ка + Виз А), 


^- р 


\Веге рр аге Чейиеа Ъу (7.3) (3ее ‘ве Вазуаи 6х) ана ах, В, ате 
Еоитег? $ сое слет. 
Ь) И Ше сое елещз оЁ Ше земез 


К (= м У: 1 АЕ (7.6) 


=" 
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: 


— 


{отт а {\1се топоюп1с зедиепсе феп@ше 40 хего апа зайзРуше Ще 


сопа 10 р - «<, еп 


вир Е„(Дё= зар Е, (ди = У ее (7.8) 


25-1 
ФЕН ФЕН 


ТЫ 1оПо\уз а]з0 тош Це {ас \Таб К (1) зайзНез Ше сопайлоп (4*) 
(зее (°)) мив Ти, дейпеа Бу (7.7). 
Тре Ъез6 Ппеаг шео4 {ог НФ) апд Н‹®> Ваз Ще {ог 


п-1 
В, 9 У, = № У; (6х с03 Кд — а, 1 Ёх), 

к-р 
\Веге у; аге ей ие Ъу (7.7) апа а,, 6, аге ГКомгег”в сое слет $. т 
сазе К (1) 13 сои ичоцз Ве ше\о4 13 итаае Гог Н®(р=0,1,...,п—1) 
эп НФ (р=1). 

2. Тье с1азз И’®ДК (зее $ 4) 

а К 


й со 
Ир Ев (Ррь= зир В ЕЕ (25-4 а)"1 и * 


ЕС ГК "мк 

'Трезе еачаПиез {оПо\ {ош 1е 1ас6 \аб Фе Гаисйов ДЕ ИОГК 
сап е гергезелие4 1т 1\е {гм (6.1) Бу шезаиз оЁ \№е Кегпе! Р(#) 
(зее (3.2)) о! Масу?з буре. 

Ког г> 1 Ме Ъезё6 шеШфоа 13 итаче. 

Те из пое {Ве гезаз 4пе ю М. АКЫе2ег (1!) апа М. Кгезт (*) ав 
соша1а Ще езатафез о? Е, (м {ог сегбашщ с]аззез тоге зепега! ап 
И’®ФМК геале1Ые 40 {Те Кегпе! зааз{ уп \Ъе сопа1оп (А/). Твеу сап 
Бе ехепаеа 140 Е„ (г, ш а зацаЫе мау. 

3. Ъеёь Во) аепойе Ме с]азз оЁ Гапемопз й (т, 2) \1еБ аге Вагтотс 
УИБш Ше сте 0<г<1, 0% хм апа зазРу \№е сопд1иопз 


МОЕ 2) 003 2 а=0 ро Пе, 
(7.12) 


| 
р 
\ 1%”, О | 


>= З 


Геь А) 4епойе Ше с]азз о! Гапойоиз й(тг, 2) Е В" зайзРушя Ще 
сотр!етелёагу соп@ лот 


пм \ [0 (т, 2) — (в, &) 142 =0, (7.13) 
т, 0-1 9 
Треп 
` у в я (1 
зир | А (г, х)'4х= зар \`й(г, 2) [42 =— УЕ п = 
ВЕВ(т) \ пЕв() ) ' п 25 1 


= ао" (0<г<\), (7.10) 
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'ТЬ1$ гези сап ре о ба1те тот (6.9) апа (7.4) Бу 1аюто 10 ас- 
соипь {аб а ГапсИоп Й (г, х\ Е ВСЭ 18 гергезеща е Бу Ше перга (7.12) 
ап4 а ГапсИоп 1 (г, х) Е ВС” 13 гергезетае Бу Ме ицеста! (7.14), \мпоге 
ГЕН, РЕНо) ап@ Р, (1) = № 7 с0$ ДЕ 15 Ме Кегие] зайзГуио Масу’з 

К=п 
сопа1Й оп. 

Тве зпиНаг гези! ро; {ог фе сопабайе аиеНопз 1 (т, 2). 

4. Те АмК эпа А;,К Чепойе \е с1аззез 0! апа|!уме Гипс отз ает- 
ед 11 $4, зесйоп 2. Твеп 


АЕ 1 


8К^ С = 
пр Е» == о (7.16 
о (Дм ей ‚ ( > Ев 1 а т и у- 1) п 2-Е Ч : ›) 


((=е-"). 


Рог {Ъе сазе М 61$ едиа Шу \аз оашей Ъу №. АКыелог. 

И РЕА,К {еп (4.16) Во]4з, \мПеге а аз М. АА Таз зВо\и, 
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ЗАВИСИМОСТИ МЕЖДУ ВЕРХНИМИ ГРАНЯМИ ПРОИЗВОДНЫХ 
ФУНКЦИИ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕННОГО 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе устанавливаются исчерпывающим образом зависимости. 
существующие между верхними гранями абсолютных величин функции, 
определенной на всей действительной прямой. и ее первых четырех 
производных. Решается и аналогичная задача для производных 1-го, 
п-го, п 1-го и п- 2-го порядка. 


ь 


Пусть функция }(7) определена, ограничена и имеет ограниченные 
первые п производных на всей действительной оси. Обозначим через 


М. (р=зар |} (г) |, 
Мк) ==выр 17 (2) ПА И, 
верхние грани абсолютных величин значений функции }(т) и се 
производных. 
Автор рассматривает новые частные случаи следующей общей задачи: 
дана конечная последовательность целых чисел 


И < 0. << о: 


Каким необходимым и достаточным условиям должна удовлетворять 
последовательность положительных действительных чисел 


4, ан, Ч, --., Як = п 
для того, чтобы существовала определенная и ограниченная вместе со 
своими первыми п производными на всей действительной оси функция 
1 (<), для. которой 
М. =а,. М Л=щ, т=1, 2... 

Если К=1, т. е. дело идет о зависимостях между верхней гранью 
самой функции а, =М,(]) и верхней гранью какой-либо из се произ- 
водных аи =а,=М,(]), то решение задачи тривиально: существуют 
функции } (5), соответствующие любой паре положительных чисел (ара 

Для случая К=2, /,=1, (,=2, решение было дано НаЧатат ом ('} 
в форме неравенства 


а} < 24а, (1) 
Для случаев М а 
х ие = =а, и, =, 
—= . . < АА г 2%. . 4 . А [= 
= 0.5 
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необходимые и достаточные условия были даны Г. Шиловым (*). Иссле- 

дование для случая Ё=2 и произвольных #, и #, было доведено до 

конца А. Н. Колмогоровым (3). Называя тройку положительных чисел 
(а, Чт, ал) е_ т <т 

«возможной», если существует соответствующая функция ] (2), для которой 


М. /=а,, И О. М, (7) =а», 
А. Н. Колмогоров показывает, что тройка (а, аи, а») будет возмож- 
ной тогда и только тогда, когда 
И ЗО М, (2) 
где 


п_—т 


х 7 и? 
о а И : К» , 


; 4 И Л 1. : 
= — а при г четном, 
К, п (1 т кттыя у р х 
А; = Е. -- е --.,. при # нечетном. 
ь п т 93241 | 5241 ЕТ 


Неравенство (2) превращается в равенство для экстремальной функции 
Ф(2), которая определяется следующими условиями: 
1. 9(2) периодична с некоторым периодом 41. 
2. о] =, пр О<х< 244. 
90%) (5) = —а, при 4<5< 4. 


4 (0) =0 для четных п—& 


3. при 0 <#<п 

4. Ми (5) =а 

Очевидно, что условия 1, 2, 3 определяют функцию $(5) с точно- 
стью до задания ее периода 4[. Этот последний определяется из усло- 
вия 4. Естественно, что ‚в описании вида экстремальной функции 
Ф(2) содержится неявно значение константы С„т. В разбираемых далее 
более сложных задачах такая неявная формулировка необходимых и 
достаточных условий «возможности» последовательности констант 


(а, аз, @1., ...) ак) 


через указание соответствующих экстремальных функций представля- 
ется автору наиболее целесобразной. 


91 (1) =0 для нечетных п — #. 


т. 


$ 1. Случай (а, а, а, а,), 


Рассмотрим вопрос об условиях «возможности» последовательности 
констант (@,, а,, а,, а,), т. е. об условиях, необходимых и достаточных 
для существования функции /(5), для которой 

М. (р =а,, М. /ф=а,, М. (р =а,, М.(/=а,, 
Из цитированного результата НадатагАа’а вытекает, что необходимое 
условие состоит в том, чтобы 
а? 
2 
[22 и 
а 
Предполагая это неравенство выполненным, построим функцию (5) на 
основании следующих условий: 
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1. 9(2) периодична с периодом 41, где 


д %’' (2) =0 в интервалах 0 < х<&, 41—-1<я< У -+Ии 4—1 < 
=: 

ф’”’ (1)=а, в интервале 11 <х<21—4; 

ф’”' (2) = —а,, в интервале 2141 <х<4-— 1. 

э. 5^(0)=0, 9(2)=0, 9(380=0. 


Очевидно, что М, ($) =а.. Простое вычисление показывает, что при 
указанном подборе констант [, и [, 
кроме того, 


М, (9) =а, М, (5) =а. 


Возможный вид графиков функций 
%'”” (ху, %" (2), 9’ (1) и %(2) указан 
на фиг. 1. 

Максимальное значение |%(х)| 
обозначим через (а, а,, а,). Легко 
показать, что это максимальное зна- 
чение достигается при 5, кратном 
21 (см. фиг. 1), в частности, что 
® (37) = 9 (а, а, а,). 

ТЕОРЕМА 1. Для того что- Фиг. 4 
бы четверка положительных чисел 
(а, а, а, а.) была «возможной», необходимо и достаточно соблюдение 
совокупности двух условий 


И > - (3) 
а. > Р(а,а, а,). (4) 


Необходимость условия (3), как уже было отмечено, вытекает из 
неравенства НаатагА”а (*). При доказательстве необходимости усло- 
вия (4) будем считать, что 


Х (3) =а,, 1(3) >0. (5) 


В этих допущениях содержится предположение о том, что верхняя 
грань функции /’(2) достигается в какой-либо определенной точке. 
Можно показать, что это предположение не ограничивает существенно 
общности рассмотрений. В дальнейшем мы не будем оговаривать 0с0бо 
аналогичных допущений относительно достижимости верхних граней. Что 
касается возможности принять без ограничения общности, что верхняя 
грань / (2) достигается именно в точке 3, а (31) >0, то она доста- 
точно очевидна. Для доказательства неравенства (4) достаточно устано- 
вить, таким образом, что в предположениях (5) 


@. =5ир | 7 (2) | Г. Ч (ах, а,, а,). 
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Мы докажем несколько больше, именно, что из (5) вытекает 
1 (41) >> 9 (41) = (а, а,, а,). 
Допустим противное: 
1 (41) < 9(40). 
Так как 


1 (31) = 0=5 (30), 
то в этом случае в некоторой точке т, интервала (34, 41) 
Г (1,) < $ (т,), 


а так как кроме того Е то в какой-либо точке т, 
интервала (31, т,) 


Га) <, (6) 
Точка х, должна лежать левее 4/—/, так как при Ч—1 << 4, 
%" (1) = —а,, а по условию всегда |} (х)| < а.. 
Обратим внимание на то, что из Й (31) =а, вытекает 
Г (3 =0=5" (30) (ба) 


(иначе ]” (х) не могла бы достигать в точке х=3{[ своего максималь- 
ного значения а,). Из (6) и (Ба) получаем, что 


НАТА 17 
Гоа, < (а,) 
в какой-либо точке х, интервала (31, х,). Так как г. < т, <41—1, то 
х. лежит в интервале (31, 44 —(,), в котором веюду %”’’ (х) = —а.. 
Таким образом, 
772 р 
7 (т.) < —4,, 
что и приводит к противоречию с требованием | }’” (х,)| <а 
Тем самым необходимость условия (4) доказана. 
Достаточность ‘условий (3) и (4) может быть показана путем построс- 
ния соответствующих примеров, которые легко извлекаются из данной. 
выше конструкции функции % (т). 


$ 2. Случай (а, а, а, а., а,) 


Из теоремы 1 вытекает, что для «возможной» пятерки чисел (а 
4, а,, а.) всегда выполняются неравенства 


о. 


а, = “8 (7) 
У ра у 
Иа, а) (8) 


Необходимые и достаточные условия «возможноети» пятерки (а,, та 
а.) получаются присоединением к этим двум неравенствам още од- 
ного. 


( 


Если положительные числа а,, а,, 4, а, удовлетворяют условиям (8) 
и (7), то они однозначно определяют функцию у (т), обладающую сло- 
дующими свойствами: | 

1. х(т) периодична с периодом 41, где 


а Е о 5 
ет, ое 


сз а. 
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2. 1! (т) =0 в интервалах 0%х<1, 1-1 << 1+4, < 
<< 2-4, 31—11 <<, М-1<т<4; 
ПУ (х)=а, в интервалах (| <т< ВА, Е, << 21—15 
ХГУ (5) = —@, в интервалах 21-1<х<31—41, 9+1 << - 4. 
Зи“ (0, /” (21) =0, й (9 =0, (0. 


Простые вачисления ‘показывают, что 
М: (7) —=4,, М, (у) =, М, (%) —=а,, М. (%.) — @а.. 


Обозначим через Х, (а, а„а„а,) максимум |7(7), который дости- 
гается в частности в точке 5 (фиг. 2). | 
ое 
- 4. 
| В Н ' к рю | и 
| | | 
| | | | 
[ 

] О Аба | ХА) 
[0 _ | Е | 


Фиг. 2 


ГЕОРЕМА 2. Для того чтобы пятерка положительных чисел 
(а, а, а, а, а,) была «возможной», необходимо и достаточно соблюде- 
ние совокупности трех условий: 


5 
(15 


Ч, =- Заз * (7) 
@, = уз (а, Ч, а), е (8) 
4% > № (а,, 4», а, а,). (9) 


Как уже указано, необходимость условия (7) и (8) вытекает из тсо- 
ремы 1. Докажем необходимость условия (9). Для этого рассмотрим 
функцию }(5) с 

М, (р=а,, М,(])=а, М,(=а, М.(ы=а, 
и по этим а, а,а,, а, определим у (т) и 2. Без ограничения `общности 
можно допустить, что максимум (т) достигается в точке 41, т, 6. 
что } (4/1) =а, (откуда | (41) =0, а также ](4/) > 0). Покажем, что в 
этом случае 
1(51) > х (54 = Х, (@,, а, а,, а.). 


Предположим противное, т. е. что }(51) < х (51). Тогда при неко- 
тором х, из интервала (41, 51) будет ]' (х,) < Х' (х,) и в силу [ (41) =а, = 
=у’ (41) при некотором х, из интервала (41, х,) 


|’ (т,) < ^" (х,). (10) 
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Заметим теперь, что х, < —1[,, так как в случае 51—11, зд < 5 
(см. Фиг. 2) 


х" (в) = —а, = —М, (< Ра). 


Если принять во внимание, что (41) =’ (4) =О0 и (51—41) > 
=х"(51—1,) = —а,, то из (10) можно вывести существование двух точек 
1. и х., для которых 


Ме аа 
у (=.) = я А и 9) > УС а ] 


При этом 2. > 4-1, так как в случае 4 << 44-1, 
И. (+) = 0 — ==; Е (5). 


(11) 


Следовательно, 
и, < м. 


Из (11) вытекает существование точки х,, лежащей между т, и х., 
т. е. во всяком случае на интервале (41-1, 5/—-1,), в которой 


ЛУ (2) > м (х,). 
Но на интервале (42-5.., 52—4),) 


дм (х,) — Ча =, (7. 
Полученное противоречие и служит доказательством необходимости 
условия (9). 

Достаточность совокупности условий (7), (8), (9) показывается по- 
строением примеров, которые легко получить видоизменением функ- 
ции 9 (5). 

8 3. Случай (а, а, а,, а,, а.) 
Начнем с введения обозначений, которые будут использованы в этом 


параграфе лишь для одного частного случая, а в общем виде понадо- 
бятся далее. 


Функцию у (5), определенную в $ 2, будем далее обозначать, чтобы 
указать на использованные в ее определении параметры, через 


О И" 


В соответетвии с $ 2 функцию 79, (х, а, 6, с, 4) будем считать опреде- 
ленной для всех действительных д и для а, 6, с, 4, подчиненных 
условиям 


>, а>(ъе, а). 


Положим, далее, 


5 (т, а, Ь, С, == а, а, Ь, С, 4) ЧЕ 


о 


и вообще при п'> 4 


Уп (х, а, Ь, С, а) = т (Е, а, 9, а) 4. 


за 
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Все эти функции определены в той же области, что и а 
Введем обозначение 


Х, (а, 6, с, а) = шах | ул (2, а, 6, с, 4)| при п=4, 


При п=3 положим дополнительно 

Х, (а, 6; с, а) ==а. 
Легко видеть, что функция Х, (а, 6, с, а) при постоянных Ё, с, @ мо- 
нотонно возрастает с возрастанием а. Поэтому существует обратная 
функция 


(5 Х» (А , С, а). 


Очевидно, что, при п=3, Х, (г, 6, с, а) = г. 
Так как Х„ при заданных 6, с, 4 определена для а > Т(Ъ, с, а), то 
Хи (т, 6, с, 4) при тех же $, с, 4 определена для 
ал. са беса. 
Положим, для т>4, п 3 
Хил (2, Г; 6, с, ау, м, ое, а. 
и СО) ео» ви Г 0 6.9) 


Легко видеть, что Хи, =Хи. 
Область определения функции Хил(т, 6, с, 4) дается неравенствами 


= р У овауно, с, а]. 


с? 
эй 
При постоянных 6, с, 4 она монотонно возрастает с возрастанием г. 


Поэтому существует обратная функция г= Хи, (Хи, 6, с, 4). Легко 
показать, что 


ть ($, 6, с, а) = Хили (3, 6, с, а). (12) 


Заметим, что при помощи функции Х, условие (9) теоремы 2 может 
быть заменено равносильным условием 


а бла. (9,) 


Перейдем теперь к основной задаче этого параграфа: рассмотрению 
соотношений между М. (1), М, (1), М, (№, М. (7) и М, (Л. 

ТЕОРЕМА 3. Диля того чтобы пятерка положительных чисел 
(а, а, а, а, а,) была «возможной», необходимо и достаточно соблю- 


дение совокупности трех условий: 


а 
а, = а. ; (13) 
а, > Х, {ТР (@., Ч, а,), аз, аз, а}, (14) 
Ч. > ^ {Х, (@,, аз, @4, а}, а., ав, а,}}. (15) 


Необходимость условия (13) непосредственно вытекает из неравен- 
ства Надатага’з (*). Необходимость условия (14) вытекает из теоремы 2, 
если заметить, что функция Х,(т, а,, а,, а,) убывает с убыванпем $. 
В самом деле, непосредственно из теоремы 2 вытекает необходимость 
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условия 
. > 7 
а, = мех. а, ва, а. 
аз 
но в силу указанной монотонности нижняя грань в правой части до- 
стигаетея при наименьшем совместимом с заданными а, а,, а, значе- 
нии‘, = (86а, а, ). 
Остается доказать необходимость условия (15), т.е. показать, что 
для функции 7(х) с М, (Л=а, М, (р=а., М. ( )=а., М, (р =а.,, 
неизбежно 


й й 4 < ИГ. 
Я МХА и аттеа аа и 
1 где положено сокращение . 


Х5 (х) — № |, л. (а, Ч, а, а,), аз, а,, а, }. 


5} 
Графики х.(т) и ее производных даны на фиг. 3. 

Без ограничения общности можно принять, 
что / (5) =а, и }(5() >0. Для этого случая по- 
кажем, что 

1 (61) > х, (61) = М, (х,), 
т. е. что допущение 
#101) < х, (64) (16) 
приводит к противоречию. 

Так как }(5Й > 0=у, (51), то из (16) вытекает 
существование в интервале (5, 6[) точки т,, в ко- 
торой ] (1), < 7, (1,). Так как | (51) =а, =’ (51), то в некоторой точ- 
ке х, интервала (51, х,) 


а (17) 


Так как |’ (51) =0=у” (51) (в точке 5 функция } (5) достигает своего 
максимума а,) и (в силу (9,}, примененного к [ (5)) 


Г) = -М. = Х, (а,, а,, а., а,) = —М, (45) = Х, (61), 
то из (17) вытекает существование точек х. и 1., для которых 


т ВОВ, | 
Г" (1) < Жь (15), Г’ (т) > ь (05). | 


При этом в действительности х. > 5(--[,, так как при 5/ << 51-1, 


(18) 


#1/ 


о (+) > —@:=у, (т). 

Из (18) и из неравенства }” (51+ 1,) > —а,=х.” (51-1) заключаем, 
что существуют точки х, и х,, для которых 

БА, < ааа, 

ПУ (2,) < 25° (4), ПУ (т) > УР (у. | 


При этом 2. < 61—11, так как при 61—11 << 61 


(19) 


ПУ (2) за. =” (т). 
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и - р "Г . О р р с 54 
Из И вытекает существование на интервале (х,, 2.) точки д, для 
которой 
м в 
7 (,) = (5 (т, }. 
Это, однако, невозможно, так как т, лежит на (57-[,, 6/—1,), а на 
всем этом интервале уу (7) =а, =М,(}. 
Достаточность условий теоремы 3 доказывается при помощи по- 
строения примеров, легко получаемых из функции у, (1). 


$ 4. Случай (а, а, а» а,, а,) 


ТЕОРЕМА 4. Для того чтобы пятерка положительных чисел 
(а, а, ч., а, а,) была «возмоменой», пеоблодимо и. достаточно соблюде- 
ние совокуппости условий 


=: 9 
девы ‚(20) 
а, о, а, 0). (21) 
Я Ш, ао а, (22) 


Необходимость условий (20) и (21) очевидна. Докажем необхсди- 
ти 9 о и и а =. Е . 
мость (22). Для этого заметим, что, какова бы ни была функция }(х) 
с конечными а, =М,(]) (Е =0, 1, 2, 3,4, 5), г силу теоремы 2, при- 
мененной к 7 (т), 


А (ана ата} 223) 
а в силу теоремы 3, 
с 1. 
Ч, = 4 5 1Х, (а,, Ч, ал, @,), Ч, Ч, @5 г, (15) 


неравенство (23) равносильно условию 


аа, @.),, (24) 
а (15) можно записать в виде 
ао ааа.) (25) 


что равносильно 
а, и, (аа Ч Я.) =, (@, аа, @,). 

Подставив в правую часть (24) последнюю сценку для а, (ото законно, 

так как д (а, а», а., а,) монотонно растет с возрастанием а,), получим 


Е ы 5 
а. ааа, ву ча а, = д, (вала, в), 


что равносильно (22). 
ТЕОРЕМА 5. Даля того чтобы четверка поломсиптельных чисел 


(а а. @,) была «возмоменой», необходимо и достаточно соблюдение 
02 8) 


совокупности двух условий: 


а: 9 
а. =" За, ' (20) 
а >Х, (1 (а,, а, а,), а,, @,, аз}. (26) 


Теорема 5 легко доказывается на осиовании теоремы 4. Заметим 


лишь по этому поводу, что (26) сесть простое следствие (22), как это 

ясно из того, что Х, (а, а, а, а.) монотонно убывает © убыванием а,, 

а Т(а,а,, а,) — наименьшее значение @,, совместимое с заданными 
8 5 


2‘, @; 


6 Извесгия АН, серия математическая, те 


266 А. РОДОВ 


Вводя обозначение 
Ч. (а, бо=Х (а. ао Ип= о. 
можно записать (26) в виде 
а, > т, (а., @., а,). (27) 
Вполне аналогично из теоремы 2 можно вывести такую теорему: 
ТЕОРЕМА 6. Для того чтобы четверка положительных чисел 


(а, а,, а., а.) была «возможной», необходимо и достаточно соблюдение 
совокупности условий 


$ 5. Случай (а,, а,, ах, ах. 1, ау.) 
Ради компактности общих формулировок положим 
Х, (а, 6, с, а) =а, 
А 
ИО 


ЩЕ 


ТЕОРЕМА 7. Для того чтобы пятерка положительных чисел 


(а, а;, а, @х.1, аь.з), О << К была «возможной», необходимо и доста- 
точно соблюдение совок упности трех условий: 


акт р 
Чт —: Зе , (30) 
@: > ры (а, @т.,› @х. .) й (31) 
а — а К2— (а:, а), “т. 1, ак. а). (32) 


ТЕОРЕМА 8. Для того чтобы четверка положительных чисел 
(4, ак, @к.л› @к.з), К > 0, была «возмоменой», необходимо и достаточно 
соблюдение совокупности условий (30) и условия 


@, > ея +2 (а, @ 1:1, @р.з). (33) 
Теоремы 2 (1=1, А=2), 3(1=1,К=3) и 4(1=2, К=3)— частные 
случаи теоремы 7. Теоремы 1(к=1), 6(^=2) и 5(К =3) — частные 
случаи теоремы 8. 
Заметим еще, что условие (32) равносильно условию 
@<Хьь, 42 (а, @., Я. ,1, Ч +2). (3213) 
Доказательство теорем 7 и 8 осуществим при помощи индукции по 
индексу Ё совместно. Для случаев < А=2 из <А=З подлежащие 
доказательству утверждения содержатся в теоремах 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Поэтому для полного доказательства теорем 7 и 8 достаточно, пред- 
положив, что при 1 </А=п >33 утверждения теорем 7 и 8 доказаны, 
доказать их для ё < Ё=п- 1. 
(«) Начнем с доказательства необходимости условий теоремы 7 для 
8=1, К=п--1, т.е. с установления того обстсятельства, что для 
функции }(5), для которой Я 


М. Л=а,, М, (7) =а,, МоЙ = 9 а, 
И (Г) — @л.., а (7) = @п.з, 
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выполняются неравенства 


т 

а -@л+3 7 (34) 
а, = у 2 (а @п,›, а =) (35) 
ен (а, Я пт, ЯЧп,>, Я. (3.3) 


Неравенства (34) и (35) получаются непосредственным применением 
теоремы 8 при А=п к производной функции [ (2). Для доказатель- 
ства неравенства (36) будем сравнивать функцию 


т (0+9) 
7 (х) с функцией Х (2) = ль» п+2 (2-- 1, а, @ пт,» @п.>, = их 
а„,.). Последняя функция (ее определение дано в 
начале $ 3) имеет период 4[, вычисляющийся по а. 
формулам 
ат 1 
а о) 
@й+з > 
2 
а 
Я г. 
Ре —^п®+3 
Д=-— › 
Яд > 
= Хз (@1, Чт, Чл», ат+з) — № (@пул, @п+ 2. @ньз) 
С @ +1 р : и 
При этом о 


Хх [("--2)]=0, Хе Леа. 


Вид функции ) и ее производных на отрезке 
[(п-2)1, (п-+3)П длины { дан на фиг. 4. В силу 
периодичности (7) можно заменить этот отрезок - 
отрезком *[7ё, (г--4)], где г=0, 1, 2,3. Так как Е. 
доказательство во всех четырех случаях анало- 
гично, рассмотрим случай г=0, т. е. п вида 


7 


45-2. В этом случае  _ 


х (0)=0, Хх’ (0) =а.. 


Без ограничения общности можно предполо- 
ЖИТЬ, ЧТО 


? (9) = аку (0)|=0,=5(0), (33) 
Из последнего предположения вытекает, что 
7’ (0) =09 =“ (0). (39) 


Применяя теорему 7 к функции (5) при К=п, получим в силу 
И 


шах | о (*) | < а 3-1, пя (а, Я п-т» Ч. 2, @п ##) — ах | х® () | (40) 


1 


6* 
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Гак как (фиг. 4) 
шах 49 (2) |= 799 (0, 
пах | 70 (#) | = у (0), 
пах ум 2) (5) = (4 2) 
тах у 3) (т) ы (4 :3) 
то из (40) вытекает 
о 
ИЕ О 5 (0), 
а +2) ([) = 6 : 3) (1), 
р 3) (0) — ЕО (0). 


Подлежатцее доказательству неравенство (36) можно написать в виде 


шах |] (5) ‚> шах! у (т)! =У(В. 
Допустим обратное: 
шах 7(7). Зи (0. 
Тогда, в частности, 


1(0 < (0. 


(а) 


Из (37) и (41а) вытекает существование точки 2, Об<д<Ь 


1, 
в которой 


Г (1) < (т). 


Отсюда вместе с (38) вытекает сущеслворание точки г, хх. <, 


в которой 


Х' (1,) < (" (1). 


Отсюда, из (39) и из (41,) при $=0 вытекает существование точек 


й и й м И к 
2 ма, Осмо, Олдлясьоторых 


Е о 


Аналогично, используя неравенства (41), найдем для А =4, 5, ..., ПА 


точки т), 2, для которых * 
“ ' и и 
Е о ети 
„’ и 5 и 
а ель 


т, < у = ‚м = В — й. 
№ (2) < И (х,), №4) (х.) > ха.) 
1) > (2), 15 (и) < 9, 


Пе (ру) <На), Кен) > О Иан). 


Так как на отрезке О<х</, 


1+ (5) = —@.4, 
О, Иа аи 
Де" т — УЕ (1) = — @а- 4, ре 1) ее ‚) = уе О (нь, 


А 


* Следует иметь в виду, что мы специально рассматриваем случай п вида 


45-2. 
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вытекаст существование хь12и Хи, 1 < Хиро < 1 < а А <, 
для которых 


еды) Ааа), о) > 0) (>). = (42) 
Так как на отрезке [—/, <х<[ 
70-22) (5) = @вдь, 


то Ти < 1—41,. Из 1 <Зхь 2 < 2 <1—1 и неравенств (42) следуст, 
что существует точка 7т.., [1 <11.. <2—[ь, для которой 


ди |8) (та } 3) Е о (ть : 3). 
Но так как на отрезке | <г<1-— 1, 


у (2) = @н:3, 
то 
а -а: о -щах Ю9(2) |, 


что невозможно. Таким образом, неравенство (35) доказано. 
(3) Достаточность условий (3%), (35) и (36) для существования 
функции ](т) с требусмыми 


М. ()=а» М, (р =а,, Ми, 1 (1) = Чв.л, 
И (7) — и.о, И (1) — Сп 


вытекаст из существования соответствующей функции 
и (т) = Иж, [72 (х, а, Ч, ,, @п.», Я) 


Требуемая функция (1) получается путем прибавления к 7/(5) 
соответствующим образом иодобранной констзиты. 

(У) Переходим к доказательству необходимости условий теоремы 7 
для К=и-+1 иё> 1. Соблюдение при О<Е<А-=н-1 условий (30) 
и (31) вытекает из принятых допущений непосредственно (теорема 8 
для К’=и--1—1). Остается установить справедливость при #>1, 
К=п-1 поравоиства (32), т. ©. неравенства 


(15 — №4 18, нЕ -1 (@:, и 1, Чи: 3, Чп 1 3]. (43) 


Для этого заметим, что (43) для #=1 (т. е. неравенство (36)) уже 
доказано, что дает нам ((32 515) при #=1, А=п-+ 1): 


1 < ат 10, №18 (ат. и :лу @ъие а 3). (44) 


`) 
Так как, кроме того, 


а ГА 
Ч: о Е и Ь Ча, Чите, Чт :3) (15) 


(неравенство (32 15) для Й (7) при А=п), то, подетавляя оценку (44) 
для а, в (45), получим 


о —— о р. Е [Х, |3, и 8 бы Чу, (т |-*› ТЕ 3), Я 11, Ян 12, @ п 53] = 


м 
= ре 3—6 2-3 (а, @ 1, @ньо, @ п 3), 


что эквивалентно неравенству (43), которое тем самым и доказано. 

(5) Достаточность условий теоремы 7 при А=п-1 и любом г дока- 
зывается существованием той же самой функции 7 (5), которая была 
использована при &=1. Именно, при заданных а), а’:1, аз можно для 
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каждого а; удовлетворяющего неравенству (31), определить а, таким 
образом, что М;(х)=а:. Функция {(2) с М., Мь, Мь, Му и Мк», 
равными, соответственно, а, аз, ак» акул, @к--2, получается из подобранной 
таким образом 7 (2) прибавлением надлежащей константы. 

(=) Справедливость теоремы 8 для =п--1 обнаруживается легко. 


Поступило 
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А. ВОООУ. ВЕГАТЮМ ВЕТУЕЕХ СРРЕВ В00Х0$ ОК БЕВТУАТТУЕУ 
ОЕ ЕСХСТТО М ОЕ А ВЕАТГ УАВТАВГЕ 


ЗОИММАВУ 
Тюга Гшисйоп Х(х) Ъе аейпте4 оп Ме эхвое геа| ах1з. баррозе Ша 
7(х) 13 роииаеа, фобефег мц цз п Пгзв аеглуаНуез, г — © < < - о. 
Т.е 
М. (р =зар |7 (5) |, 
Ирка) уе = 1,2, в. 


Гре аи ог сопз1@егз зоше пех рагИси|аг сазез о{ Ме !ЁоПоуша 
зепега! рго ет: слуеп а Нице асотесаце оЁ ицесегз 


О блок т 
ипег \Баё (песеззагу ап4 зи Йс1етё) соп@ Илотз$ ппрозе@ оп \\е асотеса\е 
оЁ розИлуе геа|! иитаъег 
па, а сх 1-9 


15). 1: п 


Феге 15 а шисйон ](5) Ъоци4еа, 1юсе Мег ИВ 13 п ИгзЕ Челуа Нез, ой 
Ше тег] ах1з, засЬ аб 


М. =а,, М (реа И. Е? 


Тре сазе К =2 \а$ збаеа Бу А. № КБойпосогоЙ \мИВ ехваизйуе 
сошр!еепезз (\е сазе А =1 1$ 11а. 
Тре аи Бог Ваз зассейе@ зи зоуше Фе ргоет шт Ше сазе =3 
Гог {Ше тейаНоиз Бек\уеей 
М, И М МЕ 
(п 13 агрИгагу) ог 
РИ РО 
(Оп аге афИгагу\, аз \е| аз 11 Фе сазе Гог Ше г@а0т$ Ъелусей 
Пе ММ 


(0 <Е< п аге атИгагу). Та рагмеШаг, \е Вауе а сотр!ейе зотайой о! 
Ше ргоМет сопсетлате Фе геайотз Бебмееп Ще иррег Ъоипаз оЁ Ше 


абзойце таспиез оЁ Ш1е Тапсйоп Изо апа цз Гопг Из Чомуайуез 
(зее $ 2). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЕГЕТ1М ОХ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСЛЕМСЕЗ ОЕ 1/08$5 


Серия математическая 10 (1946), 271—276 Земе та\пёта аче 


П. Ш. ХАГЛЕЕВ 


_0Б ОДНОЙ ОРТОНОРМИРОВАННОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 
(Представлено академиком (©. Н. Бернштейном) 


В работе устанавливается полнота одной последовательности функций, 
определенных с помощью функции в (п). 


Рассмотрим периодическую функцию ЁР(2) с периодом, равным еди- 
нице, и определенную в интервале (0,1) следующей формулой: 


4+1 если 09О<х< - ‚ 
Е (5) =1-+2(2 [5] -— [21]) = а (1) 
—={ ‚если 5 << 1 
Ее рядом Фурье будет: 
Е(1)=* =. (2) 


Образуем последовательность функций с, (2), , (х), *, (т), -.., где 
сл (2) =пЕ (пх), и поставим задачу 0б ортонормировании последователь- 
ности <, (1) по Е. эевшафу. 

Скалярное произведение з„(х) на (7) будет 


т 1 Эл (2%--1)пх 
5 т) м я 2-1 
ПЕ 


гы ’ 7’ 
ИЫ (21:1) п (211) "^) __ 8тт ( 4. “)) ри 
"(> ОИ, У ТЕ п? У АА У 1 
т 


ИХ: 


51 2 (21-1) тх } а 
2-1 


> 


1=0 #=0(тоа п), 1=0(тоа т) > 
со 
8т? п? ; 1 8т? и? № 1 — (т, п). (3) 
АЯЕР р 28? [т, т 12 \ 
К=1 


1=0 (тоа [т, ®]) 


(Здесь и в дальнейшем штрихи при знаке м означьют, что суммирова- 
ние распространено на все нечетные числа и и = / 2 зт 2* из). 

Докажем, что последовательность функций р; (#6, (2), В, (2), =", 
определенная формулами 


== - . и, г $. (№ (4) 
уни! (1) а (7), 
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Фа 


ви) = Ув (им Ц (1-1), ©) 


ан р!" 


будет ортонормированной системой в интервале (0,1). 
Действительно, при А < п скалярное произведение 


1 < 1 ` 
(> В) = Из (@) (5 в т) Са» < ) = Уе. (в) > и ( .) (и, Та.) —= 
А Ч А] т кк р. 
т. (1) = (а, к))=0, (6) 


где &((п, т)) =(т, п). Здесь использована арифметическая лемма, 
доказанная Н. П. Романовым, которая утверждает: осли А<пти 
7 (и) — любая функция, то 


Ув (х) 1%, 4))=0. 


в 


Из равенства (6) непосредственно следует, что (ры, 0,)=0 при тп, 

так как, согласно (4), р»(х) есть линейная комбинация *, с У. не пре- 

восходящим т. Этим доказано, что система р„(т) ортогональна. 
Остается показать, что система р„(х) нормирована. Имеем 


лев: В п. и у ре 
(В. ви) Уз. (®) (3 | ( а , За Вь Уз г п) вп) 


1 и 1 п ` 
= ЕЕ т < 65 == = а: ( Е. 
мор (1) (= п) о, (п) > и, =. 72, 4) 


а!п 


=ны (4) = 
ть 


р з 
Принцип обращения Мёбиуса утверждает, что из соотношения = У, 
а!п 


(п=1, 2,3, ...) еледует 6, = Ув () ва: (п =1, 2,3, ...) и наоборот. 
Ч в 


1 


Нетрудно показать, что верен аналогичный факт: из соотношения 


а, =У (ИЕ, Эна.) пеледусо ы=Ув (=) = Э 
ап 


т 


Поэтому формула (4) дает 


< (2) =" У Из, (4) ва (2). (7) 
4!" 
Производящий ряд Дирихле для системы функций р„(х) имеет вид 
СИ) в (2 Е < 4-2 (2 [=] _— [92] 
Уымы м (1-е р 


п=1 7—4 


ОБ ОДНОЙ ОРТОНОРМИРОВАННОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТ 2 


Он может быть получен из соотношений 


А 
ра - ГИ © 
в (п) Зт (2) =, ‚(а Е : УУБЕ (К) оь (2). 
х п > то — 78 ь (9) 
п=1 К= Е №: > 


И 


р 


в (7) _ „_ 
— п8 = (1-5 ‚): в. `_ 
где 5 ($) — известная дзета-функция Римана. 


Ряд Фурье для зт2лтх по системе р, (г) 


т 2= ме, р, (х) | с,ь, (1)... 


имеет коэффициенты 


1 
= \ 311 256; (7) ах Е 1 Этх па Ув (1 за (+) ах = 


п 


=: еже - о = = 1п м (2А + 1) 4х 9 (2 
‚о 2 м, 
4! 0 21 


и = 
Проверим равенство Парсеваля 


1 


со 
’ д 
\ за 2=2? 4х = У В: 


0 и! 


Нользуясь соотношением 


ПОЗЕ (2) 
= 


получим: 
` в в (2)? р , о 
= | > Ус. ( (8) -=ПО+но в 
й Л | - 
ет РТИ АР в 
=? \. ь 5 


чем доказана справедливость равенства Парсеваля для зщ 2лх. Таким 
` образом, зш Жх аппроксимируема функциями р, (т), т. е. для любого 


= <0 можно найти такие п, А,, 4,,..., что 
1 в ь | 
\ [5 жд — У, А. (2) |4 < =. (14) 
0 #1 
Аналогично 
. 7’ 2 
\ [5 2=тз— У, Ау; (ть) | "аз == (15) 
р 11 


где т — любое целое положительное нечетное число. Но, в силу Фор- 


я 
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т 

* «+ й м в 

мул (4} и (7), всякий полином вида У’ А; в: (тж) выражается через 
=1 


м 
/ 

полином вида У’ А’ р; (2), откуда следует 
1! 


1 № 
\ [50 2=тх — У А; р) (=) |" де: (15) 
0 1—1 

Итак, все функции зщ 2х, защ 235, з 2т5х, ..., аппроксимируемы 


в смысле метрики Г, (0,1) функциями 6, (7). 


Так как У2 зщ 2*пх при п нечетном образуют полную ортонорми- 
рованную систему для множества функций Н’, удовлетворяющих почти 
всюду условию 


ии (17) 
я 


в смысле метрики Г[.,(0, 1), то функции 6„(2) образуют также полную 
ортонормированную систему на том же подпространстве Н’. 


Так как по формуле (7) *, (5), *,(х), ..., представляют линейные 
комбинации р, (г), р.(5),..., то система *„(2) полна на том же под- 
пространстве. 


Рассмотрим функцию А(1) с интегрируемой производной А” (1) 
в интервале (0, 1) (4’(0) =0) и удовлетворяющую условию (17). Найдем 
коэффициенты Фурье для А’({) по системе в, (#}: 

=(А, =) 4" (и) 4 


1 
о Уз (а) оно 


-Уны" Е [2%4(#)- «54 (+) —4(1)]. (18) 


Равенство Парсеваля 


1 


1 
А’ (1 а = 


2а-—1 г а-1 | $ 
[а 4-6 А(Р 4 


Связь функций р„(5) с функциями 


(= ых» (1) 42), (19) 


й 
где 0, (х 2) =пх— [пх] —-5-, исследованными Н. П. Романовым (*), харак- 


теризуется равенством: 


р» (2) = Е [Ф» (2) — 2, (2)] (20) 


для всех нечетных п. 
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Из этого соотношения между ®„ (5) и р.(2) и из формулы 


9, (2) Ув ®(2) [ее (а) — 9 (4=, а] -— Не, (21) 


полученной в указанной выше работе (*), вытекает соотношение 


= (2) = я % (1) (2% (аз, а) — ®(2аз, 4-е (п) |. (22) 


Полагая У?, (п) (2)=а„ (2), получим 


я [ <, (п), если т=п, \ 
\ а, (паи (а) ах=4 ; (23) 
о |= 20; если тп, ) 


откуда можно получить много новых нетривиальных тождеств, содер- 
жащих функции ф (п), Ф(т, п) Эйлера. 


Поступило 
30. ТУ. 1944 
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Р. СНАСГЕЕУ. ОХ А СЕВТАТХ ОВТНОХОВУМАШИЕО ЗЕООЕХСЕ 
ЗОММАВУ 


Озаие зоте шой саНон$ оЁ Ме шефой «1уеп у М. Р. Вотапой 
(Бе ап Мог зЗВо\з Шав 


Л %] Я 
а (2) = —— (о а) ев ово 
ры (2) уве (4) (4,2), ( 


Гог ап огфопогта112еА зуз{ет шт Г, (0, 1); Веге 


| | 1 м 0<2< 
Ё (5) 
ей Гог ее вь 


ь (п) 13 Мбриаз’ Гапейоп апа в) = Ув (2) 4 Тье а \ог Ипаз фе 
[п 


зарзрасе о{ Г, (0, 1) Гог \Ъ1еЬ {2 (1)} 13 а сошрее зу\ет ап зВо\ 
Ба 


Бе [20+ №9 (1) 902 (4з, 9—9 24» 4) ], 


фт 


\Беге ф (п, т) 13 Фе пашрег о{ ицесетз < п ую аге ге]айуе ргиме 
$0 т, ф(п) =Ф(п, п). Те Рагсеуа! хе@айоп ада ЦШе огТосопабеу геа- 
Попз \Ветзе]уез ехргезз зоше агИйтейса| {ас{3 11 уе\ оЁ Ше агибше- 
Иса] сВагасфег оЁ р» (5). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОТТЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ ОЕ Г0В$$ 


. и 
Серия математическая 10 (1946), 277—279 зёте татетайаие 


А. А. ЛЯНУНОВ 
О ВПОЛНЕ АДДИТИВНЫХ ВЕКТОР-ФУНКЦИЯХ. П 


(Г редставлено акаделииком А. Н. Колмогоровым) 

Дается пример вполие аддитивной зовтор-функции, лишенной скач- 
пов, определенной на всех измеримых множествах отрезка |0, 2*], при- 
нимающей значения из компактного параллеленииеда пространства (у 

у и имеющей певынуклое множество значений. 


В работе под таким ие названием (') нами было показано, что 
вполне аддитивная вектор-функция, лишенная скачков, определенная 
на системе подмножеств некоторого множества, инвариантной относи- 
тельно счетных сумм и пересечений и взятия дополнений, и принимаю- 
щая значения из п-мериого эвклидова пространства, имест выпуклое 
множество значений. Мы покажем, что это свойство теряется, если вместо 
конечномерного пространства взять босконечномерное, хотя бы даже 
компактное пространство. 

Рассмотрим последовательность функций 7.(х), х, (2), .-., /п(х), ..., 
определенных ина отрезке [0, 2] = А, принимающих значения "1 и —1, 
образующих полную ортогональную систему функций на этом отрезке 
п таких, что 


№ (2) = Е Г. Уп (=) 4х =0 


о 
пр =, 2, 9, -..* 
Обозначим 
Я ЕЕ [Ф1[2) = -- "Е 
Тогда 


пов ОО Е пи О 


Определим вполне аддитивную воктор-функцию Ё(Ё) для всех изме- 
римых множеств отрезка [0, 2]. Значение функции /(Ё) сеть вектор, 
ложащий в компактном параллелепипеле пространства /, и имеющий 


координаты: 


Е(Е)= (у (Е), у: (Е), ..., (Е), *... 


* Пример такой системы можио найти в нииге Зигмунда (?). 


278 А. А. ЛЯПУНОВ 


Очевидно, функция Р(ЁЕ) вполне аддитивна и лишена скачков; 
легко видеть, что 


так как 


У» (1) тез тез О» о 
еее, 


О Я * 
0 


Если бы множество значений функции Ё(ЁЕ) было выпукло, то оно 
содержало бы все —. вида ^Р(В), где О<^<1, так как оно содер- 


жит точки (0,0,. ..) и (В). Мы покажем, однако, что оно 


не содержит точки РВ. Допустим, что Е(Е) = Е(В), т. 


= % (Ё) = \ В \ 45 = тез Е 


Е Ё 
и 
1 у [Я в: тс$ (ЕО 
Е = Ул (Е) = 5 \ — «= И при п> 6. 
Е _Еба 
Следовательно, 
шез В =л и тез (ЕС,) = = при п> 0. 
Но тогда 
п 
шезСЁ =т и шез(О,СЕ) => при п>0. 
Положим © (5) == --1, если ХЕЁ и (5) = —1, если ХЕСЕ; тогда 
2 
\ Хо (2) ® (5) 4х = тез Е — тез СЁ=0, 
| 
25 
\ хп (2) ® (5) 4х = шез О, В — мезО„ СЁ =0 
| 
т. е. функция ®(т) оказывается ортогональной ко всем функциям 
системы У.(5), Хх, (2), ..., 7/п(т), ..., Что противоречит полноте этой 
системы. Полученное противоречие доказывает, 


1 
что точка _Р(А) 
не принадлежит множеству значений функции Р(Ё) *. 


Поступило 
29; 1. 1945 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ1М ОЕ ГАСАОЕМ1Е ОЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1/08$$ 
Серия математическая 10. (1946);:284—294 Земе тапётацаие 


А. Я. ХИНЧИН 
О ЗАДАЧЕ ЧЕБЫШЕВА 


Пусть 6 — зррациональное число, а— любое вещественное число, не 
представимое в форме а8-Ь, где аи 5 целые. Пусть 4 (0, а) —ниж- 
няя грань положительных чисел С, для которых неравенство 


|1 (0х—у—а)|<С 
имеет решения в целых, сколь угодно больших числах т, у. 


4 
Результат Минковского # (0, «) < может быть заменен более точ- 


ным неравенством 
И Еее, 
2 (0,9 < И 


где 4=А (0, 0) — известная характеристика Маркова. В статье исследует- 
ся.также вопрос о точности полученной гренигы и доказывается, что 
эта граница — наилучшая среди функций от 1, аналитических при #4 =0. 


1. Введение 


Задачей Чебышева в теории диофантовых приближений называют 
исследование приближенных решений уравнения 
9%— у—а=0 (1) 


в целых х, и; при этом 0 и «— данные вещественные числа, из кото- 
рых 0 иррационально. Задача Чебызшева есть, таким образом, простей- 
шая неоднородная линейная задача теории диофантовых приближений. 

Сам Чебышев(') создал своеобразный алгоритм для приближенного 
решения уравнения (1), и с помощью этого алгоритма доказал сущест- 
вование бесчисленного множества пар целых чисел х, у, для которых 


ау! < 2, 
или, что то же, 
12 (05—у— 2) | <2. (2) 

Эрмит (*) и Кронекер(*) с помощью чрезвычайно простых соображе- 
ний, не базирующихся ни на каком специальном алгоритме, показали, 
что число 2 в правой части последнего неравенохва может быть заме- 


нено числоы '/,. В дальнейшем Эрмит более сложными методами, 
опирающимися на арифметическую теорию квадратичных форм, показал, 
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что это число может быть понижено до И 2/27 в предполомеении, что 
уравнение (1) не имеет точных решений в целых т, у. 

Это предположение, которое мы в дальнейшом для краткости будем 
называть гипотезой !, вообще играет в задаче Чебышм>ва весьма су- 
щественную роль. В самом деле, если х=а 0-6, где а и 6 — целые 
числа, то 


ху х=0(х—@) — (У 0}; 


портому задача Чебышева в этом случае редуцируется к однородной 
задаче приближенного решения в целых числах уравнения 9 х— у=0, 
совпадающей с задачей приближенного представления числа 0 с по- 
мощью рациональных дробей. Эта простейшая зэдача теории диоран- 
товых приближений может считаться полностью решенной трудами 
Маркова, Гурвица, Бореля и других исследователей; наилучшее зна- 
чение постоянной в правой части нерэвенства (2) в этом случае есть, 
как известно, 1// 5. Особый интерес и сущосттенное отличие гипоте- 
зы Г обусловлены тем, что в случае ее выполнения эта постоянная все- 
гда мозжжет быть понижена, как показывает уже вышеприведенный ре- 
зультат Эрмата (И 2/27 = 115). 

Минковский {*) получил в этом направлении результат, который в 
известном смысле может считаться окончательным: с помощью специально 
построенного алгоритма он показал, что в елучае гипотезы Г постоян- 
ная, о которой идет речь, может быть снижена до ‘/., и что дальнейшее 
снижение ес невозмо’кно, если подразумевать под 0 любо? иррационзль- 
ное число, а под %— любое вещественное число, удовлетворяющее 
гипотезе Г. 

Целью настоящей статьи является показать, что достаточно полное 
использование первоначального элементарного мегода Кронекера позво- 
лиет с исключительной простотой и без какого бы то ни было специально- 
го алгоритма получить не только основной результат Минковского, но 
и дальше идущие результаты. В последнем направлении имсется ряд 
исследований Моримото (°), который основывает свои выводы на 
специально построенном алгоритме, и все признаки тех или других 
свойств решений уравнения (1) формулирует в терминах этого алгоритма, 
вследствие чего сравнить его результаты с полученными нами не пред- 
ставляется возможным. 

Пусть 0 — произвольное иррациональное число, и &— любое вещест- 
венное число. Обозначим через >» (0, «) никнюю грань положительных 
чисел С, для которых неравенство 


|2 (20—у—@а)|<С 


имеет бесчисленное множество решений в целых числах 2-0, у. 
В частности, ^ (0, 0) =Х (0) =Х есть известная аряфметическая харэактери - 
стика числа 8, детально исследованная Марковым. Обозначим, далее, 
через в (0) верхнюю грань чисел ^ (90, «) для всех &, подчиненных ги- 
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о 


з | 
потезе Г. Теорема Минковского состоит в том, что в (0) <; для всех 


иррациональных 4, и существуют такие 9, для которых в (9 =-. 


После того как в $2 будут установлены две элементарные леммы, 
мы покажем в $$ 3—4, что 


и (3) 


где ^ =^ (9) есть вышеупсмянутая характеристика Маркова. 'Гаким 
образом, равенство в (0) ='/, возможно только для таких 0, для ко- 
торых ^ (0) =0, т. е. таких, у которых при разложении в непрерывную 
дробь встречаются сколь угодно большие нзэполные частные. Во всех 
других случаях мы получаем ь {6} < '|,. Чем больше ^ (1), тем ниже 
граница для |» (9); в частности, для наибольшего возможного значения 
“(= И 5 (т. е. для 0 = Я и эквивалентных ему чисел) мы на- 
1 ы 
ук Далее, в $ 5 мы исследуем вопрос о точности 
полученной границы; с одной стороны, существует бесчисленное мно- 
;жество значений \, и в том числе сколь угодно малые, для которых 
установленная нами граница является точной и не может быть пони- 
жена. Отсюда, в частности, следует, что среди всех аналитических функ- 
ций от ^ формула (3) дает наиболее точную ‘верхнюю границу для 
в (6); точнее говоря, если х(\)— функция, аналитическая в отрезке 


ходим в (8) < 


Ол ВИ 5, и если в этом отрезке 


ь (9 < 20) < ИР +, 


} 1 БА : 
то $ (^) тождественно совпадает с т И!-—9*. С другой стороны, мы 


находим по меньшей мере одно значение » () -=1/У13), для которого 
граница лежит ниже. 


2. Две леммы 


ЛЕММА 1. Пусть В>О0, 1{(1)=В—*. Тогда существует отрезок 
длины 1, для всех точек х которого 


|] (2) | Е Ь, если и. 
[1(2) | <В, если ‘|, <В<‘/», 
|1(=)| <, У4ВЬ-\1, если В>'|,. 


Примечание. Даваемая леммой 1 верхняя граница для каждого 
В > 0 является наилучшей и не может быть понижена; однако мы 
этого здесь доказывать не будем, так как в дальнейшем этот резуль- 
тат нам не понадобится. 


Доказательство. Наибольшее значение функции |} (х)| в огрез- 


1 


1 
ке 6 -|- Й ) есть, очевидно, наибольшее из чисел Ви В те. 
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а у 
1 В при Во 


ый ——— 

ждения леммы. Если В > -., то УИ8—1—1>0; поэтому в отрезке 

ИЗ-—-г-—4 
2 


тельно, наибольшим значением функции |} (х)| в этом отрезке служит 
ее значевие в одном из его концов; но 


КУВЕТН) в_ИЯЕГЫ ИЕ 


43—1—1 43 —1 1 
а ы Вы А ы 5] ы мы имеем 


1 1 
и В при; < В =; этим доказаны два первых утвер- 


ЕВ длины 1 функция /(х) убывает, и, следова- 


) 


так что при 
|121 < И 8=5 


чем доказано и третье утверждение леммы 1. 

ЛЕММА 2. Пусть 6 и а— вещественные числа, причем @ иррацио- 
нально и уравнение 0 —у—а=0 не может быть решено в целыт т, у. 
Пусть 9 >0и р целые числа, (4, р)=41, и пусть г— ближайшее к 


да целое число, так что д&—т= + 59, 0<$3<1. Положим 98 — р= 


= -Е^”/ , ^*>0. Тогда существуют целые числа т, у, для которых, 
полагая &=|х(х0—у—а)|, мы будем иметь 


д 0 
Вы 


Е если \"/б<8 < А" 8, 
РИН“, если 8 > №8. 


если $<)» Са, 


При этом число | х| сколь угодно велико, если 4 достаточно велико 
и ).*|9* достаточно мало. 

Доказательство. Так как (4, р) =1, то в любом отрезке длины 9 
найдется целое число х, для которого рх ==т (то 4), т.е. рх=г- 49, 
где у— целое число. Допустим, что мы выбрали такие целые числа 
д, у; тогда 


й 
Е о о 
| 

чье бе | 
Е о * 
ее) = | (+=). \ 


Очевидно, мы можем, не нарушая общности рассуждения, считать, 
что перед 9/2 в скобке ‘стоит знак +; полагая х/4=2 (зак что мы 
можем считать число 2 принадлежащим любому отрезку длины 1), мы 


находим 
|2 (5+*=)|=^4 (м. 22) 
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Полагая, в зависимости от знака перед 2 в скобках, 


ах 
Пе (++ т 
мы имеем 


, (а) 


где и, подобно 2, мы можем, считать принадлежащим любому отрезку 
длины 1. 
Применяя к оценке величины & лемму 1, где надо положить 
В = .?/16 ^**, мы находим, что для всех значений и в некотором от- 
резке длины 1 
4* 92 
- 
5 15 
Е < 8/16 №", если 1" /2<3<^ У, 


У 3: —2^**, если =)" уз. 


‚ если 9 <^* У2, 


1 


‘< 


Нам остается только убедиться, что при 4 —> со и ^*[4* 0 вели- 
чина |х| не может оставаться ограниченной. Если бы это было так, то х 
должно было бы принимать одно и то же значение а для сколь угодно 


| 
больших 4 и сколь угодно малых ^№*[4* = 6—2 |; но при этом 
| 


Р и 
у=а-— —-—- 
РИ 


должно всегда оставаться целым числом; отсюда и 


Ом авт) ао —-6 
пей. 2 Я 


219-59 


есть целое число; но соотношение а 0—6 —х =0 противоречит основной 
предпосылке леммы. 


3. Основная теорема 


Пусть 0 — иррациональное число, 4 > 0 — целое и р— ближайшее к 
90 целое число. Положим 
Пт шё [9 (98 — р)| = (0) =^. 
Ч—>со 
Пусть, далее, х — любое вещественное число, х — целое число, у— бли- 
жайшее к х9—х целое число. Положим 
Па им |5 (20—у— 2) |= (0, +), 
ф—>осо В 
и обозпачим через в (0) верхнюю грань величины ). (9,4) для всех чи- 
сел 9, которые не могут быть представлены в виде 4а0--6 с целыми а 
и 6 (т.е. для которых уравнение 6 х—у—х=0 не может быть реше- 
но в целых 1, 9). 
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ТЕОРЕМА. Даля любого иррационального числа 1 
м 


Допустим сначала, что ^«ИУ8. Как известно, это неравенство 
имеет место для всех И за исключением счетного множества чисел, 
эквивалентных числу (И5- 1/2. Для этих чисел мы докажем теоре- 
му в следующем параграфе. 

Пусть х— любое число, которое не может быть представлено в виде 
ат Ьс целыми а и 6. Согласно определению числа Х (9) =^, сущесл- 
вуют сколь угодно большие целые 4 > 0 и р, для которых (4, р) =1и 


[198—р =^"/4, 


где ^” как угодно близко к /.. В силу леммы 2, найдутся целые чис- 
ла д, 9, для которых 


1.14 — а ‚ если 9 <^”У2, 
9/16 ^*, если ^"И/б<$<^"УЗ 
8, 


’ 


И 


( 
х (0 у--а)| < 3 ый ) 
| -И—4^”, если $ >^ и 


1 
В 
где 9/2 есть расстояние числа 4% от ближайшего к нему целого чис- 
ла; при этом |х| может быть предположено сколь угодно большим. 


В силу допущения ^ < 4/8 мы имеем 
251—434, 


а так как 7.” сколь угодно близко к ^, то мы вправе допустить, что 
"2 < И1—4)=1А- 

где =— сколь угодно малое полояхительное число. Таким образом, при 

<)" И2 мы имеем 


- * 
^* [4 — 92/16 < Ах У1-&А:. 
* Интересно показать, как просто доказывается излагаемым методом теорема 
Минковского в (0) < '/.. Будем исходить из выражения (а) или 
В Ве 9” 


ые р А 1 УЕ 1 
Если В<1,, возьмем интервал — <и<-; в коицах его 6=1* |В — г [< 
1 * . ‚ х = = |. о 
< ^*/4 < Ч.; максимум & может наступить либо в одном из этих концов, либо при 
и—=0, когда 5=4*В < 1*/2 <\.. Тавим образом, во всем интервале & < 1. 


Ксли В > 1/,, то берем интервал от и:- ам ИЕ. пех ‚ целиком  распо- 
4 о не 
ложенный в области и > 0, вследствие чего максимум 5 наступает в одном из коп- 


" т с Ире 
нов интервала. Но в концах его В — и*= + У В—1/4; значит, во всем интервале 


1 
ее д и. * Е 
<И <^*УВ= а 


что и требовалось доказать. В этом доказательстве мы ве пользуемся ни одной из 
установиенных нами лемм. Неравенство 4* < 1/2, которым мы пользовались, выхс- 


цает из того, что 4* может быть взято сколь угодно близко к 14=2 (9) 31/5. 
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При ^ < зол. У8 мы находим 
6 <3?/,6}.* <^"[2 < И1— 4^?[А-:. 
Наконец, при $ > ^*"И8 мы имеем при )." достаточно близком к * 
И тиг аут 4+.. 
Итак, неравенство 
Е<И1— 44-е 


имеет место во всех случаях. Так как при этом |5| сколь угодно ве- 
лико, а з сколь угодно мало, то по определению числа ^ (9, 9) 


> басу 


паконец, так как это неравенство имеет место для всех чисел а, кото- 
рые не могут быть и в виде 20-6 с целыми а и БВ, то 


таким образом, теорема доказана ‚для всех иррациональных чисел 8, 
И5-1 


не эквивалентных числу 5 


4. Исследование чисел, эквивалентных числу (И5— 1)/2 


ЛЕММА 3. Пусть 0=ПЕ-+А|Е-... =(0;№), где &— нечетное 
целое число; обозначим через 4, 4.,..., 4п,... знаменатели подходя- 
цих дробей числа 0, и пусть {<} означает расстояние числа с от бли- 
эжайшего к нему целого числа. Тогда для любого п >Ти для любого 
веществениого числа & по меньшей мере одно из трех чисел {41 @} 

Г-1 
2-2) ° 

Примечание. В данный момент нам нужен только случай А =1; 
в дальнейшем, однако, нам понадобится и общий результат леммы 3. 

Доказательство. Если {411%} и {Ч} не ‘удовлетворяют тре. 
бованию леммы 3, то очевидно 


91%), {9.1} не превосходит числа 


ЕЛ Е-З 
55) < 91-1* — [91-19] < (к) (+9, 
КА | 
2 (+2) = Ч „5% — [92°] < У о) А (Е 2) -- 2) ) 
откуда 
Кл 
(& +1) я Ва 99 1% Е-А [4.&] — [9"- 10] = ТОРЫ 
Е-1 К-1 № Е ЕЯ 
чет: 2 (К?) < Чи. 19 А [4.2] [Ч ль 18] -- я (Е 9) . 
Но (& + 1)/2 — целое число, вследствие чего при некотором целом т 


рае 
(+) 


Е--1 
< 41° —т < (#9) 
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или 


{912} < ЗЕ, 
что и требовалось доказать. 
Если (=(И5—1)/2 = (0; 1), то для любого п>1 и любого & в силу 
доказанной леммы по меньшей мерё одно из трех чисел {4,9}, {919}, 
14.19} не превосходит '/,; пусть для определенности 


{91а} < ‘|. (4) 
Пусть в лемме 2 в=(И5— 1)/2, 4=9,, 9.8=Ри= Е №„/9ь, отде 
НИ 5 при п—> 20. Тогда в силу (4) $<°/,. Мы находим в слу- 
чае < „И 2 
|2 (26 у— 1) | узне=ту 1+ 
ав случае ^„ уж 9 <л, У8 


4 5 
|2 (29 —у—2)| < 8°/163,, «уче < и. к 


ВИРА 
75=фУИТ- ФЕ 
Случай >), здесь, очевидно, при достаточно большом п невоз- 


можен;.как обычно, || здесь сколь угодно велико, если & не может 
быть представлено в виде а9-|-6 с целыми а, Ь. Поэтому для таких & 


ковки (5) 


и, следовательно, 


В - = утех 


5—1 
т. е. тесрема $ 3 доказана для 0= уз г . Справедливость ее для [чи- 
И5- 
сел, эквивалентных ———— , вытекает из следующего почти очевидно- 


го предложения. 
ЛЕММА 4. Если числа 0 и 6’ взаимно эквивалентны, то ць (0) = в (6'). 
Доказательство. Пусть 9’=(а6-- 5)/(с0- 4), ‘аа—6е=1, и 
пусть а’ — вещественное число, для которого уразнение х’0’— у’ — о’ =0 
не имеет решений в целых х’, у’. Если переменные х, у связаны с 
переменными 2’, у’ соотношениями 


х’=еу-|- ах, ‘х=ах’— оу, 5 
у’ =ау-+ 6х, у=— 6х’ ау, (5) 
то 
^П/ й й 20 —у— 20 а . 
[ау ти оеВ (6) 


следовательно, уравнение 20 —у— (с0-- 4) «’=0 не может иметь реше. 
ний в целых ф, 7); но тогда для любого = > 0 найдутся сколь угодно 
большие целые числа х, у, для которых 


20 —у— (0--а)а’| < к, (7) 
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+9). 


2 (с0-- а) =суах-- 01) =х’-+ О (1). 
Поэтому из (6) и (7) 


откуда 


и значит 


в (9) += в (6) -2= . 
|= («6 а) 2 : 
при этом 2’ может быть выбрано сколь угодно большим, так как при 
ограниченных 2’, у’в силу (5) оставались бы ограниченными и хф, у. 
Ввиду произвольного выбора числа а’, последнее неравенство показы- 


вает, что 
в (9) < в (8) 2, 
откуда в силу произвольности = 
№ (67, < в (6); 
вследотвие полной симметрии имеет место и обратное неравенство, так 
что р (6’, = (0), и лемма 4 доказана. 


} ь 
- |. б—- 
В силу этой леммы результат, полученный нами для числа ИЗ ь 
имеет место и для всех эквивалентных ему чисел. Таким образом, 
теорема $ 3 доказана полностью. 


Заметим еще, что в (9) > ^/4 для любого иррационального 0; в са- 


|2’ уфа < 


1 
мом деле, так как уравнение х0 —у— -- = 0 не может иметь решений 


А — 
в целых х, у, то при в (9) < - —е мы имели бы для надлежащим об- 


разом выбранных целых х, у 


ен 
12% (250 —2у—1)| < Х—4=. 


Так как при этом |х| может быть предположено сколь угодно боль- 
шим, то это противоречит определению числа ^. 


ф = ` 1 
Для чисел 0, эквивалентных ——, это дает в (0) > су; Таким 
— | Ю 
образом, для этого класса чисел мы имеем точный результат 
ь, (6 —. 
де 4 . 


5. Исследование точности полученной оценки 
1 ИВ ь 
Полученная нами оценка в (8) <; И 1-— 4\* является точной в двух 


крайних случаях: при № = ПИ5 мы это только что установили, а при 
. = 0 это давно известно, так как Минковский доказал существование та- 


1 78 
ких 9, для которыхр (9) == 1... Для всех промежуточных значений во- 


прос до сих пор оставался открытым. Мы сейчас увидим, насколько 
сложна эта задача; во всяком случае, среда чисел 9, для которых 
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09<^ (6) < НИ. имеются как такие, для которых полученная нами 
оценка является окончательной и не подлежащей улучшению, так и 
такие; для которых она может быть усилена; при этом среди тех и 
других встречаются числа со сколь угодно малым значением }.. Все- 
му этому учит следующая 

ТЕОРЕМА. Пусть 0 = (0; н тогда мы имеем 


ь (9) = — И 4), 
если Е =1 или р --четное число, и 


ви < И1— 4; 
если Е > З и нечетно. 
Доказательство. Случай К=1 нами уже доказан. Пусть 
К > 3— нечетное число. Будем обозначать через р„/4и подходящие дро- 
би числа 0; тогда 
4,0 9-55 п [Ч п» 


где при п-> < )},„-> А (последнее легко вычислить). 
силу леммы 3, мы можем допустить для любого веществениого числа 
в, что 


ы Ки 
У 


| ем 
|1 9 п@& — Г | == 


где г, — ближайшее к 4,%х целое число. Мы можем поэтому применить 
НИ 
< +5‘ 
ствуют целые числа х, 1, удовлетворяющие неравенствам 


лемму 2, с дополнительным условием $ < Таким образом, суще- 


е — тех, если $ < Л, У2, 
=! 4 (0 —у—а)|<1 3/16, если /2<8< |8, 


- т если = ^, |8. 


При этом, если число & не может быть представлено в виде 20 В с 
целыми а и Б, то |х| может быть выбрано сколь угодно большим. 


В случае 8 <^,И2 мы имеем при п—> с 


а 1 Е. Ау 
< № ВУ А-а УЕ-ь > А 
уже при # > 1. В случае У << А, У 
и ` 1 КА | +1 1—4 
а а ыы ее 
< 910,5 “УЕ ау а — +2 “ 
при и Наконец, в случае $>^И8 
а ЧУ 1—4 
уз ен. 


Таким образом, во всех случаях при достаточно большом п мы полу- 
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чаем 
[2 (28 —у—=)|< «ЖИТ 1—4 ев; 
отсюда вытекает, что для 0= (0; А) при нечетном А >3 
ы?- __ чить 


в согласии с утверждением леммы. 
Пусть теперь А =2а — четное число. Тогда, как легко вычислить, 
т тя С - 1] а 
= (0; = ИУ -1рфа ==, ИГ =. 
: 2 У а?--1 У +1 

Положим л = (1-6)/2; так как 2, очевидно, не может быть пред- 
ставлено в виде 28 —1 с целыми т, у, то в силу теоремы $ 3 суше- 
ствуют целые числа х, у, для которых 


= = 3; (8). 


где |2 | может быть предположено сколь угодно большим, а : > 0 — сколь. 
угодно малым. Отсюда 


а 


2) р =.) 0— 2: т —_ 43, 
[2 ((2=— 1) 0 — (Р-Н < + 
и, значит, полагая 2х —1=п, 2у|+1=т, 
а 45 


,-: 


— Е 
п (п 1) Ул п(п_1)’ 
где без ограничения общности принято п >> 0. Если |х|, а следователь 
но и п достаточно велико, а < достаточно мало, то это, в частности, 
очевидно дает 
| т. й 
8— — —. 
| п = 
Но это, как известно (см., напр., (°), стр. 16, Заёл 5), возможно лишь. 
при условии, что т/п есть одна из подходящих или промежуточных 
дробей числа 9”. Покажем, что т/п не может быть подходящей дробью 
числа 0; в самом деле, мы имеем 


4;., = 244, = Ч; ==9.:- (по@ 2), 


и аналогично р... == Рр._, (то4 2); но р, =0, 4, =2а, вследствие чего при 
5 четном р.==0 (тоа2), а при $ нечетном 4.==0 (11042); ни для ка- 
кого $ поэтому р, и 4, не могут быть оба нечетными, между тем как 
т и п нечетны по своему определению. 

Итак, т/п есть промежуточная дробь числа 0. При этом, если 9,< 
<п<4..., то в силу известной теоремы Фату [(°), стр. 26, Зам 6] 


* Для полной точности надо еще показать, что дробь т/ю несократима. Но 

] т | 1 4 , 

0——|<-=—_„, вследствие чего 
РЕНО 


при т=ет, п= ёпт’, & > 1 мы имели бы 


дробь т’/п’ была бы подходящей дробью числа 0, что, как ниже показэно в тек- 
сте, невозможно в силу т’ = п’ = 1 (то4 2). 
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Аа. —_—,._._.,. о. 
т/п— одна из двух крайних промежуточных дробей, т.е. либо п = 
=9..-9:, либо п=4,.,—9; (соответственно, либо т ==р,_, | Р,, либо 
т=р..—р:). Мы должны поэтому рассмотреть отдельно два возмож- 
ных случая. 


1) орет Ред р 
п Чз + 9—1 


А 
При $ —> со мы, очевидно, имсем 4,9 — р, > т 4..9 —Р._, ^^ ке" 


и, следовательно, 


|п0—т| =; (4 — Ро РА (2-5 , 


: — Ч 8—1 РЕЙ =. 
17 (26 — т чт =) (+ Е 


Возвращаясь от т и п обратно к х и у, мы находим 


р ° 


Таким образом, если числа х, у удовлетворяют неравенству (8\, те 
для них выполняется соотношение (9), а следовательно. 


[% (в, и 


1 
и гужн- “ 


Иа", 


вследствие чего и 


Ведя расчет в полной аналогии с первым случаем, мы находим 
теперь 
АЕ 
Чу 4 
вследствие чего 


[п (п8 — т) | > ^ си г А (+ = ')= УЕ 13 


как и в Морвом случае. Поэтому и здесь 


(=-иИР—2. 


Таким образом, доказаны все угверждения нашей теоремы. Так 
как ^ (0) —>0 при а— со, то существует бесчисленное множество зна- 
чений ^, и в том числе сколь угодно малых, для которых наша оценка 
не может быть улучшена. С другой стороны, существуют и числа 


со сколь угодно малым значением > (8), для которых шв (8) < : У Е. 
, 


Это, разумеется, еще не означает, что для такого значения Х оценка 
может быть улучшена; не исключена ведь возможность существования 


другого числа 0’с тем же значением }., для которого (И == +. аут 
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Есль, однако, одно значение ), для которого оценка заведомо 
может быть улучшена, а именно ^ = 1|]/ 43. В самом деле, как пока- 
зал Перрон (”), все числа 0, для которых ^ (6) =1// 13, эквивалентны 


числу (0; 3); поэтому, как мы знаем, для всех таких чисел 


ВН Е Е 
Е: ИИ. 
Поступило 
29. 11.1946 
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А. КНИМТСНТМЕ. ЗОВ РЕ РЕОВГЁМЕ РЕ ТСНЕВУСНЕЕЕ 
ВЕЗОМЕ 
ой 0 ип цошге итайопиое], х ип потрге гбе] 4е1 чцие Г6диамоп 


9% —у—а=0 п’ай раз 4е зошИоп$ еп пошьгез епйегз х, у. Зо\ ^ (9, а) 
[а Богле и @меоге 4ез потбгев С це; аще Гтёва 6 


С: 
[9% —у— | я 


решь те тёзо\ае еп пошфьеез епмегз 2, у, |2| @апь апззЕ отапа дие 
Рой уецб; з0и. епйп в (9) Па рогие зарёнеиге 4е ^{9, а) даап@ &. раг- 
соигь (оз 1е; пошргез г@е]з азза]ез а 1а соп4!лоп теийовибве раз 
вапу. 


1 . Е 
‚Рог 1045 пошрге итанопте] 


Мако\зКа (*) а а6тотигё де в (9) < 
9 её Чи’И ех13 ип В ауес в (8) =--. Те тгбзаМаб рглпезраЁ 4е Гаги 
+ 
ргёзець сопзьзю еп се да’од а 


< ИГ, (1) 


д 
^=^ (9, 0} её 11а  сагамемзИчиае сотые 4  МагкоН-Ниемих 


(о м Е) . Оп 46тотите епзаце сфа^ рагпат 1ез Гопемопз апа!уй- 
Э 

фаесз Че Х 1а Ишие орбепие её 1а тб!Шеите розу. Още бщае раз 

Чате топ\ге дие 51 0 46уе!юррё ец Ёгасмоп сопипие. а зез даойеви< 

зпсотр]е кз 103 6заих А чп шёше потбге & > 1, оп 904 розег 4апз 

(1) = ой < зе]0ц дае Ё сз рааг ои ппратк. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУГРЕТИМ ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $СЕМСЕЗ$ РЕ Г0В$$ 
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С. М. НИКОЛЬСКиИЙ 
® НАИЛУЧШЕМ НРИБЛИЖЕНИИ МНОГОЧЛЕНАМИ ФУНКЦИЙ, 
УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ ЛИПШИЦА 
(Представлено академиком ©. Ч. Бернштейном) 


Для класса функций /, удовлетворяющих на сегменте—1 < х < 1 
условию Липшица с данной коистантой, в работе даются: . 

а) асимитотическое выражение верхней грапи паилучших приближе- 
ний Ю,„ (7) при помощи многочленов степени 2 --- 1; 

Ь) гочное неравенство для т зар п (1) при в- >05; 

с) асимитотические оценки для приближений } с помошью паилуч- 
таого липейпого метода и частичных сумм разложений } но многочле- 
нам Чебытева. 


$ 1. Введение 


В 1937 году Г. Еауага (*) и одновременно с ним Н. И. Ахиезер 
и М. Г: Крейн {°) получили точные выражения для верхних граней 
наилучших приближевий функций периода 2*, имеющих производную 
г-го порядка, не превышающую по абсолютной величине заданную 
ионстанту. В частности, этими авторами получен следующий результат: 

Если функция }(5) периода 2т удовлетворяет условию Липшица 

[7 (2) — 1 (25 М [2—2 | (1.1) 
‹ константой М, то ее наилучшее приближение Ё,„(/)* при помощи 
хригонометрического полинома (п — 1)-го порядка удовлетворяет нера- 
венству 
7 ‚ Ис 
Е (?) — ‚ (1.2) 
когорое обращается в‘равенство для непрерывных функций ] (2), име- 
ющих производную, равчую .]’ (4) = М зпзтл (2 -- “) (и только для 
них), где х— произвольная постоянная. 

Представляет интерес получить подобные результаты в случае 
приближения непериодических функций наилучшими обыкновенными 
многочлевами. 

У. Кауага (“) изучал с этой целью класс функций, который мы 
обозначим через МИ, заданных на сегменте —1<5<1 и удовлетворя- 

* ПД, () обозначает наилучшее приближение периодической фупкции / при 
НОмМОЩИ тригопометрического полинома порядка п—1, в то вромя как обозначе- 
ние Ё„ (7) мы оставляем уля изилучшего приближения функции / (нспериодической) 
при помощи обыкновениого многочлена степени п — 1 на отрезке —1< < 1: 
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`ющих на этом сегменте условию Липшица (41.1) с константой М. При 
этом им было показано, что нахождение точной верхней грани наилуч- 
ших приближений Ё, (/) функций ДЕМН на сегменте [—1, 1] при 
помощи обыкновенных многочленов 


Ор (2) = а а,х-- ... ая" 


ссепени и —1 сводится к определению максимума некоторой Функции 
от п-- 1 переменных (см. $ 2). 

Однако изучение этой функции, представляющей собою отношение 
двух определителей п-го порядка, оказалось затруднительным. Огря- 
ничившись установлением неравенств * 


М Мт у 
ее (1.3) 


где через 
МН) = у 
Ок, (М ) о. (7 


обозначена верхняя грань наилучших приближений функций /ЕМН 
при помоги многочленов степени п—1, Т. ЕауаР обращает внимание 
на желательность получения асимптотического выражения для бк, (МН) 
или, что все равно, для максимума упомянутой функции п-- 1 пере- 
менных. 

В $2 этой работы доказывается асимптотическое равенство 


а п, (1.4) 


1 
где ви > 0, = =0 (че: ) } 


Оно достигается при М =1 (асимитотически) в случае четного п для 
функции }, (2) ЕН (Н=1.Н), график которой предоставляет собой ло- 
маную с вершинами, абециссы которых образуют систему из п -| 1 точек, 
состоящую ‘из п нулей многочлена Чебышева с0зпагс соз х степени п 
и из точки х=0. При этом звенья ломаной имеют угловые коэзффи- 
циенты, равные по абсолютной величине единице и меняюпие после-. 


[О] 


довательно знак при переходе через вершины. 
Аппаратом при доказательстве этого утверждения служиг интерпо- 
ляционный многочлен, совпадающий с функцией в нулях многочлена 
Чебышева стенмени п. 
Предварительно, в начале $ 2, для удобства читателя вкратце 
излагаются упомянутые исследования У. Кауага’а. 


* Второе из неравенст» (1.3) есть следствие (1.2), так как, если }(2)Е М 
и О„1(”)—ее наилучший многочлен, то ] (соз 0) — периодическая функция, удо- 
влетворяющая условию Линшица с константой, равной единице, и Оз_! (сов 0) — 
ее плилуч'иий тригонометрический многочлен (п—1)-го порядка. При этом 


Ен( (1)) = Е „11 (605). 
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В $3 решается задача, постановка которой принадлежит С. Н. Берн- 
штейну. С. Н. Бернштейн на его семинаре по аппроксимациям функций 
поставил задачу получить для индивидуальных функций /Е МН оценки 
верхних и нижних пределов пЁ„ (]) при п-—> оо. 

В работе дается оценка для верхних пределов. Именно показы- 
вастея, что для всех ЕМН имеет место неравенство 


а. 


1 зари, (1) <->; (1.5) 


7 со 


которое обращается в равенство для некоторой функции /ЕМ»!. 


Из равенства (1.4), в частности, следует, что осли (/, (р, 2) есть 
какой-либо метод приближения, приводящий в соответствие каждой 
функции }ЕМН некоторый многочлен степени п— 1, то 


(о 


М® 
3 ый о ни - 
а п (7, 1) | > Обь, (Н) = 55 


п * 


ь 25 > :- 5 
С другой стороны, в моей заметке (5) было показано, что если 
положить 


п-—1 
0, (р, =) = 0, (16; р, 2) = У а, Ра (2), (1.6) 
К=1 
где 
Р, (5) = соз й агс с05 х (1.7) 
— полиномы Чебышева, 
+1 
2 ( 7 (Рь(@) 
= Е 1 .З 
а, =) Я (1.3) 


— соответствующие им коэффициенты Фурье функции } с весом 
1 
(1 — =?) и 


ро а, (1.9) 


то 
Мя 


р” 


сир шах | { (2) — И (169; }, #2) [< 
ЕМН х 
Таким образом, И, (165; }, х) после. доказанного равенства (1.4), 
мол:но считать асимптотически наилучшим (линейным) методом ири- 
ближения функции } класса МН многочленами степени п—1 среди 
каких бы то ни было методов приближений функций этого класса *. 
В связи с этим представляет интерес более детальное изучение сумм 
видэ (1.6) при коэффициентах, заданных равенствами (1.9). Эти коэд- 


* В упомянутой замстке Сыло доказано лишь, что И (12; /, ©) есть наилуч- 
п-1 
ы : 40, у ь ; 
ший метод для класса МН только срэди сумм вида т ›, ПхакРх (<), где тк— 
№ =1 
произвольные числа. 


2 Известия АН, серия математическая, № 4. 
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фициенты впервые появились в цитированных уже работах 7. Рауага’а (°), 
Н. И. Ахиезера и М. Г. Крейна(') в случае приближения периоди- 
ческих функций, удовлетворяющих условию Липшица, тригонометри- 
ческими многочленами. 

В $4 доказывается неравенство 


б, (16°; МН, г а (19; 1, 2) |< 
17 п 
«ув +110 (#®), _ (1.10) 


которое показывает, как распределяется отклонение рассматриваемого 
приближения от ] (5) в зависимости от х. 

Наконец, в $ 5 для сравнения с предыдущим результатом рассма- 
тривается приближение функций /ЕМНЫ при помощи сумм первых п 


членов 
7—1 


(2) = 9. У аьР, (2) 


К=1 
разложений .] в ряд по многочленам Чебышева ‘и доказывается равенство 


4 Ме 1 
( 0 , Е ЗУ = Е — > 
ар {2 — Иа (у, | 20 (+) и.44) 


Как обычно в подобных случаях, функция, принадлежащая к МН, 
для которой отклонение } (5) —И„ (7, 2) равно с точностью до остаточ- 
ного члена правой части (1.11), зависит от хи п. Однако будет дока- 
зано, что каково бы ни было значение х из интервала (— 41, 1), 
существует в МН функция ] (зависящая от 1, но не зависящая от п}, 
для которой имеет место неравенство 


112) — И. (р, 2) УТ (4 в) (4.12) 


для некоторой возрастающей последовательности индексов п. 
Таким образом, если положить 
} 


5» (Л = Шт вар и |7 (2) —И (У, =) |, (1.13) 

то из (1.11) будет следовать, что для любой функции ДЕМН и любого х 
АМ 

5, (/) < М ут =, (1.14) 


а из (1.12) — существование функции ДЕМН, для которой неравенство 
(1.14) обращается в равзнство. 

Д оказатэльство двух последних утворжцений сводится подстанов- 
кой х= 0080 к рассмотрению рядов Фурье функций ] (с03 (0), имею- 
ющих, таким образом, производную, по абсолютной величине не превы- 
шающую М | 31% 0 |. При этом, в общем, мы пользуемся приемом, который 
применял А. Н. Колмогоров (*} для оцэнки ворхней грани уклонений 
периодических функций, имеющих производную, не превышающую по 
абсолютной величине данную константу, от их сумм Фурье. 
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8 2. Аеимптотичеекая оценка верхней грани Е» (7) 


Мы ограничимся рассмотрением класса И функций, удовлетворяю- 
щих на сегменте —1<х<1 условию Липшица с константой единица. 


Чтобы перейти к случаю класса МН, нужно полученные результаты 
умножить на константу М. 


Для получения зерхней грани 
(Н —= зар Ел 7 р 
ФЕ. ) ЕН ( ) ( 1) 


УТ. Кауаг@ рассматривал наилучшее приближение 
Е» (7) =Е„ (ть, 2, .... а) 

функции ] на некоторой заданной системе п--1 точек 
1 (2.2) 


На основании теоремы Чебышева коэффициенты многочлена степени 

п—1 
а, аа еЕ а рардатя 

наилучиим образом приближающего функцию }(5) на этой системе 


точек и соответствующее наилучшее приближение р=Е*(/) опреде- 
ляются из линейной системы. уравнений 


п-1 
У чать + = (— = 1 (= =, 
1=0 


(&=0, 1,... п) 


7 


из которой следует, что 


ге а) | 
В ГА] 


где 


7, — То Е м. 
т.ч, о И, 
Аз (7; Фо, - +=, 21) = В 


ЧЕ -1 _ 
т, Тб, .-. т, к сы л Я 
Е РИ ок В 7 
а 

п -1_— тп-1 п-1' 
ТП, — Я .-- Ты 7, -, (—1)” 2 


Миноры этих определителей, соответствующие элементам последнего 


столбца и являющиеся определителями Вандермонда, положительны, 


откуда, приняв во вчимание, что функция / удовлетвор ‘ет условию 
Липшица с константой единица, будем иметь 


ЕЛ < др = ВА мы. 2, = В, (}ь), __ 
9* 
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где 
п -—1 ®--1 
И И 2) Яо } 
= о НС д, —т, 
А. а: ы й 
” ит = 7 г Е т — 1 
а В ны 2 С 1) (яя: 


и „=/. (2) представляет собой любую функцию специального вида, 
график которой изображается ломаной с абсциссами вершин в точках 
системы (2.2) и с угловыми коэффициентами звеньев, равными по абсо- 
лютной величине единице и меняющими последовательно знак при 
переходе через точки х,. Тэкие функции, отличающиеся между собой 
на постоянные, мы будем называть экстремальными функци- 
ями, соответствующими узлам (2.2). 

Заметим теперь, что наилучшее приближение Е„(]) на сегменте 
—1<х<1, на основании теоремы Чебышева, равно верхней грани 
Е, (Л —3ир т, 7, -.., т) 

ХЕ 
наилучших приближений { на всевозможных системах точек (2.2), 
принадлежащих к этому сегменту. И, введя обозначение 


Ф, (2 ...) вх А Е: (7): (2.4) 
будем иметь, в силу (2.3) 
зир ВАТ) = зирзпр В. (]; а Ро 2) = зар зарЁ* (== 
ТЕН 1ЕН ХК хк + 


=зирАн(/,) = мах, (2... =); 
хк ХК 


мы получили, таким образом, равенство Еауага”а: 
бв„(Н) = тах Ф, (2; Е: (2.5) 
ТЕОРЕМА 1. Справедливо 1% 
бе» (Н) = —— +, = Фи (2%, ..., 2), (2.6) 


ба - 
< В Е А 5 
„> 0, =н>0, з,=0 (5) Зе ое ой 


=0е узлы т =) можно считать и мнозксество, состоящее 
0% 0") — Е 


\ 
из точек р 0$ 0; ЙЕ т (1(=1,2,...,п) (нулей многочлена 


Чебышева степени п), а также точки х=0 при п четном и точки 


п—1 
Хх = ©05 —— т при п нечетном. 
55 


Доказательство. Рассмотрим интерполяционный многочлен 
степени п—1 


о ‹ 
ин . (— 1) заб» (п) т 
Рл ($, #) = -_ с03п агс 05 2 и: Г (058%), {2.7) 
К-1 
9—1 
а (и=4,2,...,п), 


совпадающий с /(2) в нулях хи > — соз 6’ многочлена Чебышева. 
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Пусть п = 2т — четное число. При х=0 


п 


Р. (= У (— 10" 5 (26°), (2.8) 
К=1 
2 — 056%; 


при этом для нас будет существенно, что произведение (— 1)К+" {0 
при возрастании Ё от 1 до т и от т-Е1 до п последовательно меняет 
знак, в то время как знаки этого произведения при А =т иЁ=т-- 1 
положительны. 

Введем в рассмотрение норму 


Г 1 > 
М, (0) =зар| Р. (ф, | =-— Ув, |= 
(0) вр Рь( ор 50, 


9 т 


=} 241-40 4) == "--0(4.. (2.9) 
0 


Пусть /ЕН, О„_, (<) —многочлен степени п—1, наилучший для ] 
в системе точек, состоящей из узлов 17 =0080, рассматриваемого 


интерполяционного многочлена и точки х=0 и пусть 
Е, ()=Е» (}; 2. ..., #0, 0, 20,..., 2) 


— соответствующее наилучшее приближение. Тогда } (5) — Ол_, —. 
теореме Чебышева, последовательно меняет знак в точках 2”), ..., 2, о 


т, ..., 2, принимая в них значение, по абсолютной о АЧИНЕ. рав- 


ное Е, (7). 
Вследствие сказанного. будем иметь и 


Р. (У, 0) 7 (0) | =|Р п (] 9 >0 И О (1 (0) == 
= (1+ Хиву = + М, (0) Е, (2.10) 
К=1 


правая часть которого на основании (2.3) достигаег своего максимума 
(среди /ЕИ) для экстремальной функции /, (2) с узлами 2(”), ..., 2, 0, 


‹ 
АЕ 


Эта функция четная, линейная в интервалах между узлами, 
узлах равна 


№ (0)=0, 1, (2) = ("в мл, (8=0,...,т). (244 


ав 


Езли подставить ]„ в левую часть (2.40), то воледотвие (2.8) получим 


2 д а 2 0х 
Ре бук 0] = Ру (р б-р У ок = 


&=1 


е- У ий Е 
п 8 = со т О (+ == у »  п- 9+1 х у 
1 и —=———” 


— 9% 
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т. и (; -) == НО (1 У (2.12) 
‘откуда, имея в виду (2.9), будем иметь 


Е* Рь (р, 0) | 
Иа (7.) > >> Ев (7) == й О Е 


Ех Е Ш"+0 0] =5:+0 (тия) 248 


и, так как в силу (1.3) 


По) ФЕ (А: 


9п ы 


1 
® 
то ©", (Н) будет отличаться от „„ На величину порядка 0 И — =) 


Этим теорема доказана для п четного, если принять во внимание 
равенства (1.3) и (2.5), из которых следует, что е„, е„ > 0. 
При нечетном п=2т--1 доказательство проводится аналогично. 
Нужно положить в Р‚(}, 1) 
в —1 


= = 003 „т 


и рассмотреть вместо Р, (}, 0) 


п" 
1 о а РИ 
И о 1 (24), 
к=1 Е 


приняв во внимание, что числа 


(Об мю де 
с05 в: — с08 «(® 


меняют последовательно знак при возрастании А от {1 доши от т--1 


до пи имеют положительные знаки при Ё=т и Е=т- 4. 
случае также 


и 
а 0. № то . 
М, (<) = У | == 18-50 (1); 
ВХ 


с036.— с0$ 2%) № 


В этом 


Соответсячвующая системе узлов 2%, .. 2 20, 209, 9. 2 экотре” 


мальная функция } (5) определяется при помощи равенств 
1ь (209) =0, 
— Дуо вт 0 ; И нов 
у (2) = р 8 Е + Аа ( } 
(— 1-е г чб, +В, (Ё=т-Е1, 
где 


А, =с086и — 08 ^— = ито О (5 г), 


п—1 : 
В, =с0$ о |4 > зто бин ==0 (1+) 
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В результате вычислений, которые мы не будем приводить и в ко- 
торых величинами 4, и В„ можно пренебречь, получим 


ржи -иено() 


Отсюда и из неравенства, аналогичного (2.13), будет следовать, 


О У те й 
Ве +0 (ва). 


Примечание. Любопытно отметить, что рассмотренная в этом 
параграфе функция Ф весьма чувствительно реагирует на изменения 
в расположении узлов, которые в других вопросах менее деликатного 
свойства не играли бы существенной роли. Например, значение Ф, 


соответствующее системе узлов, состоящей из нулей многочлена Чебы- 
2 


п 
шева соз (п -|- 1) агс с0з 5, асимптотически равно г 


вететвующее сислеме и--1 узлов, где многочлен с03 п агс 08 обращается 


‚ а значение Ф, соот- 


4 Е 
в эхмешиш, асимптотически равно только — . В этом можно убедиться, 
подставив соответствующие узлы в равенство (2.4). 


$ 3. Неравенетва для верхних пределов и, (7) 


ТЕОРЕМА 2. Для любой функции }ЕМН справедливо неравенство 

Пт зириЕ, (/) < М". (3.1) 

Существует функция }ЕМН, для которой левая часть этого нера- 
венства равна правой. 

Доказательство. Само неравенство (3.1) является непосред- 


ственно следствием теоремы 1. 
Будем считать в дальнейшем М =1. При конструировании функ- 


ции /ЕН, для которой левая часть (3.1) равна правой, воспользуемся 
интерполяционными многочленами Р,(],2) степени п—1 (ом. (2.7), 
совпадающими с ](2) в нулях 2”) многочлена Чебышева степени п и 
экстремальными функциями /,(1), определенными в $ 2 равенствами 
(2.11). 2:3 
Функция ],(х) для четного и=2т есть четная функция, опреде- 
ляемая равенствами 
№ (0) =0, 7. (а) = — "На са Ко, (3.2) 
где 


, 9—1 РР д 
9, = 0) = — ИР (0, Полет -2 4...) 


С) 


График ее представляет собой ломаную с вершинами в точках 


и Оу ЗО ИО угловыми коэффициентами звеньев, по 
абсолютной величине равными единице. 
Положим 
1 ’ 
п (а=е Х (—0т5 09 (20) (п=т), (3.3) 


10 < т) <а 
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где штрих обозначает, что сумма не распространяется на наибольший 
(= 1) и наименьший значки Ё, для которых 0 < 1% <а и пусть 


. / 1 ! 51120 
А Е 9 


0<х(п) <а 


$1126; 


На основании (2.12) и приняв во внимание, что отношение Е 


для 47) = с038, > а ограничено, получим 


20 
Г, т Е х -. ре > }=> 5. `Вз Ве 


(8) >а 


где 


и С (а) — константа (зависящая от а). Поэтому, выбрав последователь- 
ность положительных чисел 1», так, чтобы, ч„-—>0 и 1, 1 п—> © при 
п—> сю, будем иметь 


1) > (у-ъ) =" > м), (3.5) 


где М (а) достаточно велико. 
Заметим, что если функция ф удовлетворяет условию Липшица 
в интервале 0 <а<х<1, то 


а н 
а А (3.6) 


где С — константа (зависящая от ф и а). В самом деле, пусть 2 — 
наибольшее четное число, для которого а<1%». Тогда, пренебрегая, 
быть может, членом; соответствующим А =2и 1, имеющим порядок 
О (п *), получим, что левая часть (3.6) не превышает 


| 
1 
п 14% (22) — 6,19 (200 |< 
У—1 


ь в 
1 1 " 
а Увы 6, |2] --% Ув 19 (24) — 9 (209) < 9 = 
У=4 $ У=4 


* В эту сумму входит также (п) с наименьшим индексом /, для которого 
2) «а, 
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так как 10 и Ф(2) удовлетворяют в рассматриваемом интервале усло- 
вию Липшица. 


Из (3.6), имея в виду, что 1, еп—>00, следует 


1 Ул (а у Е 
п ы 1) |4 9, (2) | < п п (п = №), (3.7) 
ссли М достаточно велико. 

Определим функцию ] пока на интервале (0,1) при помощи убыва- 
ющей последовательности чисел 


а йо (3.8) 
И возрастающей последовательности индексов 
пе (3.9) 


заданных рекуррентным способом. Именно, пусть а, — произвольное 
число, удовлетворяющее неравенству Оха, <1, п,=2, }{(1)==0 для 
а, <х<1 и пусть числа 

а 

пп, 
уже определены, а вместе с ними определена функция (7) на интер- 
вале аа <5х<1, удовлетворяющая на нем условию Линпшица с кон- 
стантой единица и равная нулю для х=а,;_.. 

Подберем четное п; > п;_, настолько большим, чтобы одновременно 

выполнялись неравенства 


с Н 12т; 
п: (@;,) > (+—т=) — , 
1х сое) ыы =2т), (3.10) 


$ й 


арх 1 
чго возможно в силу (3.5) и (3.7), и обозначим через 2(" наибольший 
й 

среди 272 узел, не превышающий а; ,. 

Положим теперь, что а; и @; соответственно равны наименьшему 
и наибольшему нулям /»; (2), принадлежащим к интервалу 202 < 2 < 20") 
(2т; == п}. й 

Таким образом, среди точек 470 (Е =1,..., т), для которых 
2(пд < а,_,, имеется только одна (20,2), для которой хто < а; и одна 
(2(72)), длн которой а; < 2%. 

й к 


Пусть р 
0 ИН 


Очевидно, }(%) удовлетворяет условию Липшица с константой еди- 
ница на интервале а; <х=—1 и /[(а,) =0. 

Этим определены последовательности (3.8) и (3.9) и ‘вместе с 
ними функция }(х) на интервале 0 < х-<\1, удовлетворяющая на нем 
условию 'Липшица © константой единица. Очевидно, ]}(5)—>0 при 
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х—>0. Положим }(0) =0 и продолжим (2) на [—41, 0] так, чтобы 
она была четной, тогда в силу (3.3), (3.10) и (3.11) 


|Р.; (№ 0) —1(0) |= Ри; (0) = г У, (— 0+ Ип9] (20) = 
К=1 


2 6 р 7 . с - : 
= вру (о) У’ (— ета ори) + 


0х0 аа 


* 15 п; Е 7 п; 
в 2 >о() 21а.) 2 Чи (4-й. (3.42) 


а15х( = 1 


С другой стороны, имеет место неравенство Лебега 


1Р„, (1, 0) —1(0) [< -М», (0)] Е», (7, (3.13) 


где 


М, (0) = зар | Ра 0 == У! Ш] = ви --0(4). (3.14) 


Таким образом, приняв во внимание (3.1), 


Ним; (=. (3.45) 


Тр? 
$ 4. Асимптотичееки наилучший линейный метод приближения 


Пуеть /ЕН, 


п-1 


(4; 2) =з ЗЕ ани (о, 


1 = Хх = торе р ‚Рк (т) = 00$ Ё агс с0$ х 


1 
«=2 790. 4 (Е =1, 2,...,в—1). 


Тогда имеег место 
ТЕОРЕМА 3. Справедливо неравенство 


<„ (1; МЯ, х) = Вы (7) —О„ (@°; зе 
< 1-# +1210 (4) (4.4) 


равномерно относительно х на интервале (—1, 1). 

При х=1 это неравенство достигается в том смысле, что нельзя 
заменить О на о. 

Доказательство. Будем считать М=1. После подстановки 
х=6с050 получим 


#(с0$ 8) = г +» ах со #8, 


К=1 


ПРИБЛИЖЕНИЕ МНОГОЧЛЕНАМИ 307 


7. 4 
0. (1; 7,6) == 4. У А, а, соз #6, 


< й=1 


где ах — коэффициенты Фурье функции / (с0$ 9). Интегрируя эти коэф- 
фициенты по частям, найдем 


(со =: 


=>— 


К (бт (ЕО) Р [соз (Е б)ТаЕ, 


со 


к-т 


К=4 


-А 
1:1 Али (Е- 0) }' [с03 (#-- 8)] 4. 
‚1 


1 7 т 
бе; = + (> 
0 


= 


Отсюда, приняв во внимание, что функции |” (с05 2) и 6052 не превы” 
шают по абсолютной величине единицы, будем иметь 


2“ 1—1 
| (с030) — И „ (165; у, 9) <- \ 1К (0) — У ль йе | зщ (8) < 
0 д=4 
хи, сое И, [2 (4.2) 


где 


т п-1 
г [К (2) — У ль эт АЕ | 4Ё = = (4.3) 


К=1 


ия в -1 
== К ()— Ульыщ ЕЕ ам 24. (4.4) 
0 К=1 

Интеграл, при помощи которого определяется Г„ в (4.3), фигури- 
рует в работах (*) и ('). Его вычисление основано на том обстоятель- 


стве (которое будет нами использовано такие дли оценки [,), что 
функция | 


®—1 
— > 31 АЕ, 
Е=1 


где 
О Ан, 


9 29 


7 к 
обращается в нуль с переменой знака в точках #.=-_ и только в 


этих точках. Иначе говоря, 
п-1 
тет [К (0 — о Льзш И = + зв зщ ИЁ. (4.5) 
= 
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Величина [,/1—1* дает нам первый член правой части (4.1) и 


и И; п 
нам предстоит показать, что Г: имеет порядок О О . 


На основании (4.5) 
< т Е 7-5. 


где, имея в виду, что К (2) => (®—й (0<:Е<л,), 
п-1 аа 


2 
9 == 


0 к=0 


т 
п—п а 


"+ 4))=0(№), 


в п-1 
( У №: ча ЕЕ зщ Е ап 1 пЁ а | , 
6 к-=1 


7) 
а 


т 
еее ваел ие 42 |= 2 У} (— 4% 5 и 


(4.6) 


(4.7) 


(4.8) 


Для оценки А, будем, ради простоты, считать п четным. Тогда в 


разложении по косинусам 


[®.®) 
явиещие = У, 1008 (0<:<т) 
1=0 
коэффициенты @ для [=0, 1,...;, п выразятся формулами 


4 1 ий 
1 0 Г 


аэ, = 0 оао >) 


@2,_1 = 


п 

1 1 ГЫ зонды Ом: 

== к (с03 — 1: — соз А - 1 2) ра та иё 4Е = 
0 К=1 


ы 
у=1 


У . } 
= (+2 ра ^э) @»-1— Я п Ап» ] , 
У= 


=т 
п п 
где положено ты [2] ( целая часть +) . 
й е 


Заметим, что 


2 1 эт-—1 пт 1 
Чзт-аАзт = п Эт—1 5 п 208 -—, =0 (=) , 


оли п—1 (т 
пав РЕ 2п сы -о(1) . 


т 
1 1 - 
вы > №» (@2-1 — @541) = 5 О (42,1 — 42.441) Хз — аи Ат 
У. 
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г 15 20, _ 1825, 
У (@2,_1 — аз, 1) Аа я й 2-1 2.)-|- и) 62, 


+1 


сх п 
и, так как функция - в интервале О<х<_ имеет производную 
; & 
вида 2 (5), 


где $(2)— определенная функция, не превышающая по 
абсолютной величине константу С и, кроме того, 


в этом интервале 
выполняется неравенство 


1 
аа 7 


то правая часть (4.9) не превышает 


ИД 


эб 2ы+ _С, 
и (2-1 << 


(ох < 


ь 


23, 71 2% р. 
у=4 
где Си С, — абсолютные константы. 
Наконец, 
п 


= т 


о 


. 2 4 
№ (1.512 == ^э,) а + ‚| = а № (с А — 6 25 44) 2 1 {о 5+1 (4.10) 
= % 


У=т 


х ух п 
и в силу того, что функция ох в интервале в о 
влетворяет условию Липшица, а также в силу неравенств 
1 1 


р ь п 
а. < 


60 вт с к” 
я9й в -+) д = ея 
правая часть (4.10) не будет превышать 
п 
= 5—2 
С У 1 п С р 1 11 
п’ 2 1 БЕН И 17 2-1 — ги /^ 
= У= 7 
Итак, мы доказали, что 


откуда, в силу (4.6) и (4.7), 


Таким обрагом, неравенство (4.1) доказано полностью. 

Остается соше показать справедливость последней части утверждения 
теоремы 3 о том, что при х=1 (9=0) в неравенстве (4.1) нельзя 
заменить () на о. В самом деле, зададим функцию / (принадлежащую 
к И) так, чтобы в интервале 0<#<* 


Г (с08#) = ап зи. 
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"Гогда 
2п п-—1 } : 
г. . . . * | 
И, (109; № = г \ {К (#) — — Акт м} о и ит # @ | == 
0 К=-1 
п-1 
» ы . жк. р и! 
Пи (— У еше 1. 
о К-| 
Но из оценок, которые были выведены для /[„, следует, что 
Е, 
к. 
пет У вы оао) ивы НО (и )= 
у=т 
> -2 
2 У 1 | ри т 
т 910? (2, 0,) +1 7! 2 
= т 


И ( й 1 ) С | 
Е Й ЕЕ ы п 
а н И. № 91) п? о 9-1 нЕ ЕТ > ев 
т 


тр 
Ут 


где с, и С, — абсолютные константы. 


$ 5. Суммы первых п членов ряда Чебышева 


Пусть 7ЕМА, 


1 
2:8) ==008ат6. 608 а) == 2 о О-а 


я) УВ - 
п—1 
0, (2) = 2-Х а Ра 
К=1 


"Тогда имеет место 
ТЕОРЕМА 4. Справедливо асимптотаческое равенство 


- Ио 1 
— —_ — 2 еж 4 
и [71 (5) — И» (1, <) |= - И!—= +0 (;) (5.1) 


равномерно относительно х на сегменте — 1 <х=—<1. 


Доказательство. Будом считать М=1. Чтобы перейти к об- 
щему случаю, полученные результаты, 
умножить на М. 


Пусть ЕН; тогда функция $(0)=7(с030) будет неопределенным 
интегралом от своей производной 


как легко видеть, нужно 


а : 
26 / (с030) = —] (6036) зла 6, 
которую можно, таким образом, представить в виде 


$ (0) =9 (0) 11 6, (5.2) 
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где $(9) — измеримая четная периода 2 функция, удовлетворяющая 
неравенству 


19 (0) [< 1. {5.3} 


Наоборот, если некоторая функция 9(0) есть неопределенный 
мнтеграл от своей производной вида (5.2), где (0) удовлетворяет 
еформулированным условиям, то 


а } 
и (эго воз |= [6 (0)| < 4 


в, таким образом, функция ох (агс созх, принадлежит к И. 

Примем во внимание, что подстановка 5 =соз0 переводит разложе- 
ние /(5) по многочленам Чебышева в ряд Фурье ©(0), и обозначим 
через 5„ (9, 0) сумму Фурье порядка п—1, а через Н,-— классе функ- 
ций Ф, являющихся неопределенными интегралами от своих произ- 
водных ф’ вида (5.2), где Ф (6) — измеримая четная периода 2 функ- 
ция, удовлетворяющая неравенству (5.3). В таком случае 


6. (2 = зар |1 (2) — И. (1, 2) | = зар {$ (®— 5, (,0) |. (5.4) 
ТЕН ФЕН. 


Пусть теперь 4 (#) — нечетная функция периода 2*, удовлетворяющая 
условию Липшица и такая, что 
9 (0) =4(^) =0. (5.5) 


Определим для нее класс Н. Функций $, удовлетворяющих усло- 
Вию: 

Функция ф является неопределенным интегралом от своей произ- 
водной $Ф’, представимой почти всюду произведением 


$’ (й=5(14(0, (5.6) 


где $(1) — четная перпода 2= функция, удовлетворяющая неравен- 
ству (5.3). 
Пря условиях, наложенных на фи 4, очевидно 


\ р’ (#) 4 -=0 
\ $ 


следовательно, ®— периодическая с периодом 2т функция. 
Теорема 4 является следствием равенслва (5.4) и следующей леммы, 


и, 


в которой надо положить 4 (0) = п 0=уУ1 И 
ЛЕММА 1. Если 5, ($, 0) —начение суммы Фурье (п—1)-го порядка 


в точке 0, то справедливо равенство 


4 16 п 1 
вир [$ (6) — 5. (= в [9 АО (+) (5.7) 
ФЕН 
равномерно относительно 0. 
Доказательство. В силу того, что функция [9] и ФЕН. — чёт- 
ные, достаточно рассмотреть значения И из сегмента 0 < 0 <л. 
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После инхегрирования по частям корффициентов Фурье функции 
$(9) сс ряд Фурье можег быть записан следующим образом: 


255 о 
м 1 Са И, р 
$ (6) == Е ® —— 2 (2-59) 4%. 
0 д: 
Отсюда, приняв во внимание (5.6}, 
ат 
фе ь : р 
5. ($, 6—3 () == \ 6, (9+0 4. (5.3) 
„7 
де 
) — 51 А 
Еее 
Ат 


Представим теперь рнд О„(Е) в виде 


РИ 1 
рог бе Г 
РЕН Е, (0, (5.9) 


а 


зодобно тому, как это делаес А. Н. Колмогоров в своей работе (*) 
{ем. также (°)), и воспользуемся подученными в ней оценками 


А 


1 ь 1 
я эт г 
нь ил С | ох 1 ы 
аще =о (=) \ 12,142 =0 (-.)), у 12.14 =0 (;), (5.10) 
И о 4. 
Из (5.3), (5.9) и (5.10) следует, что 
ы - сов 
У, (<, 6) —$ (8) = : И #9) Зета о (+ ь 
2, (9, ) С отп ит 9 (Е-—- ) в 0) = (=) (5:1) 
| У — 


й 


равномерно относительно Фи 0, где Ф-—-четиые периода 2= фуикции 
1. 


Положим, далее, 


'Гогда в силу равенетва 
4 (#9) =9(8)--0 (6), 


‘праведливого, погому что функция 9 удовлетворяст условию Лии- 
мица, получим 


т ® 
. 1 : И 2—1 
ав, (ве 1, | воз а 9 Че 
И <] 
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2" 
+2 ) оба о #0 („) =» 1.4, +0 (+) 5.43) 


равномерно относительно ф и 7. 
При 0=0 (тот) лемма очевидна. Примем поэтому, что 9 << т. 


Л й 
Можно при этом считать, что о 9 тЕ= „. так как в противном 


о 


случае, в силу (5.5). 


и 
а ы 5 21-4 
1.6.950 (1) { |-ш-0 (2) ово 
18 Ш 
Представим Г), ($, 0) Е виде 
= со = -; т-0 п 
Г, (9,0 =2(8) ^ о _ ее у + + \). 6459. 
= 1 п-9 : 


п 


Первый и четвертый интегралы в этом равенстве равномерно огра- 
ничены относительно @ и Ф, так как в интервале —-л<#<—0<0 


[1% |< 


Эй 
2 


а в интервале «—0<2<* 


где с — константа, не зависящая отфи 0. 
Итак, 


1. (3,0 =90):(\ + )-во@, (5.15) 


где подинтегральные функции те же, что и в (5.12). 
Отсюда 


о, А и`)+0(9= 


— 2 |4 (9 05л8--18п (= —0))-+0(0=5 90) 1880), (546) 


гак как 4 (9) удовлетворяет условию Липшица и 4 (0) =4 (п =0. При 


3 Изееслия АН, серия математическая, № 4 
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этом неравенство (5.16) справедливо равномерно для любых 0 из сег- 
менга 0 <8<хл и для всех нечетных периода 2х функций ф с |%(1)|<1. 
С другой стороны, определим функцию %„. (1) на всей действитель- 
ной оси так, чтобы она была четной периода 2т и в интервале 
—0<1<к— 0 определялась равенством 
ель : 
физ (ЕН 0) =з150 ЕР ь 


2 ча — 
Е 


Очевидно, %„, принадлежит к рассматриваемому классу функций % 
и для нее неравенство (5.15) обращается в равенство, что, приняв во 
внимание (5.13), и доказывает лемму. 

ТЕОРЕМА 5. Каково бы ни было значение х из интервала (—1, +1), 
существует в МН функция } (зависящая от х, но не зависящая от п), 
для которой имеет место неравенство 


ИО ета, 


где ‹‚—>0 для некоторой возрастающей подпоследовательности зна- 
чений п. 

Теорема 5 непосредственно вытекает из следующей леммы, в кото- 
рой надо положить 4 (0) = э1щ 9. 

ЛЕММА 2. Каково бы ни было значение 8, в классе Ну существует 
функция ф (зависящая от 0, но не завислщая от п), для которой имеет 
место неравенство 


|2 (9) — 5. (,91> 4 8719 (8) 1(1— =,), (5.47) 


где ‹‚-—>О для некоторой возрастающей ’подпоследовательности 
индексов п. 

Доказательство. Будем считать 4 (9) 0, в противном случае 
неравенство (29) очевидно. Вследствие четности функций $ (6) и |4 (9) | 
достаточно рассмотреть интервал 0<0-<т. На основании (5.13) и 
(5.15) для ФЕ На имеет место равенство 

1 


т п-0 


б.р [ | к, (дзена | к. (дева + 


53 


Н0(») (0<8<т) `’ (5.48) 


справедливое равномерно для всех четных периода 2 функций ® с 
| (0) |<1, где положено ` 


Эа 
с0$ - й 


о 


251п та 
и 


Пусть 0 <а, < па {9, «— 6} и 0<9<х, 
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Рассмотрим последовательность чисел а; и подлпоследовательность 
чисел п, натурального ряда, удовлетворяющие условиям 


> а, > „>>>... (5.19) 


Ниже эти числа будут определены более точно, а пока при их 
помощи определим функцию 


Го для —0<:<—а, а<Е<*-0, 
Еж И (5.20) 
8121 Аи, (1) для —а << фа, а < <а,_. 


Введем для удобства доказательства обозначение 
1 


Фе) {| куче | Кн } (<) 
а 4 


т 
и положим 
1 


<; (а) =Ф.(а, чат к.) 2 { к, 1+ к, |. (5.2) 


п - 


Заметим, что 
4 
(= Ши, 


где |<,|<с(а) и с(а) — константа, не зависящая от п. Отсюда 
я 4 
Ф; (а) > (= —* ) вп п>М, (5.22) 


где т„—>0, 1, вп -> оо, чи > 0, если только М№ достаточно велико. 
Определим натуральное число п, на основании (5.22) так, чтобы 


й Й 
Ф,, (а) > (—ч», ) 127, . 
1 
Далее, определим а, > — так, чтобы 
1 


Ф; (а,) ти п. 
Пусть теперь числа 
1 1 
а>а, >, ра, > Ч, > Е 
2: П_1 
уже определены и вместе с ними, таким образом, определена функ- 
ция у при помощи (5.20) для —0<1<-—а, и а <1<*т- 0. 
Определим тогда п, так, чтобы 


РЯ ®—) 
ый \ Кпк (#) (1) @-- \ Киз (1) у (1) Ти < Яль 1о ту. (5.23) 


= ак 1 


и чтобы одновременно выполнялись неравенства 


. 4 . 
Ф", (ак) > (я ) ть пк ть. (5.24) 
3* 
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— 


Это сделать всегда возможно в силу того, что левая часть (5.23), 
если в ней п, заменить на п, стремится к нулю при п —> со ив силу (5.22). 

Далее, определяем а, так, чтобы 

м. >= Фик (ак) < Тик 18 Пк. (5.25). 

Таким образом, числа @, и п», удовлетворяющие (5.19), по индук- 
ции определены для всех &=0, 1,... и, следовательно, полностью 
определена функция у(2) при помощи (5.20). 

Приняв во внимание, что |у(2) | <1, а также соотношения (5.24), 
(5.23), (5.24) и (5.25), будем иметь 


тк г-0 


1 \ Киба + Кии (да } = 
_0 р 
пк 
== { у К,кУаё- ге 1 к, Уаё- п 
Яра СЕ ‘ь 
Е 
и к, +} > вла - а, 5, 6} 
— ак ыы 
ти 
— 9, (@) > (5 -—4 ти, ) и (5.26) 


Пусть, теперь, % (#1) = (2) — четная функция периода 2, опреде- 
ляемая равенством 
ф (#6) =у(2) (—0<2:<*- 9. 
Тогда соответствующая ей функция ©, являющаяся неопределениым 
интегралом от 4 (1)0(#), будет принадлежать к Н. и, вследствие (30) 
и (38), 


28) — 5, (9, 91> (5-4, ) |+ (2) =... 
Этим, принимая во внимание, что в наших рассуждениях 
7", —>0, Тм, В Ик |9 (0) | —> ©, 
лемма 2 доказана. 


Примечание. Пользуюсь случаем отметить две опечатки, которые вкра- 
лись в моей предыдущей статье «Приближение функций тригонометрическими по- 
линомами в среднем», опубликованной в этом журнале 10 (1946), 207—256: 

Г формула (2.4) на самом деле выглядит так 
180%) = | (@ 2): (2.1) 


зир зар 


& 
Ь) На стр. 215, строка 10-я снизу знак — должен быть заменен знаком г 


Математический институт, Поступило 
им. В. А. Стеклова Академии Наук СССР. 18. 1. 1946 
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$. МКОТЗКУ. ОМ ТНЕ ВЕЗТ АРРВОХ1МАТТОМ ОЕ ЕОМСТГО №5 
ЗАТЗЕУТХ С МРУСН1Т7?5 0 МОГТТОХЬ ВУ РОГУМОМТАТЬ 


ЗОММАВУ 


$ 1. м М1 рарег ме о1уе деаПей ргоо!з о! \№е гезаМз аппоппсей 
1т (7). У геуеайе4 \Шеге Ве соппесйопз реф\уееп \\езе гезаМз аз ме 
аз Бебуееп \Ъезе гезиИз ап@ \Возе о! \№е оШфег ашТогз (зее Веегепсез). 
'Твеге!оге \е Гогипа|а{е Веге ор]у Фе Веогетз ап4 оц аще, 1щ зоте сазез, 
Тег ргоо!; азио &Пе {огша]ае 11 Фе Визз1ап {ехё. 

Тех МН Ъе №е с1азз о! апейопз } (2) заызГуе ГарзевИ’з сопаИлоп 
\ИВ Ше сопзбайь М 

| а’ 15 М” =" 

оп \Ще зестець —1<5<1 аца 1е5 Е„(/) 4епове Ше Ъезь арргохипаНоп 
оЁ } оп №13 зесшепь ру ро!упога1а1з 


О„_, (1) =а. а, х-- ‚1 РЯ гб 
о{ деэтее п 1. Эепоие Ъу’ 
МН) = зор Е 
6, (МН) р = (1) 


Ве 1еаз5 иррег БоииЯ оЁ Ё„(]) оц \е с1азз оЁ лаемопз МН. 
$ 2. ТНЕОВЕМ 1. Тйе роте едииу 15 аа 


М 
фе, (МН) =, (2.6) 
ретге =„ 3 0, ве. =0О (мея) . [8 г; айатеа (азутрюисаПу), т сазе М =1 


ап4 п 15 есеп, Ву йе шпейоп, р(2)ЕН (1.Н=нН) чйозе этарЁ 1$ а 
Бгокеп те тий п- 1 оегисе$ м афзс15зез Фете зегоз о} те Тейебу- 
спер} роупотла| соз п агс с0з х о} 4евтее п фозейег %И йе ройй х=0. 
Тре ПпЁз$ о} 11е фтокеп те расе 9орез едиай 10 1 аъ абзойле тавт- 
1и4е ап4 ПНаое аПегпайпв $115. 
Тье тедиа ку 


вь„(иН) <= 


2% 
ог =, > 0 1юоПомз тош \\е Гась \№аб Ще Гапсыоцз /(с03 0), мБеге }ЕМН, 
аге Гапсйо0з оЁ рег1о4 2ж \мозс Чеглуамуез 40 поб ехсеей М 1щ аЪзо- 
це шазпИифе ап4 Гог зась гапсИопз фе 1тедиаа\щу (1.2) * Бо135, 1 уве 
Е» (1) 4епо\ез Ще Ъез арргохивайоц о! { Ъу и1«опотен1са1 ройупопиа]з 
о Ме (и — 1) ог4ег. 

Оп 1№е о{Мег Вап4, сопз14ег \№е имегройайпе ро!упопла1 Р‚ (7, #) 
о! Чеогее п —1 (зее (2.7)) Вась со1те14ез миЬ {1 (2) ар Фе хегоз. д, = 240 = 
== с05 6% оЁ е Тевеьусвей ро]упопуа| созп агс созх. Вог п=2т Из 
уа|ше ак 1 =0 13 элуеп Бу \\е Гога (2.8). 1 13 еззепйа| Веге (таб ве 
ргоиеь (— 1)**"4ю 0% свапсез Из $101 заосезуеЙу аз К гапоез {тот 1 
40 т ап4 тот т--1 ют, мВШе а А=т ап Ё=т--1 Ш ргодас 
1$ розилуе. 


* Неге ап4 Вепсе!ог{В ме геег $0 Гогплае 11 Ме Клззап 4ех!. 


АРРВОХ МАТОМ ВУ РОГУМОМ!А!Т$ 319 

Е ее еек Ее ОИ 
Уе а1!50 пойе фе едиабу (2.9). 

её О„_, (2) Бе {Ве Ъезь ро]упошла] оЁ дестее п—4 Гог ще шисиоп } 

аф {Ве зузбет оЁ ро1иёз сопз1зИ пе оЁ {Те аБзс1з3ез 2”) = с036, ап@ оЁ №е 

роз х=0 ап@ 1е5 Е! (/)=Е!(}; х®,..., 20, 0, х%,..., х0) Бе ве 


62 т › 77417 
соггезроп4 11; Ъезь арргохипайоп. Тьеп Бу Тевеусвей?з ‘Ъеогет, 
а О», (1) свапзез 113 си зассеззтуе]у а 1Ве роз 209,..., 2, 0, 
27,..., 20 апа Из уа!аез аб \Мезе ро1п{з ецаа! ЁЕ* (7) ш аБзойие 
тасп1 де. 

Ву у'Вав Ваз Бееп из за14, ме оБа1п \е едиаШу (2.10), \Ше гов 
з14е о{ у1ев аМа$ Из шахипит оп И а6 Те {шисйоп },(5) ещегшя 
Пе Гоги] а оп оЁ Фе \Теогеш (зее (°)). Тыз апсиоп 15 дейпед Бу (2.11) 
аф (Ве рошиз х=2%, х=0 апа 13 Ппеаг оп \№е ицегуа1з Бебуееп \Везе 
роз. 


Тье еапаНку «=0( 


(2.13). 
$ 3. ТНЕОВЕМ 2. Рог езегу итейоп }ЕМН 


Л 
пт 


) оПо\з тош (2.9), (2.40), (2.144), (2.42), 


Бтзарий, (/) <. (3.1) 


Тйеге ез1515 а итейоп }ЕН, рог умей Ше (ей я@4е о} (3.1) едиа[5 йе 
пойё за4е. 

Тье шедиа6у (3.1) Ъу изей !оПожз {гот \Теогеш 4. 

То сопзгасё Це №юпейоп }ЕН шепйопе т \феогешт 2, нитодисе 
(Бе Гипсыопа1$ Г, (а, $) ап@ Г (а) (а>0) Бу шеапз оЁ (3.3), (3.4), (3.2), 
\Веге ф 15 а шисМоп ап@ Фе ассепь аь У’ зВомз \Ъаь Ве зи 18 © 

0х‘) <а 
Бе поф ехцеп4еЯ оуег Ве отезцезь (= т) ап4 1еазё 1041сез Ё, Гог У№еь 
< <а. 

СБоозе а зедиепсе оЁ розауе питаБегз 9» $0 аз №0 Вауе ч„->0, 
п 6 —> < аз п-> с. 

Твеп опе сап зее {Ва {ог ап агБИтагу розуе а<1 \Ше шедиа!- 
пез (3.6) апа (3.7) Во]4 Гог а п > М, ргоу14еа №=М (а) 13 зи слеп у 
]1агое, уБеге ф 13 а шисмоп зайзРулте ГлрзсВ162’3 сопа оп оп {Те зехтеп& 
а<х<4. 

Тве гедилгед Глпсйоп } сап Бе деегилтед Бу а Фесгеаз1ипр зедчепсе 
ог пишЪегз 

а за. (3.8) 


{еп41шс 10 2его ап4 Бу зщсгеазшя зедиепсе о! 1191сез 
< И <ь, (3.9) 


4ейпей гессигепИу. Маше!у, заррозе а, ап@ п, аге агеаду 4еЙпе4 {ог 
у=1, 2,..., Е—4 ап@ Ве шосйоп ](х) 13 атеаду дейпед оп фе ицег- 
уа! а, <5<1; }(1) 15 зиррозе@ (0 зайзРу ГлрзсЬ1 25 сопа\оп зи 
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‘Бе сопзать едиа] 40 1 оп 13 ниегуа] ап4 10 Ъе 2его аф \№е ро1тф 1 =а,-,. 
Таке ап еуеп п;>п,., “И НсерИу 1агре {Ваф 1Ве шедиа]аез (3.10) 
Бе пИППей зпаИапеойз]у ап4 1е6 272 Бе Ще втеабезь х(по улов 40ез 
поф ехсеед а; ,‚. Уе ра а; апа а; \ю Бе гергезепяхе]у {Ве 1еаз5 ап@ Фе 
отеацезь хего о! \№е асИоп (2) 1ушё ш Ме ицегуа! 202 < <" 
(2т; =п;) ап4 дейпе } (5) оп Ве зестепф а; < х ‚Бу Ме ваша ву (3: 11). 

1% 13 еу14епь {Ва {{5) зайзНез ГлрзсЬ И’ 5 вы \ИБ Те сова 
едиа] {0 1 оп \№е ицегуа| а. <5<1 апа ](а,;) =0 

Троз 4№е зедиепсез (3.8) ава (3.9) аге дейпеЯ ап, сопзедаецИу, | 
1(<) 13 4етед оп 0% х<1. У\е ежепа }(х) ю Ше пмегуа! —1<;<0 
в0 аз /(2) Бе еуеп ап@ раб }(0)=0. 1 15 еу14ель ав } Ъе!опез ю Н 
апа, Бу (3.3), (3.10) апа (3.11), же зва!| Бауе (3.12), увеь порПез, 
т ушше оЁ (3.13), (3.14), (3.15), \№е едаа\у (3.145). 


$ 4. Те }ЕН, 
п-1 
0» (1%; }, 2) = У {ак Р, (2), 
К-=1 
в :- . 
Рь(х) = с03й агс с08х, ах = о г (К=1,...,п- 4). 


ТНЕОВЕМ 3. Тйе гтедиай у 
6, (1; МН, 2) = ор |1 (2) — Ч» (15; 1, 2) | < 


о +1210 (8) (4.1) 


й014$ иптрютт1у т х оп !е пцетой (—1, +1). 

Еог т=1 О саппоё Фе терйасеа 6у о гт (4.1). 

Тье забзибийоп 5 = с0з6 гедисе@ \\е ргоБеш $0 \\е ге]айопз (4.2), 
(4.3), (4.4). Тье 'ицесга] дейпи:е 1, 11 (4.3) оссагв 1 \Ъе рарегз (*), (?). 
Са]си]аН оп о! №13 ицесга! 13 Базе оп \е {асё (Вась 13 а1з0 изей {ог 
езатайис /”) \Ваф Ше Шшпейоп 


п-1 
К(— 2 Льза АЕ, 
К=4 
у’пеге 
ат А 
КУ, ме ов (=1,2,...,пШ— 1) 
К=1 
уап1зВез ап сБапсез \№е злой аб \Ъе рошиз и" (Е=1;2....,п-—1) 


ап оп]у аб \Фезе ро1пиз. ТВ1з 21уез (4.5). 
Те езйтаНоп о{ Г, 13 саггле оп Ъу теапз о! (4.6), (4.7), (4.8) чи Фе 
цве оЁ \Те деуеортепа оЁ Те шпсйоп 3150 11 9 (0 <Е<т) ищо созшез. 
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$5. Ге 
1ЕМН, 


п-1 


0. (1,2) =% + У в, Рь (2), 


К=4 


УВеге а» ап Р»(х) аге дей пей аз зп \Ъе ргеседшх рагасгарв. 
ТНЕОВЕМ 4. Т#е азутрюйс едиай1у 


зпр [7(2)— И (у зто (1) 651 


#014; ип роту т т оп Ше зевтей —1<5<1. 

Озшя \Ше заБзишыой х=с030 Ш 15 сазу {0 уегМу а 'Веогет 4 
ГоПо\з {гот 1ешша 1 И \е рой 4 (6) =зт@ = И — 2%. 

ТЕММА 1. 1} 5. ($, 0) 15 Ше оаше о} те Гоипег зат о} йе (п—1)ёй 


ор | (8) 5 ( 7 )| 5:2 ( )| = ( п ( 


Нете 4(0) 1$ ап оа4 }апсноп о} репой 2" заизруте Глрзсйи2?$ сопа!г- 
оп ап4 1е сопайлоп 4 (0)=49(к)=0 апа Ну 15 Ше с1аз$ о} шпейоп5 
Ф({), есегуопе о} т есй 2$ ап спаейпие пиевта| о} из 4еггоашое $’ (#) 
уйтей 15 зиррозе 10 Фе гергезетей т йе рюотт 
$ (И =$ (2) 9 (1, (5.6) 
йеге $(1) 15 ап атЬитату есеп }апсйоп о} репо 2 запйзруитв Ше 
тедиай1) 
1$ (6) |< 1. (5.3) 

Еог {Ве 41Негепсе 5, ($, 0) —$(9) Бу имертайпс Бу рагёз Ме Роимег 
сое 1слетиз о! Фе шпсйоп ФЕН. ап4 Бу Ко|посого?з езЯтацез (5.9), (5.10} 
(5ее (“)), ме ошаш (5.11), \ь1сь Б019з ипИоги]у ш Ф ап@ 0, мЪеге ф 
аге \Ъе аБоуе ГлпсИопз. 

Егош (5.11) ГоПо\, ш ушше оЁ (5.12), Ве едлаиез (5.13), (5.14) 
ап ЙпаПу (5.15), мьаеь, Беше уа1Я ап Иоги]у 11 Ф ап@ 0, парез Ме 
зпедиа! у (5.16). Тье ]амег Ъесошез ап едаау {ог Фе еуеп ГапсИоп 
физ () о{ регло4 2ж 4ейпе@ оп \№е \пВо]е геа| ах15 50 аз 40 зайу Ше 
ге] айоп 


| 9п —1 
- 03 5) 1 
фи (Е--0) = з16т \9 (6) ее 


9 мп — 
$ р) 


оп 1ШЪе ицегуа! —9<Е<т— 9. 
ТНЕОВЕМ 5. Рог есегу х ат Ше пиетоай (—1, +1) йеге ел 
а ипепоп фт МН (11а 4ереп4$ оп х, Фиё поё оп п), рог чей 


|1 (2) — И» (1, =) > ТУТ), в—>0 


а5 п гипз @тоией а зедиейсе о} розйтое ищевегз. 
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’'ТЬ1$ \Веогеш, 1осеБег мИ\ (5.7), иар!у Ме тедчау 
Е М = 
Шазир ид | /(2) — и (ф 2) |< ИУ" 


\В1ев Бесотез ап едиа у Тог а сегаш }Е МН. 
ТВеогет 5 13 а согоПагу оЁ Ме {оПо\жше 1етта, \Веп 4 (6) = эт 0. 
ТЕММА 2. Рог есегу сие о} 0 Шеге ет51$ а рмтейоп ф Феюопатя 
10 На (ваей 4ерепаз оп 9, Биё поё оп п), ог мев 


| 
|$ (8) — 5 ($, 6) [> 2 [9 (9) (4), = -—0 (5.47) 


а5 п гипз айтоивй а зедиепсе о} розийалсе гтаевег$. 
ТВе Гапсйор < соггезроп@з, Ъу (5.6), 1ю \№е еуеп Ёавсйоп $ (1) =$, (Е) 
оЁ рего@ 2= Чейпей ш \№е едаашу $ (#46) =у(1 (—0<1<*— 8). 
Трегеьу (1) 1з дебиеа Бу (5.20) апа (5.19), чВеге 
т аа 
Аа 


ИЕ 
25 — 
ета 


О<а, < ши {8 «— 6}, №=(; 


зп Фе патрегз а; ап4 пк аге 4еЙйпеЯ Бу 1т4дисйоп з0 аз 10 Вауе (5.23), 
(5.24) ава (5.25), аз зоор аз ах, ап п,_, аге детей, ми Ф! (а) 4ейпеа 
Бу (5.21); ди !огм а зедаейсе о{ розилуе паЪэгз олуеп БеЁоге \мВ1св 
заазНе$ Ше сопа!лопз$ 7„—>0, у, в п —> <. 


Мофе. Уе чзе зве оррог(ипЦу {0 соггес$ {мо ш15рги\{е; ш ту ргеушоч$ рарег 
«Арргохипайоп о! апсИоп$ 11 {те шеап Бу фто опоте{г1са1 ро]упопиа]з» (161$ ВаЦ., 
10 (1946), 207—256). 

а) Когту1а (2.4) 1$ 40 Бе заъзиищеа Бу 


Е (2) |= | Е | (х, Г). (2.4) 
Ъ) Тве зутро1 гр оп расе 245, Ипе 10 {гот Беоу, 15 40 Бе завзыйцеа 
о 


зирзир 
фу я шл 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТ!\ ОЕ ГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ РЕ 1/0 85$ 


Серия математическая 10 (1946), 323—358 Земе та'ПётаНаие 


Б. И. СЕРАЛ 


НЕКОТОРЫЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ 
ПОТЕНЦИАЛА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Приводится р.._оние некоторых пространственных задач теории 
потенциала, встречающихся в гидродинамике, и подробно рассмотрены 
конкретные примеры, иллюстрирующие метод. 


Рассматриваемые в настоящей работе пространственные задачи тео- 
рии потенциала связаны, главным образом, с вопросами о движении 
жидкости в пористой среде. Эти вопросы имеют ‘практическое значение 
для расчета фильтрации нефти, для исследования движения грунто- 
вых вод в связи с некоторыми системами ирригации и др. 

Многочисленные работы, исследующие вопросы о движении жидко- 
сти в пористой среде, посвящены почти исключительно плоским зада- 
чам. Однако многие практические вопросы приводят к существенно 
пространственным задачам. Сюда, прежде всего, относятся такие вопро“ 
сы, как исследование фильтрации в нефтяном пласте со скважинами, 
проходящими лишь частично через толщу пласта (так называемые 
несовершенные скважины), а также рассмотрение движения грунтовых 
вод при наличии колодцев, не достигающих непроницаемой нижней 
границы пористой среды. В работе (*) рассматривается пространствен- 
ная задача теории потенциала для случая единственной скважины * 

Ниже мы предпольгаем рассмотреть некоторые пространственные 
задачи теории потенциала в применении к вопросам взаимного влияния 
(интерференции) ряда скважин при установившемся движении однород- 
ной жидкости в однородной и изотропной пористой среде. 

$4. Пусть означает коэффициент фильтрации, р=р(х, у, 2) — 
давление в данной точке (5, у, 2), р— плотность жидкости, в — ускоре- 
ние силы тяжести. Тогда для пьезометрического напора Н имеем 


Н=Е— в (1.1) 


* См. также главу У в (?). 
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и, как известно, потенциал скорости фильтрации 
ФЕ ЕН (1.2) 


удовлетворяет уравнению Лапласа *. 

Рассмотрим область, представляющую собой полосу бесконечной 
длины. Пусть эта область имеет постоянную глубину, которую мы для 
удобства примем за единицу измерения длин, и постоянную ширину 4. 
Предполагается, что верхняя и нижняя грани нашей области представ- 


р ГА 
а и 5 о. ©- 
р а/2 
| 4-0 | 
Фиг. 1 


ляют собою непроницаемые границы. Мы будем заниматься рассмотре- 


нием следующих задач. 
° 1. Бесконечный ряд вертикальных скважин расположен в середине 


полосы, представляющей рассматриваемую область (см. фиг. 1, на 


а 
Фиг. 2 


которой область изображена в плане). Скважины равноудалены друг 
от друга; причем расстояние между осями двух соседних скважин 
равно 6. Предполагается, что каждая скважина имеет форму прямого 
кругового цилиндра с радиусом основания р и с высотой #(0<#< 1) 
и что дно цилиндра имеет форму полусферы радиуса р. 


* См., например, главу ПП в (?). При этом следует иметь в виду соотношение 


К 
=. 7 — $5 
| 
где КЮ — коэффициент проницаемости, а в— вязкость жидкости. 


. 
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Пусть на вертикальных гранях рассматриваемой области потенциал 
< имеет постоянное значение, равное нулю. В ‘каждой точке поверх- 
ности скваяины потенциал ф имеет заданное значение; мы ограничимся 
рассмотрением случая, когда на поверхности скважины потенциал имеет 
постоянное значение, хотя излагаемый нами метод может быть приме- 
нен и к рассмотрению более общего случая, когда значение потенциала 


——. 


Фиг. 3 


Ф Яа поверхности скважины зависит от глубины точек поверхности 
скважины. 

При этих предположениях требуется определить значение потенциала 
в любой точке рассматриваемой области и найти расход жидкости, 
протекающей через скважану (дебит скважины). 

Легко видеть, что рассмотрение вопроса о распределении потенциала 
в указанной бесконечной области сводится к смешанной задаче Дирихле- 
Неймана для области прямоугольного параллелепипеда с цилиндриче- 
ским вырезом (фиг. 2). Мы имеем при этом следующие граничные усло- 
вия: 


4) Ф=сопзь при 2’ у?=р’, 2<й и.при 
=В-У р — 2—9. 


П. На одной из вертикальных граней указанной области потенциал 
Фх имеет постоянное значение, равное нулю. Вторая вертикальная грань 
представляет собой непроницаемую границу нашей области. Бесконеч- 
ный ряд вертикальных скважин расположен параллельно второй (непро- 
ницаемой) вертикальной грани на расстоянии с от этой грани (см. фиг. 3, 
на которой область изображена в плане). При этом предполагается, что 


1) +=0 при &=+-, ] 

о ь 
2) 5—0 при у=Ео, | 

9$ $ (1.3) 
3) -=0 при 2=0, 2-+уыр и при #=1, | 


о =, так как именно этот случай имеет практический интерес. 


Другие условия остаются теми же, что и в задаче 1. 
Получается опять смешанная задача Дирихле-Неймана для области 
прямоугольного параллелепипеда с цилиндрическим вырезом (фиг. 4), 
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МС 


причем граничные условия представляются в следующем виде: 


1) 9=0 при д=ер—а, \ 
2) 5 =0 при, | 
д В 
3 %=0 при у=+, ; (1.4) 
4) ре при 2=0, 2 ут>р и при А, 
5) Ф=0015 при 21° у’=р’, 2<й и при 
2=Ву у. ) 


Соответствующие этим задачам плоские задачи рассмотрены в $7 
гл. Ш книги (°) и в гл. [Х книги (?). Мы ограничиваемся рассмотре- 
нием изложенных двух задач, так как решение других аналогичных 
{например, задач, соогветствующих плоским задачам, изложенным 
в гл. [Х книги (*)} не представляет никаких принципиальных затрудне- 
ний после того, как рассмотрены указанные выше задачи. 


а 


Фиг. 4 


$2. Для дальнейшего нам необходимо найти выражение для потен- 
циала пространственной решетка, образованной источниками и стоками. 
Эта задача решалась различными авторами, причем наиболее общий 
и удобный для вычислений результат получен в этом направлении 
П. Эвальдом (4), исследования которого представляют развитие идей 
Римана. 

Имея в виду воспользоваться этим результатом, мы изложим вывод 
соответствующей формулы для прямоугольных решеток, так как только 
такие решетки будут нами применяться при решения указанных выше 
задач. 

Рассмотрим в пространстве систему точек М, с координатами 
(Ла, 1,8, 1,1), где а, Ви 1] означают постоянные положительные числа, 
а 1, Ь и [, независимо друг от друга пробегают целые значения. Эти 
точки являются вершинами одинаковых прямоугольных параллелепи- 
педов с ребрами #х, Вим 1, параллельными осям координат. Система 
этих параллелепипедов заполняет все пространство. 
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Основным параллелепипедом этой системы мы будем называть тот 
параллелепипед, координатам вершин которого соответствуют значения 
1, 15, [5, равные нулю или единице. 

Пусть в основном параллелепипеде расположена группа источников 
и стоков, общее число которых составляет №. Обозначим координаты 
этих особых точек через 

(6 п» а) {5 В ...) М, 
а мощности их — соответственно через 4„. Допустим, что указанная 
группа источников и стоков одинаково повторяется в каждом паралле- 


лепинеде. Тогда мы получаем пространственную решетку, образуемую 
точками 


Мы, (11% Е Е р ВУ 5); 


которую можно рассматривать как результат наложения Л обыкновен- 
ных прямоугольных решеток. 


Для потенциала К (х, 9, &) этой решетки в точке (х, у, 2) простран- 
ства имеем 


вн Ч» 
К=- У к”. (2.1) 
1 


где 


Въ =У (бе, — 2) (т, — у ыы 2, (2.2) 
а У означает суммирование по 1, [,, [(,, пробегающам независимо друг 
т 


от друга целые числа от — со до |<. 


Ряд (2.1) может сходиться лишь условно. Будем поэтому сперва 
отыскивать величину 


-1 ты Чие` ^Вт 1 ыы е- ХВ 
К» == т % > И Е р а: Эн — > Втр (2.3) 
9%= 7 = 


[ 


и затем перейдем к пределу при Х стремящемся к нулю. Это означает, 
что мы сперва находим потенциал искаженной реметки, получаемой 
из данной решетки, если предположить, что мощности источников 
и стоков, по мере их удаления от рассматриваемой точки (х, у, 2), 
убывают по показательному закону. В таком случае ряд сходится 
абсолютно, как бы мало ни было положительное число Х. Но искажен- 
ная таким образом решетка переходит в данную решетку при ^ стре- 
мящемся к нулю. 
Займемся преобразованием суммы 5„». Известно, что 


ЕЕ п , 
\ е и’ 4и =-— е-?А 
0 


АВ 
Введя здесь подстановку и= АЁ и полагая А= о 


‚ › находим 
е-^В 9 г — Ва 23 
ЕЕ \ е 1 И 
т: : 
Уз й. 
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При помощи этого равенства получаем 


— 
о —В о 
_ х \е па. 
У= 
0 
Заметив, что здесь может быть изменен порядок суммирования и ин- 
тегрирования, р 


о С 65 со уз 
ру — И [Кпа-Ен- 2 -зЗ-тн = У) -+зу г ^я-=)* т 
бк т м в ок 4 аь, (2.4) 
О = — © [3=-— 02 
или 
2 С — 
о — =. \ 5.52536 А Ир. 
Уз 
о 
где 
со 


1 =-— сэ 
со 
$2 == р е- (53 т», 


К каждой из сумм $,, $,, $, праменяем мнимое преобразование. 
Якоби для 9- Я. выражаемое равенством * 


со 
А. 2 
у еее? ии — — 1 = > е (и о } 
/ Е И 
1= © | 1= — < 


причем для | /—1- берется то значение, для которого вещественная 
часть положительна. 


Полагая 
8252 :| 
аа и = (5, ) = 1 
находим 
со 
5 == (т-х) № е- Зи (т-хае — 
=== со 
Е т 21 
УЕ Я мот 
Е: 
[1 == - со 
и аналогично 
2.) 
- . пы. 
$ Я $ ве 2-5 
2 в ’ 
15=-— со 
А 1521 
Ут Вне 
бе № Та то 
т 
[3= - со 


* См. 8 91.51 в книге (5). 
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Ноэтому 


(Еп— ха + @- и) 15 бт) А? 
2. ее 
Е Хей в тайн ое в те НО) 


Мы получили, таким образом, представление суммы 5. при помощи 
двух различных интегралов (2.4) и (2.5), причем подинтегральные функ- 
ции в обоих интегралах равны между собою для любого значения &#. 
Мы можем поэтому разбить промежуток интегрирования любым положи- 
тельным числом Т и в промежутке от 0 до Т взять представление 
подинтегральной функции в виде (2.5), а в промежутке от Т до со — 
в виде (2.4). Если еще ввести ОЗаланИя 


1 —_ 24 = 
ие : ты (2.6) 
ы Е: е нь бт в з 
МС з аня т 
0 получим 
т му? —- 
2п 1 = — РЕ (м а РА 
ау в Хе 412 я т ег В 48 Е, 
0 1 1 


где У попрежнему означает суммирование по [,, [,, [, независимо друг 
1 
от друга пробеглющим целые значения от — со до -+ ©. Применяя 
1 
к первому из этих интегралов подотановку ‚; = и изменив в обоих 


интегралах порядок суммирования и интегрирования, найдем 


и 2 
. ПА нак ит КО к иные. 
п е 4-3 м Е И 
д = — = АЕ’ ЧЕ. 
би авт >, т 4? + Уз № \ , 
1 мт 
Подставив это значение 5„) в (2.3), получим 
_ даем 


тт 21 р ыр 


Г м 5%) А 
4 2 
К. 22 У 4, - Ва + 48 с и 2 Ч п а е м Е, 


= 


или, введя так называемый а № множитель г 


в Чте? я (2.7) 


п=1 


нашей решетки и переходя к пределу при ^ —>0, найдем 


в 
р й зы УНР Г ие (ГЕы). 28 
К = 4 т? 431 У, т е ВИ > 4 Въ ) 


где 
74 


у 


5, №, № № и В, определены формулами (2.7), (2.6) п (2.2), а Т озна- 
чает произвольное положительное число. 


ег! (ий) = 37:44 


4 Известия АН, серия маземазическая, №: 4 
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Заметим, что формула (2.8), представляющая с0бой окончательное 
выражение для пространственной решетки, имеет смысл лишь в том 
случае, когда решетка является нейтральной, т. е. когда выпогчено 
условие 


м 
> 9" =0. 


Я 


Действительно, в этом случае имеем с, =0, вследствие чего исчезает 
тот член первой ‘из сумм правой части (2.8), который обращается 
в бесконечность при й, =0, т. е. при 1=Ь=Ь=0. 

При малых значениях Т первая из сумм правой части (2.8) сходится 
быстро, а вторая — медленно; при больших значениях Т первая сумма 
сходится медленно, а вторая сходится быстро. Надлежащим выбором 
Т мы можем достигнуть достаточно быстрой сходимости обеих сумм 
в формуле (2.8). 

$ 3. Займемся сначала первой из формулированных выше задач ($ 1). 
С этой целью построим функцию Грина для прямоугольного парал- 
лелепипеда (фиг. 2) с единичным стоком в точке (0, 0, $) и граничными 
условиями 1), 2), 3), указанными в (1.3). 

Рассмотрим систему взаимно ортогональных плоскостей 


я= (+) у=(ь+ь)ь 2=ы, 


параллельных граням рассматриваемого параллелепипеда, где Ё&,, [, и 1, 
независимо друг от друга пробегают все целые числа от — < до 0. 


Отразим точку (0, 0, $) повторно в этих плоскостях; в результате полу- 
чаем систему точек 


(Га, 1,6, М, 5), 


в которых мы поместим единичные стоки или источники, смотря по 
тому, является ли [, числом четным или нечетным. Потенциал построзн- 
ной таким образом пространственной решетки, составленной из стоков 
и источников, выражает, как легко видеть, искомую функцию Грина 


С=С(х, у, Жо . 


Для нахождения С можно воспользоваться формулой (2.8). При этом 
мы полагаем 


а=2а, =, ‘1=2: 

В основном прямоугольнике помещаем два единичных стока в точках 
(0, 0, $) и (0,0,2-—0 

и два единичных источника в точках 
(а, 0, 3) и (а, 0,2-—5. 

Тогда 


4: =9, =1, 4: =9.= —1, 
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и по формулам (2. о и 
ми ЕЕ В у аа 


А б 
Ки, а НА, в 
Но формуле (2.7) получаем выражение структурного множителя 
вр= ет Из + е- 713 — еп (Ц-ЕИз)ё — е"(и-Чз) Е — 


в 
К аа ИИ п й 
=2(1— 671!) со, < = —4е*  зтё 5 60$ [, 5. 
С помощью этих значений мы находим из формулы (2.8) искомую 


функцию Грина в виде 


С=С.-С,, (3.1) 
где 
со © со ; _ эп т У, 213 


Ц 1 т _ ав. +53)--т ро 
в, = вар № У х В _ ЗА, 5 03 1, по, 


© [°’е) 
О Е 


1% 


Займемся и а фуммы С,. Имеем 


и Я (> 218 
в,= = то х У х*. о ры 54 = (5-2). 
1 
} тй, 


= — 50 13=-00 Ц =1 
- 603 [, б = Е т у у > : “щит, ша (=) ь 


{3 = — < И=& 1«=0 


у 


- воз 21 м 9 6081, = в тя у У’ У е Т.о вшИ оз ( ‚“(з->)- 


МЕ О 1:3=0 


с0; 21, п — с0$ 1, 12603 [, кб, 


причем штрихи в суммах означают, что слагаемые, соответствующие 


1 
1, =0 или [, =0, умножаются на =>, а слагаемые, соответствующие 


; а 
1, =Ь=0, умножаются на --. Последнее выражение мы можем пере- 


писать в виде 
= 


[= со = 
’ ’ 


т ат 
= 2 у  * ея. с03 (21, +1” 7 соз 24, $ 60, п2603[, пб, (3.2) 


ев ей (3.3) 


Для преобразования С, заметим, что 
Вь = У (2, а—1)* (1. о — у)" с (21, + — 2)*, 
. В. =У (21 а— 2) + ( В+ ОА а, 


На ==-= 
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=И(@-+ а (У, 5—2), 
=УИ (и а-= 6-22), 


причем А и Ар, соочветствуют значения, 4, =1, а Аь, и Вы соответ- 
ствуют значения 4, = —1. Поэтому мы можем написать 


8 ды [1-е ТУ бабе @, 5 у + +2+26] 
о 
1 1— ег [ГУ ба 6—2] Е 
т УЕ) } о 


$ 4. Надлежащим выбором Т можно заменить найденное нами 
точное выражение для С приближенным выражением, достаточным 
для всех приложений, встречающихся на практике. 


_ ‚ то члены в и, (3.2) для С, 


В самом деле, если взять Т - 


соответствующие [, = т не будут превосходить 0,00005 . и поэтому 


г 
можно ограничиться в этой сумме членами, соответствующими [, =0. 
Трехкратная сумма (3.2) заменяется, таким образом, двухкратной: 


В ее в 
6, = о у у’ —) 603 (24, 1) = со 21, =" (4.1) 
и=0 1.=0 1 
где 
7 4) 62 = 
Ни. = 1+9. т (4.2) 


Заметив, далее, что во всех встречающихся на практике случаях 


а > 4к, положим Т>=. Тогда в выражении для С, можно ограни- 
читься слагаемыми, соответствующими [ =0, так как |2 |<5 и слагае- 
мые суммы (3.4) при 1; > 1 не будут превосходить 

1 — ег (т <! — ег (=) < 0,00001. 


Мы пелучаем поэтому для С, следующее выражение: 


1 - е 1 — ег! [Т У + Бу += +2; 
О | ) 
в. 5 > Уз (Уз +2) 


14=—0 [83=-< 
ры У? у в 51 
У + (16 — У —#— 2 | 


3)*] + 


(4.3) 


$ 5. Пусть теперь вдоль оси 2 от ё=.0 до &=й помещена линия 
стока, мощность которой характеризуется функцией 4 =4 (2). Это значит, 
Что в точке 2=5(0<5<й) помещен олемент слока се мощностью 445, 
которому соответствуег элемент потенциала 


4Ф=9(С4‹. 
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Потенциал, соответствующий всей линии стока от > =0 до $ =й, полу- 
чится в виде 

[р в 
Ф= \ аФ— \ 9 ($ 645. (5.4) 
| б 
Решение нашей задачи сводится теперь к определению функции 4 (5) 
так, чтобы было выполнено условие 4); указанное в (1.3). Для прак- 
тических целей достаточно определить приближенно эту функцию. 
$6. С этой целью вычисЯим сперва Ф в предположении, что 9 (5) 
представляет собой квадратный трехчлен 
4 ($) =А- ВС --С, ОА. (6.1) 
Имеем 
Ф=Ф, + Ф,, (6.2) 


Воспользовавшись значениями (4.1) и (4.2) для С,, С, и (6.1) для 4 (2), 
находим 


Ни, 
со со — — 
__ 2% (6 А --ЗВА + 2С1?) \1'е 41 ь ЕО МР 
В м и (21, +1); 08 24,-„, (6.3) 
1=015=0 и 
со со 
1 а 
=: р о О 1 (6.4) 
То — 00 3=-<5 
где 
. ГРИ УС 
, \ 1— ег [77 У 22 -- (6 6—у)- (642-91) „ 
ры = (4-Е ВСС "ИТУ р 
в 1 я ИУ (6-62-42) я 


й 


+ ( (А+85+С9) 


0 


1— [РУ 22+ 2,6 +9 ео) 
ИУ (у -2- 21, 


$ 7. Рассмотрим сперва случай, когда 
я-а < Ти, =1,=0, (О 
Нри этом воспользуемся известным разложением 


со \ 
12% + 1 


ыы %®) дп 
етй (и) а ет > р 1) (2% 1) п! 
=. 0 
и найдем 

р о ты й 
С сс "ее ИГУ ау Е Е 

А < ВС С ——_ = [р 5. а а а 
\ Са У У - 2) ИУС 2} 

со | 
9) — 1 и [21 о о г 2] п 7 2 
И фиеста сеж= 


#0 0 
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=-+ И + (2 нь 
У му 


:й {Ий+ич@ в — Иру 


—- 510% аи С ый ст" Иа 2-Й 
ЕВЕ УЛУЕЕАЯ) м ЕО 


ИУ и + р 22% = А НИНЕ А 


И 2/2 -|- 2? 


(тя г 1) 2+1 =. 
-УЯ тт аы вы. 5.) 


ть 


й д.2 -|- у? и—Е г к 
ге 2 Е и ЕЕ РО 
у? (2. + 2) } № о 
а (1 д. + т [(® (Е, 


ых п (ее у? 
9 = о па ЕО @ЕТЗ) 
В =) (ОЕ 1) ОЕ) № 22-1) 15422) = 22** 83]. 


Нолагая поэтому 


В АТЕАНУ ПчУ@-Ь) _ 
8— р-н и я у (8—1) ' 


— У чу + +5) @ уйти и—2 (7.3) 
ху" ь з 


получим, 


Е Ре {ИУй+ут (ВИ УЕ 
ПУ Е 


ВУ уе) 


пу т-итин: ОЧ 


+ [уз Реут А+ 
о в} жа (7 3) 


—-- 


—4)* 729 п^ (2? —Ё =. <: 
5-2 ‘игом 20 Е 
где 
= (Е зи (А — зе, 
(ИЕ 1 (2) и =) ОВ 
та = (й-- 2)?" +1 ((2 |2) (26-2) 1—2 (2% -- 1) № 4. 22°) + 
< (#— =) +1 ((2% -- 1) (26+ 2) 1? -+- 2(26 1) 12-22). 


5 
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Следует заметить, что ряд (7.3) весьма быстро сходится и почти 
во всех случаях можно ограничиться первыми двумя его члензми. 

$ 8. Рассмотрим теперь случай, когда одновременно не выполнены 
соотношения (7.1). При этом можно вычислить интегралы (6.5) следую- 
щим образом. Разбиваем промежуток ингегрярования [0, #] на несколько 
равных частей. Соответственно этому каждый из интегралов (6.5) 
представляется в виде суммы интегралов. Пусть [1,, й,] — один из таких 
частичных промежутков. Обозначим 


У=6Ь—у, =... (8.1) 
Тогда мы можем положить 


Но и ЕЕ ВИЗ 


\ (ав ИЯ —_ А 


п 
1 — её [2 Им + СЫ `] с 
Или (№) бт 


Погрешность, которая при этом допускается, будет того же порядка, 
что и погрешность при вычислении по формуле 


Н> 
\ 1 — её [У 28+ аа У (6 2)1] 1 
Уи’ 7 


м Я 
фе [2 Ил+и- т (= — о ] 


= (#. — ^,) — 


Инв (Е а. 


т. е. при вычислении интеграла, стоящего в левой части по формуяе 
касательных. Эта погрешность, как известно, не превосходит 


где М, означает верхь,›ю границу значений второй производной под- 
интегральной функции }(5) в промежутке [й,, №,]. Мы можем, таким 
9бра50м, оценить погрешность, имея в виду, что 


(= —— 2 2 2) — "у и о & 2)? 1 ету |. 
У= (Е + 2-2) 
2 — 12 — Ч р Ы о > гу, 9 
ЕЕК 4 ТГУ = УСА. 
ЦЕ + У 
Исходя из этих соображений, можно установить, что для всех 
случаев, встречающихся на практике, если одновременно не выполнены 
соотношения 


ПИ И а В Е (8.2) 
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можно положить 


ы ) 2-) 
А 
У 
}) 


Если же одновременно имеют место соотношения (8.2), то можно положить 


Сы И =: и ЕС ам 


Е и у? 7 5 7] 
1 ег ре 2? +(+- ) ] р 
ЧЕ О. И 


а ал 1 


( 
|г- ег [2 Е (+2) фт 


- 
. ие ЗА 

| Ин на 

ие! |2 Иг+т+(+- 2) ] 7 
Зак | чначче. 

Ил "+ (8 -#) 

Формулы (6.2), (6.3), (6.4), (7.3), ми и (8.4) дают возможность 

фактически вычислить значение потенциала Ф для любой течки рас- 


сматриваемой области в предположении, что 4($) представляет собой 
квадратный трехчлен (6.1). 


(8.4) 


$ 9. Вдоль оси 3 от 5=0 до 2=й мы помещаем линию стока, 
мощность которой характеризуется квадратным трехчленом (6.1) и, 
кроме того, на оси 5 при &=й помещаем точечный сток мощности 0. 
Соответствующий потенциал ф в любой точке может быть вычислен 
по формуле 


8 
8 


Их Я’ У въь-й, (9.4) 


12=-©0 [3= -< 


причем и=Ф, может быть вычислено по формуле’ (6.3), о, 1, может 
быть вычислено по одной из формул (7.3), (8.3), (8.4), а *=рб, 
причем С может быть вычислено по формулам (3.1), (4.1) и (4.3). Нам 
остается выбрать числа А, В, Сир так, чтобы удовлетворить условию 4), 
указанному в (1.3). Для этого вычисляем значение х при 25° - у’ = 
и при 2=0, #=4,, 2=4,, д=й, где 0% 2, <, < ви найденные четыре 
Значения © приравниваем заданному значению потенциала на поверх- 
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ности скважины. Мы получаем, таким образом, для определения А, В, С 
и р систему четырех уравнений с четырьмя неизвестными. 

При вычислении потенциала Ф Для точек, лежащих на поверхности 
скважины (при 2*--у’=р?), можно значительно упростить соответ- 
ствующие формулы, если учесть, что р «1 и если пренебречь членами 
порядка р?. В самом деле, разлагая и =Ф,, выражаемое формулой (6.3), 
в ряд но степеням 5 и у и пренебрегая членами, содержащими хи у 
в квадрате *, получим 


о 
— 21 (А -- ВА -- 201?) г ЧТЕ, ь 
Вон 90 4 Е (9.2) 


и=015=0 и, 


тде Мн попрежнему имеет значение (4.2). Формула (7.3) для вычи- 
сления %,,, может быть заменена следующей, 


0,0 = 50,0 Е 50,0, (9.3) 


‚ СЯ а 2+И+ 2) В 1 
20,0= А 105 А В [2 ++ (#2—1)—2И р" 2° +2108 © : а } ы 


о ре ви\, = (904) 


где 


Е ‚ _ 2+2) № —-2+УИй@- 2] 2428) 9.0 
В=В (2) = ЕР чб ИР (= №) д 


бо = — [2АТЬ [ау + ВТА? п к 


п 9 6 
2 Т? (31? -- 52?) ] ] 
Ч Ст [4 бе}. (9.6) 


Формулы (8.3) и (8.4) для вычисления ©„‚, заменяются при 1. =0 
формулой 


( г й Ё 2 
| [ие | 7|5+2|] ем [15-2 || ет 
т а] + = По ВС },( 


4 Е 
если одновременно не выполнены соотношения й > 8 1, = -- 1, и фор- 


мулой 
— [т А тел у. 2 ьз 
= : не С : , 2 Панини 
НР И —- (АзВ +С,) (98) 
Е | а 


в противном случае. 
* Это можно сделать, так как во всех случаях, встречающихся на практике, 
аб. — И 
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Если же [, +0, то в,„, вычисляется по формуле 


ь [1-ем [2 И +(4+2) 1 вен [2И+(-2) А. 
ПЕ = 
| Изы- ( 5+2). отубнычЕ ее, 
(Автв+ст) (9.9) 


Для вычисления и мы пользуемся формулами (3.1), (4.1), (4.3) 
и находим 


?Н11,1 
со со а ео о 
4р ’е ат р 
“* — аа ря 9 а ИВ У (9.10) 
11-0 15-0 г Т5=—© 15=-0 


где ири [,=/[, =0 
И Е ‚1 еЁ [7 У (—2*] 


= 9.1 
То,о рн и. Е Из- (2 ( ) 
м, сели [, м [, одновременно не равны нулю, 
1 — е1 [Г УР@-+ Я] ‚ 1-ем [ТУ 2+ (#- 2) м 
ыы = [ ] (9.12) 


УВ +2 УР + (&-2)* 

Заметим, что полученные нами формулы для вычисления потенциала 
Ф на ‘поверхности скважины зависят от р’=д*- у’, а неот х иу 
в отдельности. Это вполне согласуется с физическими соображениями, 
так как поблизости от линии стока потенциал обладает, с точностью 
цо величины, зависящей от степени этой близости, круговой симметрией. 

После того как определены А, В, Си О, можно вычислить дебит 
скважины по формуле 


(аж-со ре АВВ + НН У 
0 


так как мощность стока означает количество жидкости, притекающей 
к стоку в единицу времени. 

$ 10. Изложенное нами решение рассматриваемой задачи дает воз- 
можность определить распределение мощности линии стока, совпадаю- 
щей с осью 5 от 5=0 до ==й так, чтобы приближенно удовлетворить 
условию на поверхности скважины. Мы представили это распределение 
в форме квадратного трехчлена А-- ВС? и, кроме линии стока 
© таким распределением мощности, ввели еще точечный сток мощности О. 
Такое решение задачи дает первое приближение. 

Мы можем получить более точное решение задачи, если поступить 
следующим образом. Вдоль оси 3 от 2=0 до 5=й,(й, <#й) поместим 
дополнительную линию стока с постоянаой мощностью А,. Вычисляем 
‘значение потенциала ф при 27 -|- у’ =р* для пяти надлежащим образом 
выбранных значений 2. Найденные значения потенциала ф приравниваем 
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заданному значению потенциала, согласно условию на границе скважины, 
и тем самым получаем пять уравнений для определения пяти неизве- 
стных А, В, С, О, А,. Полученное таким образом решение будет более 
точным. 

Если вместо дополнительной линии стока от 2=0 до &=й, с но- 
стоянной мощностью А, ввести линию стока, распределение мощности 
которой характеризуется функцией А, |- В5 или функцией А+ В5-- 
+ С,5* (0<5<1,), то мы получим еще более точные решения, но при 

этом нам придется решать систему шести уравнений с шестью неизвест- 
ными А, В, С, Ю, А,, В, или, соответственно, систему семи уравне- 
ний с семью неизвестными А, В, С, О, А,, В,, С,. 

Введя другие дополнительные линии стока вдоль оси 2 или донол- 
нительные точечные стоки, мы можем получить решение задачи, всо 
более и более точно удовлетворяющее условию на границе скважины. 
Однако рассмотрение численных примеров, к которым мы обратимся 
ниже, показывает, что для случаев, встречающихся на практике, 
достаточно ограничиться первым приближением, приводящим к системе 
четырех уравнений с четырьмя неизвестными А, В, Си О. Из рас. 
смотрения этих примеров выяснится также значение точечного стока 
мощности О), помещаемого нами в точке (0, 0, №). 


$ 114. Если в рассматриваемой задаче а значительно больше 6, то 
непосредственное применение формулы (6,3) или (9.2) для вычисления 
и затруднительно, так как ряды в правых частях этих формул сходятся 
при больших а весьма медленно. Для того, чтобы устранить это затруд- 
нение, заметим, что при достаточно больших значениях х потенциал © 
в пределах требуехой точности зависит только от х и не зависит от у 
и 5. В самом деле, пуеть Т удовлетворяст условию 


2 
т Ня 
ы 4Т? 


о 


Тогда выражение (6.3) для и=Ф, будет в пределах точности наших 
вычислений зависеть только от х, так как е"' = 0,00005, и членамн, 
соответствующими [, > 1, можно пренебречь. Последнее условие будет 
выполнено, если будет удовлетворено неравенство 


моэтому` достаточно взять 


С другой стороны, по формуле (6.5) можно положить и1„„, раваым 
нулю, если будет удовлетворено неравенство 


7 У = Е (16—95): > 3, 
так как 


1— ег! (3) = 0.00002. 
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Последнее неравенство наверное будет выполнено, если будет выполне- 
но неравенство 
112] 23 
или 
: 3 
Таким образом, при решении нашей задачи имеет смысл брать @› 
‘удовлетворяющее условию 


или 


а =66. 


$ 12. Если по условию задачи а > 66, то мы применяем изложенное 
выше решение для части области длины а, = 66, а в оставшихся частях 
области, каждая из которых имеет длину 


а—а 
о 


решаем задачу, имея в виду одноразмерное распределение потенциала. 
На фиг. 5 изображена рассматриваемая область в плане. Эта 
область симметрична относительно пунктирной прямой, проходящей 


Фиг. 5 


через ось скважины. Поэтому мы можем рассматривать лишь одну 
половину области, например АВОС. Для области АВЕЕ мы решаем 
задачу по изложенному выше способу, а для области ЕЁЕРС мы решаем 
задачу, имея в виду одноразмерное распределение потенциала. 

Пусть нам задана разность потенциалов Дф на поверхности скважины 
и на границе области СО. Обозначим значение потенциала на лании 
СО через ф,, а значение потенциала на линии ЕЁ через 9, $. В виду 
одноразмерного распределения потенциала, мы получаем для значения 
потенциала ф в любой точке области ЕЁРОС с абециссой х выражещие 


= + 9412) +. (12.1) 


Обозначим дебит скважины через О. Пусть 4 означает дебит сква- 
жины в предположении, что разность потенциалов на поверхности 
скважины, и на линии ЕЁ равна единице. Тогда 


@= (8—3) 4, (12.2) 


причем 4 вычисляется по формуле (9.13). Так как количество жидкости, 
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протекающей через границу ЕЁ равна половине дебита скважины, то 


Че. (12.3) 


Из (12.2) и (12.3) находим 
ь 
2% = (42—39) 4, 


и 


откуда 


1 
= зыраг 9. (12.4) 


Нодставив это значение в (12.1), получим 
от (1-2) +. (12.5) 
25-498 \. 2 ° 
Это равенство дает возможность вычислить значение потенциала в любой 
точке области ЕЁДОС. 
Подставив значение (12.4) в (12.3), мы находим для дэбита сква- 
жины выражение 


Па (12.6) 


$ 13. Переходим теперь к решению второй из формулированных 
выше задач ($ 1). С этой целью строим функцию Грина для прямоуголь- 
ного параллелепипеда (фиг. 4) с единичным стоком в точке (0,0, 5) 
и граничными условиями 1), 2) и 3), указанными в (1.4). 

Построим систему взаимно ортогональных плоскостей 


х=ра-с, ч= (1+5) ‚= 


параллельных граням рассматриваемого параллелепипеда, где (,, [, и [, 
независимо друг от друга пробегают все целые числа от — со до о. 
Отразим точку (0, 0,5) повторно в этих плоскостях; в результате 
получаем систему точек’ 


| 1 я 
(2па-е-Ес, 1,6; 24°), 
в которых мы поместим единичные стоки или источники, смогря по тому, 
является ли [ числом четным илн нечетным. Потенциал построенной 
таким образом пространственной решетки выражает, как легко прове- 
рить, искомую функцию Грина 
С=С(з, у, $0. 
Для нахождения С мы опять пользуемся формулой (2.8). При этом 
мы полагаем 
С, == 4а, В — Ь, й = я 
В основном прямоугольнике помещаем четыре единичных стока в точках 
(0,0, 5) .4.(0,02=5), 2(2е, 0,5), (2е,0,2—.) 
м четыре единичных источника в точках 
(2а, 0, 5); (2а,0,2—5), (2а-44,0,%5, (2а--2,0,2-3. 
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Пользуясь формулой (2.8), мы после ряда преобразований (ср. $ 3} 
находим функцию Грина в виде 


С=с,+6,, (13.4) 


ее. 


о о х у У, ее 008 (21, +92(=-= ) ‹0в(24, +1) > 


1—0 15-0 2-0 


с 
. 603 24, = с08 (12 с08 [, кб, 


(+1 
— ва? 


8 ИЕ с 
Н,= В, 


= У У У (ЕО реет В |. 


Дис 
те РА) | 1 ем (7ВУ 
РВ а В, } , 


причем 


В, = У ау,“ 
В, =И (21а— =)" + (6-21), 
В, =У (а-+ 2% — = + 6-Е ей 
В, =И (21а 2—2)? (1.6 — у 6 —=—21,) 


Выбирая теперь 7 из условия 


(13.2} 
| 
Е” 


мы можем заменить найденные нами точные значения для С, и С, 
приближенными значениями, пригодными во всех практических слу- 
чаях, а именно 


|] [4 о 13 
= 5» р. — воз (21, +91 (:- = оз (21, +19 
с05 Е. м (13.3) 
где 
Ну (13.4) 
и 
а 1 ет (ТЕ, 
б= 2 >} Ав», (13.5) 
%=-< [ =-—©® П= 


причем А,, В,, В, и В, имеют значения (13.2) при А =0. 
$ 14. Если вдоль оси 2 от 2=0 до з=й помещена линия стока, 
мощность которой характеризуется квадратным трехчленом 


4 (3) = А-- ВУ СЪ, (14.1) 
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то для потенциала Ф, соответствующего этой линии стока, будем иметь 


Е (14.2) 
тде 
не айме чеь (баеВиЧО ст е 
Ф, я Зл?аь № ьа я нь (14.3) 
о, -0 
®Н 1 
а 
не Г (21-1) -. "(= 2 сов (21, +1) 5 с с08 21, = т 
4 [9] 
= Я у а 516 ,). (44.4) 
При ай, 
ур и 1-=1=0 (445) 


20,0 вычисляется по формуле (7.3); если одновременно не выполнены, 

соотношения (14.5), то 01,1, вычисляется по формуле (8.3) или (8.4), 
с 

наконец, 5, вычисляется по формуле 


да фило а 
| Ие-эчнич (1+2) 

ем [7 тИ = +"+(2- 2) 
И -+е+(1—2)' | 


причем 
О, (14.7) 


Ряды (14.3) и (14.4) для Ф, и Ф, весьма быстро сходятся, и мы 
можем фактически вычислить значение потенциала Ф в любой точке 
(х, 9, 2) рассматриваемой области. 


—- 


| (анна 26 и (14.6) 


$ 145. Если вдоль оси 5 от 2=0 до 2=й поместить линию отока, 
мощность которой характеризуется квадратным трехчленом (14.1), м, 
кроме того, на оси 2 при 2=й поместить точечный сток мощности ШО, 
то соответствующий потенциал © в любой точке (х, у, 2) рассматриваемой 
области может быть вычислен по корму 


Зе х у (°,, +99.) я, (15.1) 
12=—00 13=—© 

причем и = Ф, может быть вычислено по формуле (14.3), 5,„, может 
быть вычислено по одной из фсрмул (7.3), (8.3), (8.4), Е вычисляется 
по формуле (14.6), а х=0рС, причем С вычисляется по формулам 

(13.14), (13.3) и (13,5). 
Для определения А, В, С и О соответственно условию 4), указан- 
ному в (1.4), мы опять гриходим к системе четырех уравнений 
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© четырьмя неизвестными, если вычислить ф при ту =р и при 
2=0, д, 2, й (О<28<3,<Й) и приравнять найденные значения ф 
заданному значению потенциала на поверхности скважины. 

Если р<1, то при 2*-- у? =6° формулы для вычисления ф значи- 
тельно упрощаются. Именно, при вычислении и мы можем в формуле 
(14.3) для Ф, =и положить х=у=0; ©,1, вычисляется по формулам 
(9,3) — (9.9), 5, вычисляется по формуле 


1 — егЁ [2 И 1+ (5 Я 2)° | 


( 
(©) — | и. 
КЕ 


Инь (2 +2) 
ем [2 гИвачны+ (4-2) -2). | 


ке: ГЕ |(иьвтнся (15.2) 


И ++ (5-2) 


и соответственным образом находим из (13.1), (13.3) и (43.5) формулы 
для вычисления %. 

После нахождения А, В, С и Ш) можно вычислить приближенное 
значение потенциала в любой точке рассматриваемой области по фор- 
муле (15.1) и дебит скважины по формуле 


АВС. (15.3) 


Введением дополнительных линий стока на оси скважины можно 
достигнуть более точного решония задачи. 

$ 16. Рассуждениями, аналогичными приведенным в $ 11, мы 
убеждаемся в том, что рассматривасмую ‘задачу достаточно решить 
при условии 


а < ЗЬ--с. 


Если это условие не выполнено, то применяем изложенное решение 
для части области длины 


„=З6-с, 


а в оставшейся части области длины [=а—а=а—36—с решаем 
задачу, имея в виду одноразмерное распределение потенциала. 


ЕС ен ыы Е ИРЕН 


Ея - ее 
Г ) хр 8 


3 [2 
77777777777777777777777777777>. 
— а 


Фиг. 6 


На фиг. 6 изображена рассматриваемая область в плане. Для 
области ЕЁГОС решаем задачу по изложенному выше способу, а для 
области АВЕЕ решаем задачу, имея в виду одноразмерное распреде- 
ление потенциала. | 
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Пусть задана разность потенциалов Аф на поверхности скважины 
и на границе области АВ. Обозначим значение потенциала на линии АВ. 
Через Фо, а значение потенциала на линии ЕРГ— через ©--%. Ввиду 
одноразмерного распределения потенциала, мы получаем для значения 
потенциала ф в любой точке области АВЕГЕ с абсциссой х выражение 


ы | |: 
= 9-4, (16.1) 
Если обозначить дебит скважины через (, адебит скважины в пред- 
положении, что разность готенциалов на поверхности скважины и на 
линии ЕЁ равна единице — через 4, то 


9 = (4—3) а, 
причем 4 вычисляется по формуле (15.3). С другой стороны, так как 
‚ количество жидкости, протекающей через границу ЕЕ, равно дебиту 


скважины, то 
Ь 


Я (16.2) 
следовательно, 
Фу = (49—91, 
откуда 
ф= г 4$. (16.3) 


Подставив это значение в (16.1), находим 
9А$_ 
Е [т а—с) —!- Фо- (16.4) 


Эта формула дает возможность вычислить значение потенциала в любой 
точке области АВЕЕ. Подставив значение (10.3) в (16.2), находим для 
дебита скважины выражение 


59 
=. (16.5) 


$ 17. Приведем результаты расчета нескольких численных при- 
меров. * 

Пусть (фиг. 1) глубина пласта равна 10 м, расстояние между двумя 
соседними скважинами равно 200 м, ширина пласта равна 10 км, 
глубина скважины равна 2,5 м, радиус скважины равен 10 ем. Пусть, 
далее, падение напора на границе области и на грапице скважины 
есть АН, а коэффициент фильтрации есть К. Тогда, принимая глубину 
пласта за сдиницу измерения длин, имеем (см. обозначения $ 1) 


а=1000,. 6=20, р=0,04, #=0,5. 
Так как @ > 06, то (ср. $ 12) полагаем 
а, =66=120, [=440. 


* Рычисления выполнялись К. Т. Земцовой, Т. С. Зезиной (Московский 


станкойнструментальный институт им. И. В. Сталина) и М. Д. Тахтамышевой. 


5 Изрестия АН, серия математическая, № 4 
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Вдоль оси скважины, т. е. вдоль оси 3 от 5=0 до = помещаем 


линию стока, мощность которой — характеризуется квадратным 
трехчленом 


АВОСЬ, 


и, кроме того, на оси 2 при 2 = й помещаем точечный сток мощности О. 
Вычисляем соответствующий потенциал $, на поверхности скважины, 
т.е. при 

хр 
для четырех точек, при 


д = 0; 5=0425; мд-0,.2: 23—05. 


Для этого мы пользуемся формулами $ 9, заменяя в них а на а.. 
Если положить 


9 Иа 
то Т удовлетворяет условиям $ 4. В результате вычислений находим 
а Е. 
о р дрых 
О и (17.2) 
`1=0 1.=0 11,15 


При выбранном значении (17.1) для Т можно принять в пределах 
точности наших вычислений 1, 1.=0, если 1, +0. 
Полагая поэтому 

00, 13 — 643, 
мы можем расположить результаты вычисления Ха, для ука- 
занных значений 2 так, как это показано в табл. 1. 

'В столбцах под буквами А, Ви С указаны коэффициенты при 
этих буквах в соответствующих выражениях, приведенных в первом 
столбце. Так как и не зависит от 2, то выражение для и указано 
только один раз. 

При вычислении % мы используем значение (17.2) для о и находим 
для 2=0; 0,125; 0,200 и 0,250 соответственно, 


%—2.19300; 2,4042р; 3,29540; 9,6757. 


Значения для ф, на поверхности скважины даны в табл. 2. 


1 Таблица 2 


2 Ф1 

0 1, 0109.4 + 0,0867В + 0,0130С + 2,19302 
0,125 0,9885.А -- 0,1246В + 0,0187С + 2,4042) 
0,200 0,93114 0,1392 В 0,0252С {3,2954 
0,250 0, 7557.4 -- 0,1134 В - 0, 0248С + 9,67672 


Пусть на поверхности скважины задано постоянное значение 
потенциала, равное единице (ср. (1.3), условие 4)). Приравнивая 
5* 
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каждое из четырех найденных значений единице, мы получаем систему 
‚четырех уравнений с четырьмя неизвестными А, В, С и О. Решив эту 
систему, находим 


А= 0,9037; В=— 0,4930; С=5,6058; р=0,0262 (17.3) 
и по формуле (9.13) для дебита скважины получаем значение 
4= 0,256. (17.4) 


Воспользовавшись формулой (12.6), находим для дебита скважины 
данной области значение 
О = 0,05784ф. 
Если коэффициент фильтрации выражен в метрах в сутки, напор 
выражен в метрах, то, заметив, что глубина пласта, равная 10 м, 
была принята за единицу измерения длин, найдем 


0 =0,678 КАН мз/сут. 


$ 18. Приведем теперь результаты вычислений, имеющих своей 
целью показать, насколько точен изложенный способ решения рас- 
сматриваемой задачи и какова роль точечного. стока, помещенного на 
оси 2 при 2=1. 

С этой целью вычисляем значение потенциала ф, еще для четырех 


точек на поверхности скважины (табл. 3). 
Таблица 3 


2 9: 
0,050 1,0081 0,09708 + 0,0139С + 2, 24912 =0,999 
0,090 1,0003.4 + 0,10998В + 0,0160 + 2,2871) = 0,999 
0,160 0,9697 -- 0,1307В -- 0.0218С +2, 63002 = 4,003 
0,220 0,8954 А + 0, 1382 В -- 0, 0260С 4, 24400 = 0,997 


Полученные таким образом контрольные значения для $, пока- 
зывают, что найденное нами выражение потенциала Ф,.с достаточной 
точностью удовлетворяет условию на поверхности скважины. 


р 
Поместим теперь вдоль оси 5 от &=0 до &=--=0,125 линию стока 


постоянной мощности А,. Значения соответствующего потенциала на 
поверхности скважины при 2=0; 0,050; 0,090; 0,125; 0,460; 0,200; 
0,220; 0,250 можно вычислить по формулам $9, положив в них 
А=А, В=С=0; мы находим соответственно 0,7067 А,; 0,6931А,; 
0,6501 4,; 0,5055 А,; 0,3597А,; 0,3108 4,; 0,2968 А,; 0,2849 А.. 

При помощи этих и ранее найденных значений для Ф, мы можем 
теперь найти на поверхности скважины при указанных значениях 2 
значение потенциала ф,, соответствующего помещенным на оси 2: 
линии стока постоянной мощности А, от 2=0 до 5=0,4125; линии 
стока, мощность которой характеризуется квадратным  трехчленом 
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А+ Вз&- С?” от ё=0 до з=й=0,25; точечного стока мошности Р при 
= —0,. 

Потенциал ф, будет зависеть от пяти параметров: А,, А, В, С, О. 
Соответственно этому мы приравниваем единице пять значений ф, при 
3=0; 0,090; 0,160; 0,220; 0,250 и получаем систему пяти линейных 
уравнений с пятью неизвестными. Решив эту систему, мы находим 

А, = 0,045; А=0,851; В=— 0,422; С=6,724, )р=0,025. 

Если еще обозначить через $, потенциал, соответствующий только 
что указанными двум особым линиям на оси 2, но без точечного сгока 
при 2=й, то ф, будет зависеть от четырех параметров: А,, А, В, С. 
Соответственно этому можно приравнять четыре значения $, при 
2=0; 0,125; 0,200; 0,250 единице и получить систему четырех линей- 
ных уравнений с четырьмя неизвестными. Решив эту систему, мы 
находим 

А —=4,484; = —-4.120;..В=14,33; С=51,64. 

Значения потенциалов ф,, Ф, и ф, на поверхности скважины в восьми 

точках и соответствующие им значения дебитов приведены в табл. 4. 
Таблица 4 


Ф 2 0 0,050 | 0,090 | 0,125 | 0,160 | 0,200 | 0,220 | 0,250 4 
91 1 0,999 | 0,999 1 1,003 1 0,0997 1 0,266 
2 1 0,999 1 1,000 1 1,002 1 1 0,267 
9 1 1:19 11204 1 0,747 1 1,120 1 0,278 


Табл. 4 показывает, что потенциал $, более точно, чем потен- 
циал Фф,, удовлетворяет условию на поверхности скважины. Это 
объясняется дополнительным введением линии стока от 2 =0 до 2 = 0,125, 
благодаря чему мы получили возможность распорядиться лишним 
параметром А,. Что касается потенциала $, то он гораздо хуже, 
чем ф,, удовлетворяет условию на поверхности скважины, хотя при 
определении ф,, так же как и при определении $, мы имели в своем 
распоряжении четыре параметра. Мы видим, таким образом, что 
помещение точечного стока на оси 2 при 2=й вполне оправдывается. 

Таблица 4 показывает также, что для практических целей вполне 
достаточно строить потенциал ф и нет надобности вводить более 
сложный потенциал ©,.. 

$ 19. Воспользовавшись формулой (9.1), можно найти значение 
нотенциала в любой точке области длины а,. При изучении движения 
грунтовых вод важно знать распределение напора в рассматриваемой 
области при 2 =0 в точках, не слишком близких к колодцу. В этом 
случае формула (9.1) для х упрощается. Именно, мы имеем 

оо 
ее У в, 


13 =- 00` 
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где и имеет прежнее значение, 


И ет [2 и аи +(+3ь) | 


р? р 
2, = А Ва. ати 
и РЕНА Ч 
со ых т АА, 
у ые У 1 её [ТУ 2 + у? + (#-+2):] 
т Эт ИУ +21, 
11=0 15=0 13= — сэ 
со со 
причем » \ означает двойную сумму, встречающуюся при вычисле- 
11=0 19=0 


нии и, а А, В, С и О имеют значения (17.3). 
Пользуясь этими формулами, можно найти, например, значения 
для потенциала Ф=Ф(х, у, 2), указанные в табл. 5, 


Таблица 5 


т $ (х, 0, 0) 9 $ (0, у, 0) 
1 0, 4495 1 0,4500 
72 0,4177 7) 0,4193 
4 0,3864 А 0, 3921 
6 0,3659 6 0,3784 
8 0,3494 8 0,3717 
10 0,3344 10 `` “0.3695 


ь “ ых 
Эти значения найдены в предположении, что Ф=0 при 1=-. = 60 
и ф=1 при 21° -у’=р’ (фиг. 5). 
Если коэффициент фильтрации попрежнему обозначить через К, 
а падение напора на границе СД всей области длины а и на поверх- 
ности колодца — через АН, то 
Аф =КАН. 
Разность потенциалов на поверхности колодца и на границе ЕЁ части 
области длины а, будет по формуле {12.4) 
26.9 
аа 
Др а = 0,2547Аф, 
и мы находим 
Ф(1, 0, 0) = 0,4495 . 0,25474е + Ф., 
ь а 
где Ф, — произвольная постоянная, равная значению ф при х=-. 


Поэтому (см. $ 12) 
Ф.=ф-ф = веть Дф-- 9, = 0,7453А -- оо, 
6-4 
и мы находим окончательно 


$ (1, 0, 0) = (0,4495 . 0,2547 + 0,7453) дФ--ф, = 0,8598 Ао --‹,, 


где Ф, — произвольное иостоянное, имеющее значение, указанное в $ 12. 
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Аналогично находятся значения потенциала в других точках части 
области длины а.. 
Для напора Н мы получаем 


Н (1, 0, 0) = —0,8598АН + Н,, 


где Нь, означает произвольную постоянную — значение напора в какой- 
нибудь определенной точке. Аналогично находятся значения напора 
в других точках части области длины а, (фиг. 5). 
Для нахождения потенциала в остальной части области длины 
а=а,- 2 пользуемся формулой (12.5) и находим 
= 0,2669 
7—2. 20+0,266 : 440 


(60-- 440 — д) Е о, =0,001694ф (500 — 2) + о,, 


а для нахождения напора получаем 
Н =0,00169АН (2 — 500) + Н.. 


Следует отметить, что в последней формуле за единицу длины для 
выражения х следует принять толщину пласта, а Н выражается в тех же 
единицах длины, что и АЯ. ; 

$ 20. Пусть попрежнему а = 120, 6 =20, в=0,01. Выше мы подроб- 
но рассмотрели случай, когда #й =0,25. Рассмотрим теперь случаи, когда 
#й=0,5и й=0,75. При рассмотрении каждого из этих случаев и во всех 
дальнейших примерах мы ограничиваемся первым приближением, т. е. 
вдоль оси 5 от 2=0 до д=й помещаем линию стока, мощность которой 
характеризуется квадратным трехчленом А - ВСС? (0<6< 1, и, кроме 
того, на оси 2 при 5 = й помещаем точечный сток мощности О. Для потен- 
циала ф на поверхности скважины, т. е. при 2*-- у’=0” мы находим 
(ср. $ 17) значения, приведенные в табл. би 7. 


Таблица 6 
В =0,5 


я 
-в 


0 1,5113 + 0,2730В - 0,0847С - 1,8840Б 
0,120 1,5064 А { 0,3111В {+ 0,0918С -- 1,9043 
0,250 1,4897 А-- 0,3685 В -- 0, 114%С -- 1,9942 
0,300 1,4783 А -- 0,3898 В + 0, 126&С - 2,0689) 
0,375 1,4491 А+ 0,4150 В - 0, 1453С { 2,30062 
0,425 1,4448 А +- 0,4236 В + 0,1562С --2,7163В 
0,450 1,3854 А -{ 0,4211В -{ 0,1587С + 3,2245) 
0,500 1, 2076.4 + 0,3531В - 0, 1321С 9,6218 В 


Для случая й=0,5 мы приравниваем единице значения ф при 2 = 0; 
0,300; 0,425; 0,500 и находим в результате решения получаемой 
системы линейных уравнений 


А— 0,6242; В=— 0,2910; С=1,2482; 2=0,0199. — (20.1) 
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Таблица 7 


-_ в 
-в 


0 1,9693 А - 0,55908 + 0,2656С + 1, 79602 
9,240 1,9624 А+ 0,65758 -- 0,2974С + 1,82632 
0,400 1,9496 А + 0, 7443В -- 0,3519С - 1,8971 2 
0,525 1,9299 А + 0,7991В + 0,4083С - 2, 03179 
0, 600 1,9059. А + 0,8387В + 0,4411С 2,2162 5 
0, 675 1,8629 А -- 0,8326 В+ 0,4661С - 2, 75209 
0,700 1,8335 А + 0,34358 { 0,4653С —- 3,2658 9 
0,750 1,6586 А -- 0, 71358 -{ 0,3957С - 9, 67702 


Для случая й = 0,75 мы приравниваем единице значения $ при &=0; 
0,525; 0,675; 0,750 и находим 


А=- 0,4920. Вы 0,2394; `С—0,530:, д—0,0456, „ьыб90.9) 


Подставляя эти значения в ранее найденные выражения для ф, 
получаем несколько значений потенциала на поверхности скважины. 
Эти ‚значения показаны в табл. 8, причем для удобства сравнения 
присоединен ранее рассмотренный случай № = 0,25. 


Таблица 3 


и Е | 0 0,050 | 0,090 | 0,125 0,160 | 0,200 0,220 | 0,250 
$ | 1 | 0,993 | 0,999 | & | 1,003 | 14 | 0,997 | 1 

реа 2 | 20 | 0,420 | 0.250 | 0,300 | 0,375 | 0,425 | 0,450 | 0,500 
$ | 1 | 0,995 | 0997 || `4 [4:02 [374 | 0.996 

ды г |0 [0.20] 0,400 | 0,525 | 0,600 | 0,675 | 0,700 | 0,750. 
$ | 1 | 0,990 | 0,992 [а | 0,98] #1 | 0.990 | 1 


Табл. 8 показывает, что почти во всех случаях можно ограни- 
читься первым приближением. По мере увеличения А результат при- 
ближения лишь в незначительной стспени ухудшается, хотя мы во всех 
трех случаях берем одинаковое ` число узловых точек, в которых при- 
равниваем ф единице. Эго объясняется тем, что по мере увеличения № 
функция 4(б) все более приближается к постоянной величине, т. е. 
кривая, характеризующая распределение мощности линии стока, поме- 
щенной на оси скважины, все более приблизкается к прямой. 

На фиг. 7 даны соответствующие приближенные кривые для трех 
рассмотренных нами случаев. Эти кривые построены по уравению 


(9 =А+В5+С (0<5< В, 
причем значения А, В, С даны в (17.3), (20.1) и (20.2). 
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$ 21. Ниже мы приводим табл. 9, содержащую значения дебита 4, 
в которой для сравнения приведены также значения 4 для случая #=0, 
т.е. когда скважина заменена полусферической выемкой радиуса р = 0,04 


м ая 
ЕН 
Да а 

т 


|РЕЕХ 
т 
А 


на поверхности пласта, и для случая й=1, т. е. когда скважина 
является совершенной (плоская задача). 


Таблица 9 


0,25 0,50 0, 75 1,00 


0, 345 0,390 


Для вычисления 4 при #=0 мы пользуемся формулами (3.1) (4.1) 
и (4.3), причем полагаем в (4.3) $=0; после некоторых упрощений 
находим 


0,423 


со НЕ 
ия 1— ег! [ТУ + 77] 
2 8 72 ; 
Е Уи 


__ 2944 
== 4С 2 


где 


р=У 2 у 2, й=2- 3, 


а : имеет значение (17:2). Предыдущее равенство можно переписать. 
в виде 


25 _ да 1 — ег! (Тр) е 1 — ег! (2ТИ) 
ЕО о 


1=1 
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Подставляя сюда значения 


Ь=20, 5=0,01, Т="" я=452,38 


и полагая Фф=1, мы находим указанное в таблице значение 4. 
Для вычисления 9 при #=А1 мы пользуемся известной формулой 
для соответствующей плоской задачи: 
4 


а Ь ` 
а Я а 9 
Г 2105 5% 105 2 


Подставляя сюда значения 
2420, 0-20 ‘ре0:0 

и полагая ф=1, мы находим указанное в таблице значение 4 при # =1. 

Вычисление 4 для остальных значений й произведено по форму- 
ле (9.13). 

$ 22. Изложим вкратце результаты вычисления других примеров. 

Пусть а = 120, 6=15, #=0,25, р=0,01. Находим по формуле (17.2) 
2 = 147,95 и используем вычисления вышеприведенного примера при 
$ =20 ий =0,25. При этом для потенциала на поверхности скважины 
мы получаем значения, приведенные в табл. 10. 

Таблица 10 


0 1, 1251 А - 0, 10098 + 0,0154С + 2,6483) 
0,050 1,1218 А + 0,11138 + 0,0163С - 2,6744) 
0,090 1,1140 А +0, 12428 + 0,0184С + 2,7424) 
0,125 1,1024 А - 0,1358В - 0, 0209С -- 2,8595 


0,160 1, 0834 А 0,14508 {+ 0,0242С -- 3, 08535 


0,200 1, 0450 А + 0,15358 + 0,0275С + 3,7507 
0,220 | 1,0091 +0,15258 + 0,0284С -- 4,6993р 
0,250 | 0,8694 А+ 0,1276 В + 0,0238С [10,13202 


Считая попрежнему значения 3=0; 0,125; 0,200; 0,250 узловыми 

‘и приравнивая вырэжения для Ф® при этих значениях 2 единице, находим 
А = 0,8090, В= — 0,5045, С=5,2969, О=0,0232. 

Поэтому для значений ф на поверхности скважины мы получаем 


‚ таблицу 11. 
Таблица 11 


| 
Е 0 0,050 0,090 | 0,125 


1,003 


ф 1 1,000 раю | 1 


Для дебита 4 мы находим по формуле (9.13) значение 
4 = 0,297. 


ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА $55 


Вычислим для сравнения дебит скважины, ось которой совпадает 
с осью цилиндрического пласта радиуса е = 60, в предположении, что 
й=0.425. По формуле (6), помещенной на стр. 274 книги (*), находим 
при А = 1, #=0,25, г, = 60, г,=0,04 и КАр|ь =1 для дебута 4 значение 
4 = 0,362. 
Считая, что в этом случае $ = сю и воспользовавшись значением (17.4), 


мы получаем табл. 12, показывающую изменение дебита в зависимости 
эт расстояния 6 между двумя соседними скважинамг 


Таблица 12 


` 


ь |= |= 5 
| 


4 0,362 | 0,266] 0,237 


к, У 
$ 23. Пусть а= 120, Б=15, #=0,25, р=0,002. Здесь значение с, 
значения ©, и значения |, при 1[,=0О остаются такими же, как 
и в предыдущем примере. Приходится вычислять заново лишь значе- 
ння ©, и /.. В результате получаем значения потенциала $ на поверх- 


ности скважины, приведенные в табл. 13. 
Таблица 13 


2 ф 

0 1,3810 +0,10238 -- 0,0154С + 2,6451) 
0,050 1,3777А + 0,12425-+0,0170С -- 2,6748 
0, 090 1,3700.4 +0,1474В + 0,0205 + 2,7433 
0,125 1,3583 А + 0,16798В + 0,0254С -—- 2,86102 


1,3001 А +0,2045В + 0,0378С -- 3,78079 
1,2631 А 0,2084В + 0,0407С + 4,83602 


0,160 1,3393 А+ 0,18718В -- 0,0307С - 3,0909Б 
0,9975 + 0,1591 В - 0,0315С -- 41, 96339 


Считан значения 5 =0; 0,425; 0,200; 0,250 узловыми, находим 
А= 0,6957; В= — 0,3202; С=3,6851; Р=0,00574; 


соответствующие значення © на поверхности скважины, помещены 


в табл. 14. _ 
Таблица 14 


2 0 | 0, 050 | 0, 090 0195 0,160 | 0,200 
ь | ея | Е _ ы 


$. Л 0,996 | 0; 997е то 


Для дебита 4 находим значение 
| а=0,489, 


356 Б. И. СЕГАЛ* 


и мы можем составить таблицу, показывающую изменение дебита 
в зависимости от радиуса скважины (табл. 15). 


Таблица 15 


о 0,01 0,002 


0,237 | 0,189 


$ 24. В заключение приведем результаты вычисления примера, 
относящегося ко второй из разобранных в ое работе задач 
($5 13—16). 

Пусть а = 0, 5= 20 65 01-025, 0, 01. Вычисляем 


те ЗН, 15 


— вт 


т. 8 


У 


п = =0 12=0 Нь, 2 


а 


603? (21, + 1) 5. = 289,58 


и‘ воспользовавшись результатами других вычислений в приведенных 
выше примерах при # = 0,25, находим значения потенциала ф на поверх- 
ности скважины (табл. 16). 

Таблица 16 


[5] 
-6 


0 = 1,3589.А - 0,1301В + 0, 0200С + 3,5834) 
0,050 1,3556. + 0,1405В-- 0,0242С -- 3,6095Б 
0, 090 1, 3478 А -- 0,4534 В + 0,0233С -- 3,6775) 
0,125 1,3362 А -+- 0, 16508 + 0,0253С-- 3,7946) 
0,160 1,3172 А {+ 0,1742В + 0,0291С + &,0204Б 
0, 200 1,2788А + 0,18278 +0, 0324С -- 4, 68580 


0,220 1, 2429 А + 0,1817В { 0,0333С - 5, 63442 
0,250 | 1,1032 -- 0,1568 В -- 0,0287С + 11.0671 
| 


При тех же узловых значеннях 5 что и выше, находим 
А=0,6548; В=— 0,2037; С=3,4009; р=0,01945. 


Таким образом, получаем значения ф на поверхности скважины (табл. 17). 


мы 
У 


Для дебита 4 находим 


Таблица 17 


0,050 0,090 0,200 


0,125 | 0,160 


1 1.000 | 1,001 1 


| 
1,003 | 1 0,998 1 


4=0,194. (24.1) 
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В целях сравнения значения дебита в последнем примере сс зна- 
чениями дебита, найденными в предыдущих примерах, видоизменим 
последний пример, положив а=120 вместо а = 70; остальные данные 
примера оставляем без изменений. Используя уже найденное значе- 
ние (24.1), мы найдем по формуле (16.5), 'в которой следует положить 
Др=1 и 2=50, следующее значение для дебита. скважины: 


9=0,131, 


которое, как и следовало ожидать, приблизительно вдвое меньше, чем 
значение (17.4). 
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В. Г. ЗЕСАГ. ЗОМЕ ТНВЕЕ-ЮТМЕМТОМАЕ РВОВРЕМ$ ОК ТНЕ РОТЕКТТАТ, 
ТНЕОВРУ АХО ТНЕВ АРРЕСА ТОМ. 
ЗОММАВУ 


Тре %Ъгее-алюепз1она|1 ргоБешз ой Фе фробепыа|! 'Феогу сопз1деге@ 
11 бе ргезепь рарсг аге соппесбе{ тшаш[ у \ИЬ Ве Пом о! Па @в 
УгоиоВ рогоиз шейа. А деа! зба4у оЁ мо парог{апё зузбетз оЁ меПз 
оп]у рагу репегайтс а зап@ 13 регогтеа. 

0 Ще Пг о! 4теш 13 сопу1еге# ап ттПп\е аггау оЁ уегйса| \ме115 
лаве ш 4Ме п194е о! ап шИщие зар (Их. 1). 16 13 аззатей Паб 
а6 (Бе усгЫса| з14ез оГ {Ме змр №е робепма| 18 еапа| 40 2его, &№е 
аррег ап 1о\уег з14ез оЁ {Ъе зар аге ппрегтеаЪ Ме ап аб аё &\е ме 
загГасез {Ше робшепИа| Ваз а с1уеп уаше. Тье’ ргоБШеш 18 гедасе4 {о 
\е Чекегиутайоп оЁ 1е роеца] @1зылрамой ше вошаш оЁ Йо. 2 
УИ Фе Боипдагу соп@цлопз (1.3) оЁ {Ве 1ех&. 

т Ме зесоп@ оГ {№е шепмопеё ргоетз 18 сопз1Чеге4 ап ийшие 
аггау о{ уегса] ме$ зима рагае! 10 ап аб а э1уеп 415бапсе {гот 
опе о! \Ъе уегыса] з19ез оЁ ап зайщие зы4р (Йо. 3). Тьз чае аз ей 
аз (Ме пррег ап@ 1о\ег опез аге заррозей {40 Бе ипрегтеае. Еаг\ег, 
16 18 заррозе4. Паб ‘ак {пе обфег уегйса|1 з1@е оЁ Ве зы1р 5Ъе робепыа1 
15 едца| {0 2его ап Паб а \ре \е]| затЁасез {Ве робепыа1 Ваз а с1уеп 
уаае. ТЬе ‘ргоЪ]еш 1$ тедасе 40 ше деегиитайой о{ Бе робепа1 
да рамоп ш {е Фоташ о! Но. 4) УИ \№е роппаагу сопаюиз’ (4.4) 
оЁ Фе 1ех%. | | 

О\Вег ‘апа!об0щз рроБешз шау Ъе зо]уе4 Бу Ме шебо@ зваеа за 
$Пе ргезеце ‘рарег. Тве мефзо@ 15 азед 10 зе 4еаЙе@ зоПийойз о 
зеуега! питег1са| ехатр1ез. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГЬЕТМ РЕ ГАСАРЕМПЕ РЕЗ ЗСЕМСЕ$ РЕ ГОВ$$ 
Серия математическая 10 (1946), 359—392 зете тафетайчис- 


А. МЫЩКИС 
0 СУЩЕСТВОВАНИИ ПОЛНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛА НА ГРАНИЦЕ 
ПЛОСКОЙ ОБЛАСТИ 
(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Рассматривается вопрос о существовании полного дифференциала 
на границе области вещественной евклидовой плоскости. 


$1 
Под областью С с границей С, мы будем здесь понимать* любое 
открытое (не обязательно связное) множество вещественной евклидовой 
плоскости. Мы скажем, что функция }(В), заданная на С вблизи 
точки АЕС, и принимающая вещественные** значения, имеет в А 
полный дифференциал (граничный) 


4}=а4х + вау 
(аи 6 — посзоянные), если существует Иш } (В) и если 
В->А 


(В) — Нш / (В) =а(2в— 24) ув уд) о ([2в— 24| |Ув— Ул), 


где т. и у. соответственно, абсцисса и ордината точки А (анало- 


гично тв, Ув) ***. 


При выполнении этого условия будем обозначать 11т {1 (В) через } (А) 
В->А 


и называть плоскость 
2—1(4) =а(—=.)НЫу—ул) 
касательной к поверхности &=](В) в точке & = {5, уд, 1(.А)}. 

В отличие от случая, когда А является внутренней точкой СА, 
полный дифференциал на границе, в случае его существования, ‘не всегда 
определен однозначно. Здесь нам понадобится следующее определе- 
ние [см. (°`) и (*), стр. 423]: мы скажем, что плоское множество Ё 
имеет в точке КЕЁ” касательную [к, если: 

* Обозначение. Нацзаог!”а; всюду в дальнейшем при любом множестве Ё мы 
будем понимать под Е’, границу Е [(2), стр. 115], под В — замыкание Е [(?), стр. 101}, 
под Е’— производное множество от Е [(?), стр. 125]. Е -+Вь и В, [| Е. означает, 
соответственно, объединение и пересечение множеств В; и Р.. 

** Не представляет труда обобщить основные результаты на функции, прини- 


мающие комплексные значения. 
*** Всюду в дальнейшем, если не будет специальных оговорок, буквой А с индек- 
сами или без обозначаются точки Су, а буквой В—точки С. 
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а) [к есть прямая ‘линия, проходящая через А; 

>) для любой пары углов с прямолинейными сторонами и общей 
вершиной К, содержащей [к (кроме К) строго внутри себя, множе- 
ство Ё в достаточной близости от К целиком содеризится внутри этих 
углов (КЕЕ разрешается) *. 

Ясно, что в случае существования такой’ касательной в К к Ё, она 
определена однозначно. 

ЛЕММА 1. Если у }(В) существует в точке АЕС, полный диф- 
ференциал, то он определен однозначно тогда и только тогда, когда С 
не имеет в А касательной. 

При наличии касательной [д касательные плоскости к 2 = (В) (если 
есть хоть одна) образуют пучок всех пловкостей, кроме вертикальной, 
с осью, проекти рующейся на [л. 

Доказательство крайне элементарно. Под конусообразной окрест- 


ностью К(Р, Е; ®) плоскости Р с вершиной ЕЕР и углом. 09< < - 


будем понимать дополнение к топологически замкнутому двуполому 
круглому конусу, осью которого служит нормаль к Р в точке &, вер- 
шиной — &, и плоский угол при вершияе которого равен п—2х. Легко 
видеть, что требование того, чтобы плоскость Р была касательной 
в точке & к некоторой поверхности, равносильно тому, чтобы для 
любого &** в достаточной близости от & вся поверхность содержалась 
внутри К (Р, Е, а). 

Если в точке & ={хл, ул, }(А)} поверхность 2=](В) обладает по 
крайней мере двумя касательными плоскостями Р, и Р,, то при 
любом ях в достаточной близости от & вся поверхность должна содер- 
жаться в пересечении К (Р,, 6, 9) [|] К(Р,, Е, а) (отметим, что & не при- 
надлежит поверхности =] (В), так как АЕС). Но при достаточно 
малом & это пересечение проектируется на плоскость ХОУ внутрь 
любой фиксированной пары углов с вершиной А, содержащей внутри 
себя проекцию Р, [|] Р, на плоскость ХОУ. Из этого сразу следует, 
что С имеет в А касательную, являющуюся проекцией прямой пере- 
сечения Р, [| Р, на плоскость ХОУ. 

Пусть теперь, обратно, С имеет в АЕС, касательную [л, а поверх- 
носль 2=}(В) имеет в &={хЩд, ул, /(А)\ касательную плоскость Р. 
Тогда из предыдущего непосредственно следует, что для любой другой 
касательной плоскосги Р’ прямая Р [|] Р’ должна проектироваться на 
ХОУ на [л. Остается убедиться в том, что любая плоскость Р, такая, что 
прямая Р, [|] Р проектируется на [л, кроме вертикальной (которая, 
согласно нашему определению, не может быть касательной), служит 
касательной к нашей поверхности в точке &. 


* Согласно терминологии ВойИгап4”а (5) это означает, что контингенция Е в К 
состоит из одного пуча или из двух, направленных противоположно друг другу. 


** Здесь, как и впредь, будем считать 0 <<< 


| а 
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Возьмем К(Р,, &, 9’) при любом а. Легко видеть, что всегда можно 
подобрать такое малое я, а также такую пару углов на ХОУ с вер- 
шиной в А, содержащую [д внутри себя, что любая точка К(Р,Е, а), 
проектирующаяся на ХОУ внутрь этих углов, принадлежит также 
В Во е } 

Таким образом, из того, что Р является касательной плоскостью 
к поверхности 5 =}(В), а! [д — касательной к С в А, следует, что 
в достаточной близости Е все точки нашей поверхности содержатся 
внутри К(Р,, &, а’); следовательно, Р, является также касательной 
плоскостью к поверхности в Ё, что и завершает доказательство леммы. 

Пусть на С вблизи АЕС, задана ](В), причём существует 
Пш } (В). Пусть } имеет непрерывные частные производные } и {,, 


В: 


причем существует Пш }. (В) =аи Им },(В)=Ь. 
. В->А В->+А 


В случае, когда А является внутренней точкой С-+А, из этого 
сразу следует наличие в А полного дифференциала 4}=аах | 6 ау. 
Простые примеры показывают, однако, что для общего случая это уже 
не всегда верно. 


Пример 4. Пусть С=УсСь, где 
ей 


@=Е| 1 <#< 


й * 
эт 0 у<1} 


а 7(В) определена постоянной для каждого С+, именно, 
1(<6)=(—19“. 
Ясно, что в точках С, с х=0 }не обладает полным дифференциалом, 
в то время как } равномерно непрерывна ** на Си 


Рау ==О 


всюду на С. 
Пример 2. С можно считать съязной. Пусть 


(94 


с=Е-- № С, 
ф==1 
где 
АИ в. НЫ 0=< = 
С: = а <у9 Г’, 
а 
Г=Я {0<х<1, —1<у< 0}, 
и 
В | 0 ‚ если ВЕГ, 

4-58), сеодия ВЕСЕ 

ое Всюду в дальнейшем под Е {с} понимается множество всех точен, обладаю - 


ших свойством с. ; 
** Заметим, что требование равномерной непрерывности } на всяком ограничен- 
ном подмножестве С эквивалентно требованию возможности расширить / до непре- 


рывной на а. 
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Тогда в точках С., именно на Е {х-—=0, О<у< 1} ] опять не обла- 
дает полным дифференциалом, в то время как } равномерно непрерывна 
на С вместе со своими частными производными, причем 

.==0; 1, =0. 
х>0 

Пример 3. Легко осуществить и локальную связность С в рас- 
сматриваемой граничной точке. ‚ Пусть С в полярных координатах 


имеет вид: 
с 


т.е. С имеет вид спирали с фокусом в начале координат О и ф есте- 
ственным образом является однозначной функцией точки С. Положим 


1] 


= 


.° 


Тогда / равномерно непрерывна на С и }(0)=0. Прямой подечет 
показывает, что }. и /, равномерно непрерывны на С, причем 


шо 2 (В) = Вш (8) =0. 
В-0 В-0 


Однако в точке ОЕС. } не имеет полного дифференциала. 

Пример 4. Пуеть ф, (2) есть непрерывная функция при 0% х<1, 
график которой представляет собой бесконечнозвенную ломаную 
с последовательными вершинами 


А, я а у, А, = {25 9}, ео 3 Ал = (ет, Уп}, А 


координаты которых задаются следующими соотношениями: 


Иа ви 1 1 
За ио Зы (Я Рори, 
. Уз — 0, Уз: = 2" 
О м, М.) 


Пусть С представляет собой область 
С=Е10<=<1, % (9-е уч, (я) Ее-="}; 

и ](5, 79) определена следующим образом: на каждом из участков 
х<1<1,.., где имеется всего одно звено ломаной у=Ф, (2), } посто- 
янна по х, причем в точках, лежащих строго выше (ниже) всего рас- 
сматриваемого звена, } равна своему значению в верхнем (нижнем) 
конце этого звена. Остается определить значение } вдоль каждого 
звена ломаной. Пусть 


0 при и 
1, (2) ={ 1 003 Злх при «<=, 
2 при И 
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Зададим } на звеньях следующим образом: 


| (инь) при виь ча аи 
#(2) =4 р: и 7» я 3 ев )) о Та: 

| (аи) пра зи ар, 
| 


Х— аа 

Та: и. | РУ ее ) при #1,;.,<х Я... 
И 
АТ. 


Легко проверить, что построенная функция }(В) равномерно непре- 
рывна на всей С, причем /(0)=0, и обладает равномерно непрерыв- 
ными частными производными }; и ][,, стремящимися ‘к нулю при 
приближении к началу координат О. В то же время | не обладает 
в точке О полным дифференциалом уже потому, что / (В). т. не имеет 
определенно!о предела, котда В стремится по оси абсцисс к О, оставаясь 
внутри С. В данном случае С ограничена простым замкнутым спрям- 
ляемым контуром, и точка О достижима из любой внутренней точки С 
посредством спрямляемой кривой. 

Нам придется несколько развить понятие достижимости граничной 
точки, связав его с метрикой. 

Под а,(В,В,) (В, ЕС, В,ЕС) мы будем, следуя М. Лаврентьеву 
[(°), стр. 1408], понимать нижнюю грань длин спрямляемых кривых, 
соединяющих В, с В, по С, если такие кривые есть; в противном 
случае а, (В,В,) = сю 

Если АЕС., ВЕС, то, по определению, 

ео 

Обозначим через г(АВ) расстояние между Аи В. Точку АЕС, 
назовем хорошо достижимой, если вблизи А отношение 
а, (ВА) 
т (Вл) 
достижимой. 

ЛЕММА 2.Пусть АЕС. является хорошо достиисимой точкой С и 


(ВЕС) ограничено; в противном случае назовем ‘точку А плохо 


Ро 5 Я) @ 
Е. ВЕС, р (ВА) и 
Пусть на С вблизи А задана }(В), имеющая Пт (В). Пусть 


В-А, ВЕС 
модули всех восьми частных производных чисел 0} (четыре по х(0,}) 
и четыре по у(0у/)) пр приближении к А по С имеют верхний 
предел <с,. В этом случае 

| Е 7(В’) 


— а ее 
т ее 
Доказательство. Пусть при г(ВА) < В 
4, (В.А) 
В ь 


6* 
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и все 
РУ < с, 

и пусть 
[ВАЙ 


Выберем последовательно в: С точки В. =В, В,, В,;.-. так, чтобы 


(АВ) 4, (В.В) < (+ %) (2=0,14,::.). 


г Га 
Соединим В; с В;,, ломаной длины Хе 9 У 2 с конечным чис- 


лом звеньев, попеременно параллельных координатным осям, и оценим 
приращения 7 на каждом из этих звеньев; суммируя полученные нерз- 


венства, найдем 


(ВО УВ) < (ее) 2. 
Суммируя эти неравенства от #=0 до г =п и переходя затем к пре- 
делу при п —> <<, получим 


11 (В) — Нш/(В')|<2У2 г (с, =,) (с. ®,). 


Из этого соотношения непосредственно следует утверждение леммы. 

Из доказательства, между прочим, следует, что любую точку В 
области С, лежащую в достаточно малой окрестности хорошо достижи- 
мой точки АЕС., можно соединить спрямляемой кривой без самопере- 
сечений, целиком, кроме своего конца А, лежащей. в С. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть на С вблизи торошо достижимой АЕС, 


задана }(В), имеющая Ит //(В), причем все четыре производных 
В->А, ВЕС 


числа О,} имеют в А предел а, а все О} — предел 6. Тогда выражение 
аах-- $ 4у есть полный дифференциал } в А (назовем его в этом случае 
предельным). 

Обратно, если АЕС, есть плохо достижимая точка, то на С 


существует такая }, что Пт }(В)=0, все 0} ограничень на С 
В-+А, ВЕС 


и стремлтся к 0 при подходек А, однако в Ау | нет полного дид- 
ференциала. 
Доказательство. Пусть выполнены условия первой части тео- 


ремы. Тогда выражение 


1 (В) = /(ВУ— а (2в— та) — 6 (Ув — Уд) 
имеет 
пм В В} 
и № ) о у 
и все р} —0. Отсюда; учитывая лемму 2, имеем 
В->А 
Л г Л ( В’) 
По | — = 0} 
В-А, ВЕС | г(ВА) * 


переходя к / (В), получаем требуемое. 
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П сть теперь А С есть плохо остижимая точка. "Гогд а возможны 
$ 
два случая: 


1”. Пусть 4,(В4) —+ 0. Возьмем последовательность 
В-›А, ВЕС 


ре ложь У 


105 
так, чтобы 
а. (Вы — 25 и.) 
Так как при переходе н подпоследовательности эти соотношения не 
изменятся, и так как для каждого г существует такое и, =и, (#1), что 
при п > п, 4, (В,В,) будет больше 2=, то без ограничения общности 
можно считать, что 
(Буса Дес, 27), 
и последовательность лучей, проведенных из А в В; сходится. 
Пусть 
(в) г(В,А) [= —а,(ВВ;)|, есла ВЕС, а,(ВВ;) < :, 
: 10 ‚ если ВЕС, а,(ВВ;) > :. 
Положим 
со 
(В) = №(—1' (В). 
о 
Тогда функция /(В) — искомая. В самом деле, множества А; = {1 + 0! 


попарно не имеют общих точек; кроме того, АЕЁ,, тах /;, —>0 и все 


>55 
|[Ру.| не превосходят г(В;А). Отсюда следует, что } непрерывна в С 


и (В) —> 0. Далее, все производные числа О] ограничены на С 
В>А 


и стремятся к 0 при подходе к А. В то же время 
(В) =(—1*г(В,А). з. 
Из этого, а также из сходимости лучей АВ, легко следует отсутствие 
какого бы то ни было полного дифферевциала в А. 
2". Пусть 4,(ВА) -> 0; тогда 


В-А. ВЕб 
: 4, (ВА 
Иш зар о = оо. 
В-А, ВЕб г (ВА; 
Иоложим 
ЭГ) = зир И 
(ВА)=г, ВЕС 
, Е 9 (» 
Тогда ® (г) > г, 9(г)->0 и, кроме того, Пт зар = 2. Возьмем по- 
„->0 "0 . 
следовательность 7, >, >И >... >И >... 0 так, чтобы 
(г: $ (2+ Ч (т: (т) 
И мое 
з 2 Гр 7: 1-05 7 


Определим $(5) при О<5< сю; именно, при %(т:1) << 5 (Г.) 
((=4, 2, ...) положим 


ИО 5 (Та я ЕТ ИИ 
$ (5) =У Геи (Геи ее (Ил $ (г) — Итенф (тг 9), 
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а при $ > $(л,) 
$ (5) =$($ (т,)). 
Тогда 
(В) =е(9,(ВА)) 
будет искомой функцией, что легко проверить. В частности, 
121 (В)|< (а, (ВА))->0 и Нм зар И, 
В->А ВЬ-А, ВЕС д) 
откуда следует отсутствие полного дифференциала в А. 

Заметим, что лемма 2 и теорема 1 непосредственно переносятся 
на функции любого конечного числа независимых вещественных пере- 
менных. Как определения, так и доказательства совершенно анало- 
гичны плоскому случаю. Единственным изменением является замена 


в лемме У2 на | где и — число независимых переменных. 

Таким образом, в исследовании условий существования полного 
дифференциала на границе области большую роль играет изучение 
множества плохо достижимых точек. Здесь можно утверждать сле- 
дующее: 

1°. Для выпуклых областей, а также для областей, ограниченных 
замкнутой несамопересекающейся кривой х=х(#), у=у(#), где 2’ (1) 
и у’ (2) непрерывны и 

| (В+ (9 [> 8>0, 
кроме конечного числа значений &, при которых 5’ (1) и у'(1) терпят 
разрывы 1-го рода, все точки границы хорошо достижимы. При этом 
углы в контуре С могут равняться нулю. 

Единственным случаем, требующим проверки, является последний; 
однако и тут доказательство чрезвычайно просто. Бёз ограничения 
общности мы можем считать исследуемую точку АЕС, совпадающей 
с началом координат, а угол — направленным острием в сторону отри- 
Цательной части оси абсцисс. Тогда С вблизи А совпадает с обла- 
стью, заключенной между графиками кривых у=) (2) и у=/. (7), 
где 1, (2) и },(х) определены при О<х<з>0, непрерывно дифферен- 
цируемы там, и 


Ь (0) = 1, (0) =1(0)=1,(0)=0, 1,(®)>1А (=) (0<з<®. 
Всякую точку ВЕС вблизи А можно соединить с А сначала ино 
вертикальному отрезку до пересечения с графиком кривой 


у=Аь (2) = (4, (#) +1, (2), 


и затем вдоль последней кривой до А. Отсюда получаем даже, что для 
всех точек А границы С в случаях 15° 
Во 
Вв-»А, ВЕС "(В4А) 
25. Существуют такие области, для которых плохо достижимые точ- 
ки заполняют целый отрезок (примеры 1 и 2) или даже всю границу. Про- 
стейшим примером этого может служить область С, полученная вращением 


СУЩЕСТВОВАНИЕ ПОЛНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛА 367 


дополнения к канторову множеству на отрезке вокруг его центра. 
На этой области можно задать равномерно непрерывную /(В), посто- 
янную на каждом смежном плоском кольце, т.е. обладающую }, ==} ==0 
и не имеющую ни в какой точке С, полного дифференциала. Такую 
функцию можно получить из левой половины известной канторовой 
кривой, отображающей канторово множество на отрезок, при помощи 
такого же вращения. 

Отсутствие граничного полного дифференциала следует из того, что кан- 
торова кривая в каждой точке своего роста имеет наибольшее из пре 
изводных чисел равным бесконечности. 

Можно указать и связную область, все граничные точки которой 
плохо достижимы; для этого достаточно взять известный пример 
Вгоп\мег”а (7). 

Небольшим усложнением примера 4 (накоплением особенностей) лег- 
ко построить связную область С, ограниченную простой замкнутой 
спрямляемой кривой, множество плохо достижимых точек границы 
которой бесконечно (счетно). 

Можно требовать существования точных частных производных на С 
в окрестности испытуемой точки ее границы, а также непрерывности 
этих производных на С. Естественно ожидать, что после соответствую- 
щего усовершенствования конструкции второй части теоремы 1 крите- 
рий существования полного дифференциала не изменится. 

Можно, далее, исследовать функции, равномерно непрерывные 
в некоторой окрестности исследуемой точки границы. При этом усло- 
вие существования граничного полного дифференциала изменится, что 
подтверждает следующий пример. 

Пример 5. Пусть С представляет собой область 


С=Е{0<=<2, —2<у<2]-Е{0<2<1, ут}. 


Вое точки интервала Т=Е{х=0, —1<иу< 1} СС, недостижимы 
изнутри. Однако, если в окрестности П(А) любой точки А этого ин- 
тервала задать на С, равномерно непрерывную. / (В) с существующими 
пределами в А производных чисел 

Иш Р,/=а, Ию О,/=6, 
то выражение а4х -- 64у будет полным дифференциалом } в А. Действи- 
тельно, ] (В) можно расширить до непрерывной на (С—Т)ПО (А). Полу- 
ченная функция, как легко видеть, имеет все частные производные числа 
стремящимися, соответственно, к тем же пределам а и 6. Отсюда по 
общей теореме следует, что а4х -Е 64у является полным дифференциалом 
в А для расширенной функции, а тем более для исходной. 

При рассмотрении этих вопросов на прямой целый ряд свойств 
значительно упрощается. Так; плохая достижимость АЕС, равносиль- 
на локальной несвязности СС (дополнения к С) в А. Здесь можно 
требовать от построенной /(В) существования и непрерывности на С 
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точной производной /’. При дополнительном условии равномерной не- 
прерывности } вблизи АЕС, существование предельного полного диф- 
ференциала, как легко показать, следует из существования предела 
производной или производных чисел тогда и только тогда, когда А 
является точкой локальной связности дополнения к совершенному 
ядру множества СС. 

Рассмотрим еще одну возможную ситуацию в граничной точке 
области. Может оказаться, что для функции }(В), заданной на С 
в окрестности точки АЕС., существуют 

ПЦ /(В)=1(4А), Ню К (В) =а, Ню}, (В) =Ь, 

В>А В->А В>А 
а в точке Ау] имеется полный дифференциал; не равный а4х -- В4у. 
Будем называть такой полный дифференциал няепредельным. Он 
может появиться и тогда, когда С не имеет в А касательной; в по- 
следнем случае предельный полный дифференциал необходимо отсут- 
ствует. 

Простейшими здесь будуг области, данные в примерах 1 и 2. Для 
С примера .1 достаточно положить на каждом С; постоянно 


(6) =г; 
в этом случае во всех точках предельного отрезка Е {х =0, 0<у<!} 
существует единственный (непредельный) полный дифференциал 
й]=2ах. 
Для С примера 2 положим аналогично 


( 0 ] ‚ если ВЕГ, 
Г 1 (у), если ВЕС; 


у ь 


в этом случае легко показать, что во всех точках предельного полуин- 
тервала Е {х=0, 0<у<!| существует единственный (непредельный) 
полный дифференциал 
4} = 2уах. 

Можно привести пример, аналогичный 3-му. 

Пример 6. Пусть С в полярных координатах имеет вид: 

СЕ (3 <<, (+) +1 < < (5+5=)+1; 

: 3 \9-2ж Ф 3 ф $ — 2" 

таким образом, С имеет вид спирали, накручивающейся на окруж- 
ность р=1. Положим 


'Гогда {} равномерно непрерывна на С и обладает равномерно непре- 
рывными ], и }., причем при приближении к предельной окружности 
эти частные производные стремятся к 0. В то же время прямой под- 
счет показывает, что в каждой точке {ф, 1} предельной окружности. 
существует единственный (непредельный) полный дифференциал 


4} = с03 ©, . 4х - защ Фо . ау. 
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Недостаточно требовать локальной связности С в А. Так, на обла- 
сти С примера 4 нетрудно осуществить ту же ситуацию; для этого 
достаточно строить }(х, у) так же, как в примере 4, но на звеньях 
задавать } следующим образом: на каждом участке [т,, х,.| найдем 
точки х;<а< < х,, так, что 

* ох 
Фо (а;) =. (1;) —(—1)1е Е 
ре" 
Фе (В) Че = фаны). 
На каждом звене /(х, у) зададим как непрерывно дифференцируемую 
функцию }(х) одной переменной; пусть при достаточно больших г 


ие) =| 


причем будем считать /(5х) выпуклой книзу (кверху) для нечетного 
(четного) 2 на [а;, 2а;,—х;|, выпуклой кверху (книзу) для нечетного 
(четвого) & на [26,—2,,, 6,] и линейной на [2а;,—х, №,—х,.]|. 

Легко показать, что при выполнении этих условий /(В) опреде- 
лится на С вблизи начала координат О как равномерно непрерывная 
функция, обладающая равномерно непрерывными частными производ- 
ными, стремящимися к О при подходе к 0, и имеющая в О един- 
ственный непредельный полный дифференциал 4/=4х. Накоплением 
особенностей можно построить пример связной области, ограниченной 
простой замкнутой спрямляемой кривой и на ней равномерно непре- 
рывной ] с равномерно непрерывными точными ], и }, и везде суше- 
ствующим единственным граничным полным дифференциалом с беско-: 
нечным (счетным) множеством точек, где этот дифференциал 
непределен. 

В то же время не в любой плохо достижимой точке границы мо- 
жет существовать непредельный полный дифференциал. 

Пример 7. Выделим на плоскости последовательность точек 


А; ={щ, у} (1=1,2,...) с координатами 


Ф, на [2х &]], 


т, на [6,, а 


1 1 —1 — 1 
1+1 +1 й Фак Ел , Такьз рузитир › Як Е эк 9? 
1 | —1 | А 4 
Ча т 1? УЕ К а ЕЛЕ а Е 
О... 


со 
Пусть С=У Сь, где С, — множество точек плоскости, удаленных от 
21 


1 
отрезка А;А;,, на расстояние 5. Начало координат ОЁС, вообще недо- 
стижимо изнутри С посредством спрямляемой кривой, т. е. и подавно 
является плохо достижимой точкой. В то же время, если на С вблизи А 


задана } (В), имеющая 


Иш / (В) =Л(А) 


В->А, ВЕС 
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а —а—А—А—-—о— 


и если 
Пе р.}=Пш О;}=0 
В->А ВА 


(что не ограничивает общности), то разность значений функции в с0- 
седних точках А; является бесконечно малой высшего порядка в срав- 
нении с расстоянием этих точек до О. Отсюда легко следует, что 
полный дифференциал ] в О, если он существует, может быть тольке 
предельным, именно 42 =0, 

Повидимому, возможность существования непредельного полноге 
дифференциала в АЕС, связана со свободой перемещения по С вблизи А 
в различных направлениях. 
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Такое различение дифференциальных свойств вблизи граничных те- 
чек применимо к следующей задаче И. Г. Петровского: 

Пусть область С представлена в виде суммы попарно не пересекаю- 
щихся множеств 

б=с,-С,-Б, 
где С, и С, суть области, а В=С]б,=СП Сы. 

Пусть ва СПС, и СПС, заданы соответственно непрерывные функ- 

ции }, (В) и }, (В), совпадающие на Д (т.е. образующие на С единую 


функцию ] (В)) и имеющие непрерывные частные производные каж- 
дая на своей области задания (С, и С,). Пусть на О 


| Ув Лаз [Е | Ди > 0. 
Ставится вопрос о том, когда Р имеет простую структуру — например, 
является кривой х=х(й, у=у(1) с непрерывными х’(2) и у’(Ё и 
ее’ (б-р (6910. 

Мы здесь сознательно не уточняли смысла производных в точках Р 
для того, чтобы показать различие, которое получается при разных 
подходах. 

Если требовать на ОР только существования и различия пределов 
ив С, и С, полных дифференциалов функций }, и },, то О может иметь 
сще очень сложную структуру. 

Пример 8. Пусть С=Е{—1<:<1,. —1<у< 1}. Определим 


послед овагельность чисел д, =1,2,,..., 2, ... По закону 
1 эк 22 ь+ 3 
кое, Ть = он (& =0, р ...). 
Пусть 
Ее —1<у< = а...) 
б=Е{—1 << 0, 11-1, 
со [®.е) со 
с.=У 6. бла р=УЕ{=хь, —1<у< + 
к=0 К=о0 К=1 


НЕ {#=0,—1<у< 1}, 


я (В) =тв на г. Л (В) =хв— ха на Е (В) =1,.—Яв на АЕ 
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ЕР ЕАН Альбер е ЗЕАОООВ 
Ясно, что все условия выполнены. Можно представять и более 
сложные примеры. 

ЛЕММА 3. Если при всет предположениях, сделанных в начале $2, 
в точке АЕ поверхности =}, (В), определенная на С, и ==} (В), 
определенная на С,, имеют несовпадающие касательные плоскости 
Р, и Р‚, то П` имеет в А касательную, являющуюся проекцией на ХОУ 
прямой пересечения этих плоскостей. 

Доказательство совершенно аналогично доказательству леммы 41; 
надо рассматривать функцию }(А’), определенную на О, и учесть, что 
множество &=](.’) при А’ЕД имеет в точке {54, у., /(А)! касатель- 
ные плоскости Р, и Р, (при естественном определении такой каса- 
тельной плоскости с помощью К (Р, &, а)). 

‚ Следствие. Если направление касательных плоскостей Рзвр, 
меняется непрерывно в зависимости от А’ЕП, то касательная к БО 
меняет свое направление также непрерывно. 

Это осуществляется, например, когда дифференциалы, соответствую- 
щие касательным плоскостям, являются предельными. В этом случае 
элементарной особенностью является точка возврата; ее легко осу- 
ществить на примере. . 

— Пример 5. Пусть 

© = |110, СЕ 

С. =Е{ф> 2, |2|< 1, Р=Е{у=а”, |2|< 4}. 
При построении } мы используем следующий прием, нужный для 
дальнейшего: пусть К есть множество точек плоскости, измеримое (Г.) 
на каждой горизонтальной прямой; тогда под }к (В), где В — любая 
точка плоскости, мы будем понимать линейную меру множества 
Е {5 < зв, у=ув} (случай }к (В) = со не исключается). 

Итак, положим на всем С, 

(В) = 1с, (В). 


Ясно, что все условия выполнены; в частности, на Д }, и }, имеют 


21:0 
предельные полные дифференциалы, различные, так Как в С, 5, } 
91, | 
ав С, А. | 


Из точек возврата можно образовать более сложные особенности. 
Пример 10. Возьмем последовательность точек А, = {х,, у}, 
А, ={х., у.}, ..., Координаты которых задаются следующим образом: 


=, кии 28-1, уда 2. (4,2, +. .), 


Определим непрерывную функцию у=ф(2) на 0 < 2 < 1, положив 
— (к лк) | УК Ук 
= к а К —- 1 


К  ТЕ+1 


ыы ыю 
© (1) = УК УЕ агс т 


на 1. <5<4, (=1,2,...). График функции /=Ф(х) содержит 
последовательяость точек возврата, накапливающуюся к началу коор- 
динат. 
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Пуеть 
с. =Е{—1<х<0, |у| <2}+Е {0 <2<1, ух 0} + Е{0%5<1, у<3(1)}, 
С. =Е {0 <#<1, у>9(2)}, 
р=Е{х=0, О<у< И-Е {0 <х<1, у=3(1)}, 
(В) = с. (В). 


Легко проверить, что функции 7, и {, обладают на Р различными 


о авакООЕИ 


цредельными полными дифференциалами (для проверки вблизи на- 
Пе: 
чала координат следует учесть сходимость ряда р р 


К! ) 

Если требовать для каждой точки О существования единственных 
ти ое: 

полных дифференциалов (конечно, различных между собой) у каждой 
из функции / и },, то по лемме 1 точек возврата быть не может. 


Однако и здесь возможны довольно сложные особенности, 
Пример 11. Пусть 


Е . к. Но рибьла неро = ОУ 
6:=Еу> >, О<х< (у: —9:)* со = (и }’ 
; , ь де СОБ ЗиЕ: (НУ) = у 
= >9>и В ео иеамй. КИ 


б=Е{—1 >< 0, |954, б-ЕЕФЗа<Ь Ц, 


6.= наче 61) Пс, 


1=1 {=1 


ть ое Пс 
11 #=1 


б=Е {12| <1, [у] <, 1(В) =, (В). 


Начало координат является точкой накопления особых точек В. 

Впоследствии мы увидим, что при дополнительном требовании 
единственности полных дифференциалов особенности ЮР могут полу- 
читься только за счет несвязности С, и С, (в примере 11 каждое из 
них состоит из со компонент связности). 

Пусть О вблизи точки АЕД можно представить в виде у=$(:), 
Ра ф однозначна и непрерывна при а< < (а<х. <6). Тогда при 
наличии на О различных полных дифференциалов у р, и [, график 
у=Ф(х) имеет, по предыдущему, в каждой своей точке касательную. 
По теореме Серпинского* (*) ф (5) в этом случае имеет для всех х, 
кроме, быть может, счетного множества значений, производную (рав- 
ную, возможно, бесконечности определенного знака). Таким образом, 


* В полной общности эта теорема доказана С. С Уоппе (°). 
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множество точек возврата (сдинственная возможная здесь особенноеть) 
может иметь мощность не более, чем счетную. 

Если требовать единственности полного дифференциала на 0), то 
точек возврата вообще не в. и в качестве Г получается всюду 
дифференцируемая кривая ($’= + со и $’ = — со допускаются). 

`Если требовать только существования и различия на О пределов 
полных диффереициалов, то даже в последнем предположении 
(Р=Е{а<х<Ь, у=Ф(т)!) могут быть более сложные особенности. 

ПНример 12. Положим 


Пусть С, и С, симметричны относительно оси ОУ и 

10, ЕД, Е|г=0, Оу ВСС, Е|з=0, —1<,у<0 сс. 
Зададим С, и С, при О9О<х<1. Для этого построим непрерывную 

функцию у=о(1), положив 


О Ро Х— (тк к.) Ук Ук. : 
9 ват 2 и. о на, (Е =1,2,...). 


Пусть 
СПЕ << 1=Е{0<а<1, ух 9(т)], 
С, | Е 02а п-Е0- < ту 
Г) Е{0<<Ц=Е{0<5< Ву (2), 
(В) = <, (В). 


Нетрудно показать, аналогично примеру 9, что все условия выполне- 
ны; однако у функции у=о(х) при х = 0 обе верхние производные равны 
-- о; а обе нижние — <<. Во всех точках ОД, кроме начала координат 
О, у 1 и существуют различные предельные полные дифференциалы. 
В точке же О существуют только пределы полных дифференпиалов, 
или, что то же, пределы непрерывных в С, и С, частных производных 
1 и }., именно, 


й 9 с д к — Якут — п У ка. 
о они к т» ть в со и. ок Е Укла 
въо 99 ‘в-0 ду [| Ук Ук! 2 Ук Уват 

д О} 
А Ша 2 =4, 
9-09 Во 9? 
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Представляется естественным, вне связи с задачей Петровского, 
исследовать вообще множества 0), заданные на плоской области С, 
плотные в себе, замкнутые относительно С и имеющие в каждой своей 
точке А касательную [„, направление которой зависит от А. непре- 
рывно. Будем требовать также выполнения следующего условия (усло- 
вие п): в любой точке АЕД ц любой окрестности И (А) имеются 
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точки Ш по обе стороны* от нормали п. кр (нормаль пд определяется, 
естественно, как прямая, проходящая через А и перпендикулярная к [\) 

На протяжении $ 3 будем предполагать, что ЮО удовлетворяет 
всем вышеуказанным требованиям. 

Рассмотрим поведение Д вблизи произвольной точки АЕД. Без 
ограничения общности будем предполагать, что хд=Ууд=0 и (4 ‹ов- 
падает с осью ОХ. Тогда имеет место следующая 

ТЕОРЕМА 2. При сделанных предположениях относительно В и при 
достаточно малом =>0 множество ПО. =рГ]Е{х|<е, |1|<:} 
заключено между графиками непрерывно дифференцируемых функций: 


наибольшей у = у, (1) и наименьшей у=у, (2), определенных при |2! < :. 
При этом 


у. (2) < 91 (2), [9,(2)|<е, |у»(1)|<:е, 
у, (0) = у. (0) = 9, (0) = у, (0), 


и эти графики сами принадлежат О. 

Через каждую точку А’ЕП. проходит по крайней мере одна непре- 
рывно дифференцируемая кривая у=о(х, А’), определенная при |х|<е 
и целиком принадлежащая П.; среди таких кривых при данной А’ 
также имеются наибольшая и наименьшая; все такие кривые сопри- 
касаются в А’, и направление их общей касательной при приближении 
А’к А стремится к горизонтальному. 

Обратно, всякое замкнутое в С множество О, имеющее такую 
структуру вблизи каждой своей точки, удовлетворяет всем условиям 
первого абзаца $ 3. 


Доказательство. Возьмем = > 0 настолько малым, чтобы 
Е {|< =, |9 < СС 


и чтобы касательные к Л в точках Пе, а также хорды, соединяющие 
А с точками Р., имели все угловой коэффициент, по абсолютной вели- 
чине меньший единицы. 

Поставим в соответствие каждому х,' [х <е, наибольшую из 
ординат у, (1) точек множества О., имеющих абсциссу х (существова- 
ние таковой при наличии хоть одной точки Дь с данной абециссой 
следует из замкнутости 0). 

Пусть Е — множество тех значений х, для которых у,(5) опреде- 
лена. Тогда Е замкнуто на интервале |х|<з, что непосредственно 
следует из замкнутости О и условия, наложенного на угловые коэф- 
фициенты хорд. 

Далее, ОЕЁ. Кроме того, каждая точка Е является двусторонней 
предельной, что следует из выполнения условия п и наличия в каждой 


* Это осуществляется, в частности, при рассмотрении задачи: Петровского, 
если требовать единственности граничных полных дифференциалов } и р на С. 
Согласно терминологии ВочПхапа’а (5), условие п означает, что контингенция 2 
в А состоит из двух лучей, направленных противоположно друг другу. 
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точке Р касательной. Таким образом, Е совпадает с интервалом 
[2| “зи функция у, (2) определена на всем этом интервале. 

Докажем теперь, что для любых ж, иа,(|1,!<:, |2,| <=) будет 
выполнено условие’ 

|9: (2) — 9, (2,) |<, — 2, | о 
Пусть это не так; без ограничения общиости будем считать 
й Ч: (25) — ча (х 
0 = Я, = %., У (а) — а (21) 0 — И. 
5— 

Возьмем 5’ равным нижней грани таких х А чо 


Чл (5х) — У (2) — с 


7 Я =— Ту 
Если х,>1,, то из замкнутости О следует, что 


д (22) — Ч: (21) 2 


з * 
В точке {х»„, у, (2,)} 2 имеет касательную с угловым коэффициентом, 
но модулю менышим 1. Из условия п следует, что найдется значение 
фе т, такое, что щи 


| Ул (2) — У, (22) <1 


73—95 
Отсюда 

Чл (23) — Ул (21) 2—8 | 91 (2$) — 91 (21) — (у (25) — У, (5з)) | к 

4—1 3— сх 

| Уз (45) — Ч, (21) | — | Уз: (22) — Ул (23) | &(1.— 51) — (11 — т.) 

Ро. о ‚У: 2 2 з 
з— м — 7—2 — 

с (5—2) —с (2: — 23) _ 
= 2— т, аы 


что противоречит определению 2». 
Если же 12.=х,, то существует последовательность чисел 2, т., ...,. 
таких что 


/ , Ул (7) — Ул (21) : с р 
>, д, те (пП=Ь0....); 
п— со ев 


из замкнутости ДО следует, что у, (2) —> 9, (1,), а это в свою очередь 


®—со 


противоречит величине углового коэффициента касательной в точке 
(=, У (2,)}. 

Следовательно, у,(5) является непрерывной функцией х. Из не- 
прерывности изменения направления касательной к О следует существо- 
вание и непрерывность 9/,(5) при |х|<е. Так же можно построить 
и наименьшую функцию 1,(7) с аналогичными свойствами. 

Если, далее, дана любая точка А’={х,, х}ЕДь., то точно так же 
можно доказать, что для достаточно малого =’ на интервале |#— 2%. |< =’, 
существуют две непрерывно дифференцируемые функции у, (2) иу. (2), 

9. (о) = 9ь (24) =» Уз (ть) = (4), |9 (|<, |9, (2) <1 


такие, что графики у= (1) и у=у.(х) целиком принадлежат О, ив 
к: =. ь ме Е > | 5 
то же время для любой точки {х,, у} множества ВПЕ{|+—2%|<?,, 
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1у- у’! выполняются неравенства 


Уз (2,) < у, < у, (2. 

Будем теперь расширять область определения кривых у, (2) и 4, (к) 
в обе стороны, воспользовавшись замкнутостью В в С, а также условием, 
паложенным в ‘начале доказательства этой теоремы на углогые коэф- 
фициенты касательных к 7, и непрерывным изменением направления 
этих касательных. | 

Из этих свойств легко следует, что единственной границей области 
определения этих функций могут служить только концы интервала 
|1’ е. При этом функции у (1) из, (2) будут обладать на расширен- 
ном таким образом интервале |х| < з определения теми же свойствами, 
какими они обладали на исходном интервале | х— т. | < з, что и требуется 
доказать *. 

Прочие утверждения теоремы, включая обратную часть, очевидны. 

После установления теоремы 2 легко выяснить строение О вблизи 
'роизвольной точки АЕД. В самом деле, пусть А = {0,0}, [4=Е {у=0} 
и => 0 выбрано так, как при доказательстве этой теоремы. Рассмотрим 
компоненты связносли открытого множества Е {52| <, |у| < =} — [%. 
Две компоненты занимают исключительное положение: именно, часть 
А. =Е{|х|<:, 'у|<з], лежащая выше у=у, (1), и часть Е, лежащая 
ниже у= у, (5). 

Пусть А, ={2,, 49,} есть точка Е.--О., не вошедшая ни в одну из 
этих двух компонент. Возьмем на Е {1=х,, у>у,}[] 0% точку А’с 
наименьшей, а на Р {т=х,, у<у,![|Б.—точку А” с наибольшей ор- 
динатой. Проведем через А’ наименьшую, а через А” — наибольшую 
кривые, принадлежащие )., в 0бе стороны до их первой встречи, если 
танковая состоится, или до прямых 


х| =, осли эти кривые не пере- 
секутся. Ясно, что компонента связности ЕЁ. —0., к которой принад- 
лежит 4,, состоит из части плоскости, ограниченной этяими кривыми и, 
быть может, одной из прямых || ==; последний случай может быть 
только для конечного числа компонент. Таким образом, В. —- Рь рас- 
надается: ‘на 2 области, указанные в начале абзаца, на не более чем 
счетное число областей -- «лунок», вида 

Е {а <<, 9, (1) <у<5, (1)}, 
где $; (х) и %;(5) непрерывно дифференцируемы на [а;, 6,;]|, причем 

9: (+) < $: (2) на (а, 6;), ©, (а) =, (а), $: (6) =5, (6, 
Ф: (а) =$:(а), +2 (8)=9:(), 

и на не более чем конечное число областей, имеющих вид части такой 
«лунки», получающейся при рассечении последней вертикальной прямой. 


* Доказано даже несколько больше: если на интервале а<т<Ь(а|<:. 


16} < =) задана непрерывная функция у (х), причем Е {а< <, у=у(} Ср, 
го , 


уз (2) < у(+) < 91 (2) (а <=<5. 
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При этом всякая вертикальная прямая пересекается не более чем 
с конечным числом компонент связности Е. — Де, что опять-таки следует 
из наличия у О касательной и ограничения на ее наклон для Де. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть, кроме предположений теоремы 2, дано (усло- 
вие }), что некоторая окрестность точки А пересекаются только с 
конечным числом компонент связности множества С— О. Тогда при 
достаточно малом = множество О. состоит из конечного числа графиков 
непрерывно дифференцируемых по х функций у=о, (1) (1=1,2,...,Ё) 
на О<х«еи конечного (вообще говоря, другого) числа графиков непре- 
рывно дифференцируемых по х функций у=ч; (2) (1=1,2,..., на 
—=<4<0, по крайней мере по одному на каждом полуинтервале. 


При этом любые два графика имеют ровно одну общую точку — имен- 
но Ац 


9: (0) =: (0) =$; (0) =9; (0) =0 (1=1,2,...,й; 71=1,2,...,). 


7 


Обратно, всякое замкнутое множество, имеющее такое строение 
около любой своей точки, удовлетворяет всем условиям первого абзаца 
$ Зи условию }. 

Доказательство. Выберем <’`> 0 так, как при доказательстве 
теоремы 2 с дополнительным условием: Е {|5|<:'’,|у|<='} пересе- 
кается только с конечным числом компонент связности С—)Д. 


ат 

Возьмем все точки Р.ПЕ {5 =5 }. Из предыдущего, а также из 
условий, наложенных на угловые коэффициенты касательных к Д.,, 
следует, что это множество конечно и непусто; пусть эти точки будут 


й к ` 
А, = [29 у}, дна У" | - 


(2 ' 
Проведем через А, на О<х< - непрерывную кривую 2, вида у = (х), 


принадлежащую р; далее, через А,— кривую 1(/, СО до первого пере- 
сечения с [, (оно состоится в худшем случае при х=0); через А, — 
аналогичную кривую [, до первого пересечения с 1,1, и т. д. Обо- 
значим множество точек всех этих кривых через /),; оно связно и не 
разбивает плоскости. 

Если множество 


= 
РУПЕ {0<=<5} 2, 


5” 
непусто, возьмем одну из его точек в (0<2е< >) и проведем 
через нее непрерывную кривую ГС. Р до первого пересечения (в обе 
стороны) с Р,. Множество О, -ЕГ разбивает плоскость на 2 части. Если 
] Е р 
Р.ПЕ{0<2<+} —(Р.+1) 


непусто, возьмем одну из ето точек С” и проведем через нее кривую {" 
до первого перессчения (в обе стороны) с О.-+Ё; В Е-И разбивает 
плоскость на три части, и т. д. Из конечности числа компонент связно- 


7 ивзвостия АН, серия математическая, № 4 
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сти множества С— 0) на Е {|5|< з, |У| < :} и всюду плотности С — В 
в С следует, что`этот процесс должен оборваться на конечном шаге, 
Таким образом, . р 


рПЕ {ока ЬЕИ 


’’Го же можно проделать и на отрезке ——<х<0. Отсюда неносред- 


ственно следует прямая часть теоремы 3. Обратная часть очевидна: 

К+/—>2 всегда. Если [>> 2, то А является точкой ветвления В 
и число А -- [ называется ее индексом* [(*°), (*')]. 

Если, кроме выполнения всех вышеупомянутых условий, дано (усло- 
вие Г), что любое компактное подмножество С пересекается только с 
конечным числом компонент связноста С— 0, то О имеет такую же 
структуру вблизи любой своей точки. Примем для дальнейшего это 
условие ЁР. 

Представим С в виде объединения компактных множеств К, 
((=0,1,...), где /'; состоит из всех точек С, расстояние р(В) которых 
от С, (при переходе к стереографической проекции, если (; не ограниче- 
но) заключено в пределах 

вв) <т- 

Воспользовавшись теоремой Гейне-Бореля, покроем каждое А; конеч- 
ным числом окрестностей вида Е {|х—х1.| < :, |у—у,|< =], в каждой 
из которых Д имеет описанный выше вид. Структура Ш) становится 
теперь совершенно прозрачной. В частности, очень просто показать, 
что Р является объединёнием множеств О, +-О,-+..., где каждое 2; 
представляет собою кривую х=х, (И, у=у,; (1) с непрерывными х’ (#) 
иу(/фих (0! - у (0 |>0, не имеющую кратных точек, кроме, 
быть может, совпадающих коннов — одного из следующих 5 видов: 
1.0<#<1, +(0=2(1, у(0=у(1) 2’ (0) ==’ (1, 

$: 

у’ (0)=у(1), ВП У р, вуето. 

к=1 

2 0<1<1, 4(0)=2(0, у(0)=у(1), 2’ (0)=х'(1), у’(0)=у (1), 
#3 #1 

ВП У В, =А, = { (0), у (0)}, РО; в А, касается У ШБ». 
к=1 


К=1 


3° 0<Е<1, [2(0)—2(1)|-!9(0)—у(1)1<0, 
{—{ 
РУ В, =В:- В}, где Ву = (0), у (0)}, Вз= {2 (4), у(1)}, 


К-=1 
1—1 


Р; в Ву и В} касается У, Б,. 
К=1 


* Этот общераспространенный индекс ветвления Урысэна-Мепгег’а на 9 боль-- 
ше введенного в (*) для упрощения. 
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2 
1 
> 


З-Й 
ИА 
в 0<<«, ВЫХ, =С,= {2 (0), у (0)}, 
К-1 
2—4 
Р; в С; касается У, О,, 

К=1 
при { —> << расстояние от 12(1, и(1)} до С, на стереографической 
проекции стремится к 0. 

1—1 


5°—ю << о, В, [| о Р‚. пусто, при | {| —> со расстояние от {2 (8, 
К 


у (#)} до Су на стереографической проекции стремится к 0. 

При этом пересечение `/). с любым компактным подмножеством С 
исчерпывается после конечного числа этих операций *. 

Обратно, всякий такой процесс строит О, обладающее всеми ука- 
занными свойствами, включая условие РК. 

Если, кроме предположений порвого абзаца $ 3, дано, что СС на 
стереографической проекции и С—ЮШ состоят только из конечного 
числа компонент связности, то весь этот процесс обрывается на конечном 


шаге. Действительно, если р; не увеличивает числа компонент связности 
1—1 


С—\У 0,, то О; может быть только вида 3° и 4° и, таким образом, 
— 
к=1 


1 
уменьшает конечное число компонент связности** множества СС -- У! Р,.. 


К=1 
Пусть для определенности С ограничено, связно, г связчо и ==) 


состоит из конечного числа Кс_р компонент связности. Тогда 


У р : | 
ра, В = А Ка, (1) 
где Кр.с,— Число компонент связности Р-+С,, Ур. — сумма индексов 


всех точек ветвления Р, р—число ветвей О), уходящих к Су, и 2— 
общее число всех точек ветвления. Справедливость этой формулы сразу 
следует из сохранения знака равенства при совершении каждой из 5 
основных операций построения Р. Формула (1) дает возможноеть при 
всех этих предположениях строить все типы возможного расположения 
р относительно С. 


Пусть, например, г=1, Кс_-,„=2; формула дает три возможности: 
1) Ков, =2, Ур=0, р=0 (тип Д ом. на черт. 1); 


2) Ко-,=1, Ур=0, р=2 (тип Р ом. на черт. 2}; 


) 


3) Ко+с,=1, м р.=1, р=1 (два возможных типа О 
см. на черт. 3). 
Оба последние типа ОР топологически эквиваленгны, однако раз- 
личны, если рассматривать только дифференцируемые стображения. 
* Ясно, что при #=1 возможны только случаи 17 и 5. 
*=* На стереографической проекции. 
а 
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В частности, в задаче Петровского, если требовать от С, С, и С, 
связности, а от }, и }, существования, единственности, непрерывности 
и различия граничных полных дифференциалов на О, то Р может 
быть только вида, описанного в 1°и 5°. 

Случай г=1, Кс-р=3 значительно многообразнее. Мы приведем 
здесь (черт. 4) по одному представителю топологически различных ти- 


ЕЙ 


Фиг. 1 Фиг. 2 Фиг. 


пов О, которых насчитывается всего 19 (везде С изображается в виде 
внутренности большего круга); 

Каждому} из1 топологически различных типов соответствует, вообще 
говоря, несколько дифференциально различных типов. Тут возможен 


1 [ 3 ы И 
1 2 й у } 1 2 з Я 
6 8 9 Ш 
3 9 ( 


7 
1 
// А 13 14 И 


б) 9 ЫХ 28 9 Г: 7 г 
Фиг. 4 


двоякий подход. Можно считать эквивалентными (внутренняя дифферен- 
циальная эквивалентность) такие Ри О’, между которыми можно уста- 
новить гомеоморфизм, сохраняющий структуру точек ветвления; точнее, 
если две ветви О подходят в точку ветвления с одной и той же сто- 
роны, то две соответствующие ветви О’ также подходят в соответству- 
ющую точку ветвления с одной и той же стороны, и наоборот. С дру- 
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гой стороны, можно считать эквивалентными (внешняя дифференци- 
альная эквивалентность) такие О на С и О’ на С", что между Си С’ 
можно установить взаимно однозначное и непрерывно дифференциру- 
емое в обе стороны соответствие (с функциональным определителем, ни- 
где не равным нулю), при котором О переходит в О”*. 

Например, 5-му топологически различному типу соответствует 
6 внешне дифференциально различных типов (черт. 5). Типы 1—2, 3—4, 
5 —6 внутренне эквивалентны, так что внутренне дифференциально раз- 
личных типов тут имеется только три. 

Мы здесь не будем заниматься подробным рассмотрением понятия 
дифференциальной эквивалентности, связанного с совсем иным циклом 


й 2 4 4 5 6 у 
Фиг. 5 
вопросов. Ограничившись наглядным представлением этого понятия, 
дадим на схеме топологически различных случаев разбиения круга на 
три части при каждом типе число внутренне и внешне дифференциально 


различных типов. Всего получается 80 внутренне дифференциально 
различных и 154 внешне дифференциально различных типов. 


$54 


Задача Петровского может быть обобщена следующим образом: 
Пусть область С представлена в виде суммы попарно не пересекающихся 
множеств 
= -С.-+... тб, Б, 
где С,,..., Сп— области, а 

р=СП (Су [|] бу Су П би -- би | бт) 
тут в скобке стоит объединение всех попарных пересечений границ. 
Ну ва С []б,..., СП С, заданы соответственно непрерывные функ- 
ции }, (В), ..., (В), совпадающие на О (т.е. образующие на С 
единую функцию }{В)) и имеющие в каждой точке Ш) граничные 
полные дифференциалы, причем для каждой точки АЕ, если Си». 

.› С:и- все содержащие ее границы, граничные полные дифферен- 
циалы 4], (4), ..., 4Х, (А) все различны. Ставится вопрос о строений 2. 

Го, что строение может получиться иным, чем в $ 3, показывает 
боковая поверхность правильной четырехгранной пирамиды; здесь С 
представляет собой квадрат, 2) —его диагонали, С, С., С, м С, — тре- 
угольники, на которые квадрат делится диагоналями. 


* Возможно, что при этом придется считать Р) достаточно гладким. 
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Аналогично лемме 3 $ 2 доказывается, что если А является пре- 

о | г. д п 
дельной точкой для С„[] Си, тоС,ПС,, имеех в А касательную (4. 
Отсюда сжедуст, что Д не имеет изолированных точек и обладает в каждой 


п (п 


:. `. ь 5% 
своей точке А одной или несколькими (не болыне =”) касатель- 


ными 1; точнее, через А можно провести прямые [4 так, что есла взять 
любую систему углов с прямоугольными сторонами и общей вершиной 
А, содержащую все эти прямые (кроме точки А) строго внутри себя, 
то эта система содержит также все ) в достаточной близости от А, 
и при этом ни одну из прямых нельзя выбросить без нарушения этого 
свойства. 

Таким образом, в. каждой точке АЕС определено конечное число 
направлений * ©(А). При дополнительном требовании непрерывности 
(на 2) граничных полных дифференциалов многозначная функция $ (А) 
становится непрерывной сверху **. Более того, можно утверждать сле- 
дующее: 

Свойство ($,): если последовательность А,, А,,’..., Аз... (ве А; ЕР) 
сходится к АЕД. и некоторая последовательность значений ©(4А,), 
© (А,), ..., ®(А;), ... сходится к направлению ©,, то поеследователь- 
ность направлений АА, АА,, ... также сходится к направлению ©. 

Действительно, без ограничения общности можно считать, что 
все А;ЕС,, [] Сы и все $Ф(А;) являются направлениями касательных 
кС,, [] Сив А. Тогда ясно, что АЕС,, [| С‚„; но это множество имеет 
в А касательную с направлением $; из непрерывности изменения 
граничного полного дифференциала следует, что © (А) —>%,. Таким об- 


. >05 
разом, $, =®,; из А; ЕС, [|] С», вразу следует свойство ($.). 

Отсюда непосредственно следует такое свойство функции ©: если 
для некоторой точки АЕД все значения ®Ф (А) суть ©,, ©., ..., Фр, ТО 
при приближении А’к А по О с направлением А <; все значения 
Ф (А’). стремятся к ;. 

Если известно, что граничные полные дифференциалы являются 
единственными; то выполнено следующее 


Свойство (г): Если для АЕ существует угол величины «т, 
содержащий /) вблизи А внутри себя, то А является предельной точ- 
кой по крайней мере для трех компонент связности множества С —Р. 

Действительно, легко видеть даже большее: А в этом случае не 
может входить только в две из границ Си, Сы, -.., Со: Пусть, на- 
пример, А входит только в Сим С»; тогда С, [| Сы, имеет в А касз- 
тельную /?; Из условия следует, что С, [] С» вблизи А расположено 


* Отметим, что иа прямой два противоположных направления здесь не разли- 
чаются. 
** Многозначная функция у=/(х) называется непрерывной сверху 


(см. (12)), если из Иш г =’ и а /(2,) =” (где под /(х») понимается какос-либо 
70—00 7%->55 


из значений ] в ©„) следует, что у’ является одиим из значений 7 (’). 
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только по одну сторону от своей нормали пл. Отсюда одна из областей 
С, или С, имеет в А касательную [4, что противоречит единствен- 
ности граничных полных дифференциалов ар и а}, в. А. 

Ясно, наконец, что в последнем случае 2 не ‘имеет точек возврата, 
т. е. точек с единственной касательной; вблизи которых все Д распо- 
зожено по одну сторону от нормали. 

Аналогично $3 можно изучать заданные-на С вне зависимости от 
функции } замкнутые в С множества О), имеющие в каждой своей 
точке комечное число касательных, направление которых является 
непрерывной сверху многозначной функцией точки О. Мы предполо- 
жим также, что выполняется свойство (п) и рассмотрим строение Др 
вблизи некоторой точки АЕД, предполагая, что некоторая окрестность 
точки А пересекается только с конечным чйслом* компонент связно- 
сти множества С—Д. Без ограничения общности будем считать, что 
А — Уд — 0. | 

ТЕОРЕМА 4. При всех предположениях предыдущего абзаиа О 
вблизи А состоит из конечного числа непрерывно дифференцируемых 
кривых, а именно: += 1; (1), у= 9:(1) (0<#<1), причем 2; (0) = у; (0) = 
—=0, 2; (1) и у;:(Е) существуют и непрерывны на ввем отрезкв, [0,1] и 
12:(8|-Е|9:(#)| >> 0; любые две кривые имеют единственную’ общую 
точку, именно А. Касательные к этим кривым в А совпадают с ка- 
сательными к О в А. 

Доказательство. Прежде всего, О`не. содержит изолирован- 
ных точек. После поворота осей координат и подбора чисел г и з,, 
0 <:<1, 0<=а,, можно считать выполненным следующее: прямая 
у=0 является касательной к О в А и область 


НЕ [О<2<а, 


пересекается только с конечным числом компонент связности <(—); 
при этом 2 [Г] Н имеет А предельной точкой, а прямую у= 0 —един- 
ственной касательной в Д; далее, для любой {х,ЕОГ]Н выпол- 


няется Е | <. г . Требуется исследовать строение ДР [|] Н вблизи А. 
д 71 


Примем, что прямая х=0 не является касательной к О в А. 
В противном случае, мы могли бы добиться этого подходящим аффинным 
преобразованием плоскости; ясно, что как все требования, наложенные. 
на О), так и утверждение теоремы 4 сохраняют свою силу при совер- 
пении такого преобразования. Кроме этого, пусть ф, — некоторое не- 
вертикальное направление, не являющееся одним из направлений ка- 
сательных к Ов А. Из непрерывности изменения направлений каса- 
тельных к Ш) следует, что при достаточно малом з, можно считать, 


* В обобщенной задаче Петровского это выполняется, если каждое из С; с0- 
держит вблизи А конечное число компонент связности. 
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что 


у 
6 


а, 


<: | сб 


: | } 8 
у 
2 Го 2 | | <=, не имеет ни вертикальных касатель- 
ных, ни касательных с направлением ф,. 
Множество Н —Д [] Н содержит только конечное число компонент 
5: 3= 
связности. Действительно, на отрезке Т=Ё [г-н у |< р } может 


быть только конечное число точек Р, иначе предельная точка обла- 
дала бы вертикальной касательной. Пусть эти точки делят Т на 
конечное число (быть может, равное единице) частей; возьмем 


в каждой из них по точке; А, А,,..., А,. Кроме того, возьмем 
в каждой из компонент связности С— ЛР, имеющих общие точки 
с Н, по точке: В,, В,, ..., Вь. Тогда любую точку А’ЕН можно 


соединить по компоненте А’в С—Д содной из В,. Мы можем это сде- 
лать, либо оставаясь все время внутри Н, либо хотя бы один раз 
перейдя его границу; но в последнем случае мы можем, очевидно, 
соединить А’ но компоненте А’вС—Дс одной из А;, все время (кроме 
последнего момента) оставаясь внутри Н. Отсюда непосредственно 
‘следует утверждение, сделанное в начале этого абзаца. 

Будем считать также, что е таково, что все множества Н., = 


-Е {0<2<ь, 


Ё | < :} (0 < в, <=,) пересекаются с опним и тем 
же числом компонент связности С— О. 

Пусть А’ЕБП]Н есть предельная точка для компоненты связно- 
сти С, множества Н—ОП]Н. Мы докажем, что для всякого 8, > 0 
найдется такое 8, > 0, что любые две точки В, и В, области С., 
для которых т (В,, А’) <6,, г(В,, А’) <8,, можно соединить кризой по 
с, | Е{т(В, А’) < 5,}. Пусть для некоторого 8, это не выполнено. По- 
строим последовательность вложенных друг в друга параллелограммов 
п, П,, ...... Пь... © общим центром А’, стороны которых имеют, 
направления, вертикальные ко,, и стремятся к нулю при увеличении 
номера (П,С-С,). По предыдущим соображениям, на каждой из сторон 
каждого параллелограмма имеется только конечное число точек О. 
Таким образом, Н—ШО[]Н на оторонах каждого из ПН; заполняет 
несколько интервалов; возьмем в каждом из них по точке: 


А 


(считаем П, настолько малым. что все.А; >> 0 и диагонали П, меньше 5,). 

Очевидно, всякую точку С,, лежащую внутри П;, можно соединить 
по С, с одной из А; ломаной с конечным числом звеньев, не выходя 
за пределы П;. Отсюда сразу следует, что для каждого # найдутся 
два натуральных числа т; и п; (1<т,; <п.<^,) таких, что точки 
Аи А„, нельзя соединить по С, в пределах П,. 


т; 
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Мы будем говорить, что пара точек [А1, А/] следует за парой 
точек [4;, 4] (1< ]), если А} можно соединить с Аа А/—с А! (или, 
наоборот, Ар с А, а А/—с А!) по С, в пределах П;. Среди пар 
[4}, А], очевидно, существует такая, за которой следует со пар вида 
(А, А} ]; пусть это будет [41,, А\]. Среди следующих за ней точек 
[ А, АЗ возьмем одну [А;,, 4$] из обладающих тем же свойством ит. д. 
Получим последовательность следующих друг за другом пар 

ты Е Арль» [4:, НЫ ей 
таких, что никакие две точки а и ЯН нельзя соединить по С,, в 
пределах П.. 

Если теперь соединить * каждую из точек де: 838, ВОВА: В. 
по С, П ть а также Ия с Аз по С,, то все соединяющие линии можно 
очевидным образом объединить в одну замкнутую непрерывную кри- 
вую ‚В Па 

2=7(, у=у(й (0<1<1), 

2 (0) =2(1) =2^, 9(0)=у(1=ул.. 

Пусть 
ВИ) = А, ОТ, 

легко видеть, что можно построить замкнутую кривую без самопере- 
сечений В, (1) (0<:<1), В, (0) =В, (1) = А”, являющуюся подмноже- 
ством кривой В (1); это следует из того, что кривые В(#) (0<Е=&) 
и В(1) (1, <#<1) имеют единственную общую точку А’, а В(#) (< 
<{1<ь,) не содержит А’. Полученная кривая В, (1) делит плоскость. 
на две части. В ограниченной части С, имеются точки О, так как 
В, (&) и В, (1—2) при достаточно малом &>0 нельзя соединить по 
с, ПП,. ВП С, не может быть расположено все на одной вертикаль- 
ной прямой, так как О []Н не имеет ни изолированных точек, ни 
вертикальных касательных. Возьмем в О [|] С, крайнюю правую или 


крайнюю левую точку А; такая найдется, так как О [] С, [) С» может 
содержать только точку А’ (или бызь пустым). Так как в А верти- 
кальная прямая не является касательной, то все О вблизи А можно 
заключить в угол величины < т. По свойству (п) А является :иредель- 
ной точкой по крайней мере для трех компонент С—Ш. Если одна из 
них С, не имеет общих точек с С, (такая всегда найдется), то С.С-С», 
так как В, (ЕС, при {=ОиЁ-1, а В, (0) = А’ЕР. 

Но АЕС,)С,; таким образом, при достаточно малом е, Не, не пересе- 
кается с С,, что противоречит определению =з,. Это и доказывает утвер- 
ждение, напечатанное курсивом. 

Докажем теперь, что любая точка Н[]0), имеющая свыше одной 
касательной, является предельной по крайней мере для трех компонент 


^ 


связности Н— НГО. Действительно, пусть А— такая точка. Пусть 


* ля этого, в случае надобности, изменим порядок следования точек в паре. 
д 
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1, 1,....(,— все касательные к Р лучи, проходящие через А (каса- 
тельный луч — это луч, который направлен по одной из касательных 
крвА, и притом такой, что в каждом углу, содержащем внутри 
себя этот луч, в любой близости от А найдутся точки 0). 

$>2. Если < =2, 10 [1 и [, не направлены по одной и той же прямой, 
и наше утверждение следует из свойства (т). Если $ > 3! проведем бис- 


сектрисы 6, 6,,...,Ь, углов между соседними лучами. Пусть С:(ё= 
=1,2,..., 8) — компонента связности НЯ — НГ] О, содержащая 6; вблизи А. 


Наше утверждение будет следовать из того, что срэди С; нет совпадающих. 
Цействительно, если бы было С,;= С;(1=7), мы соединили бы по С; 
точку В; ЕЁ, с точкой В;ЕЁ; (В; и В; близки от А) кривой /. Тогда 
замкнутая кривая И, а содержит внутри себя 
точки 2; это приводится к противоречию аналогично предыдущему. 

Далее, каждая точка возврата ОР является предельной также по 
крайней море для трех компонент связности Н — НПО, что непосред- 
ственно следует из свойства. (п). 

Докажем, наконец, что на Н может быть только конечное число 
точек Р, имеющих свыше одной касательной, а также зочек возврата Д. 
Действительно, в противном случае, по только что доказанному 
(и конечности числа компонент Н — НГ] Ь) следовало бы, что мы могли 
найти две точки А ЕНГВ и А, ЕНПЬ, А, - А,, являющиеся предель- 
ными для одних и тех же компонент связности С,, С, и С, области 
Н-—НПР. Нусть Аз, А, ..., А, ...— последовательность точек С, 
‘сходящаяся к А; (1 =1, 2, 3; ] =1, 2). Из доказанного следует, что можно 
соединить Арс 4} Ас А ит. д. по С; кривыми Ц;, Й,,... так, 
что расстояние от И. до А; стремится к 0 при А —> со. Отсюда заключаем, 
что все /, №, ... можно объединить в одну непрерывную кривую 
с началом в Ар и концом в А;. Если, далее, соединить Ан с 4+5 по 
С: (1 =1, 2, 3) и избавиться от самопересечений, то мы получим в Н 
три непрерывные кривые [; = {0 <:<1, В = В, (:)} без самопересече- 
нии такие, что 


В \0=д,, В) =А», Е410<:<31. В=8В,@] Сб: @=1,2,3). 


Одиа из этих кривых, очевидно, содержится между двумя другими. 
Пусть это будет [,; тогда и С, содержится между [, и [,, откуда выво- 
дим, что С, совпадает со своей компонентной связности в С—Р. Но 
ЛЕСь,, что противоречит определению з,. 

Итак, можно уменьшить =, таким образом, что на Н., не будет ни 
точек возврата О, ни точек О с двумя касательными. Добавим к ДН 
полуинтервал [1 =Ё { —з, < 1<0, у=0} и рассмотрим О, =:- (БОН) на 
области Р=Е{|5|<з,, |у|< ==}. О, удовлетворяет на Р условию 
теоремы 3$3. По этой теореме ОГ]Н вблизи А состоит из конечного 
числа непрерывно дифференцируемых кривых, касающихся оси абсцисс 
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в А и пересекающихся только в А. Таким образом, теорема 4 полно- 
стью доказана. 

Свойство (Ф,) является в этом случае следствием свойства (^) и ко- 
нечноста числа компонент связности С —Д вблизи А. 

Если любое компактное подмножество С пересекается только 
< конечным числом компонент связности С—Д и выполнено свой- 
ство (п), то ) имеет такую сме структуру вблизи каждой своей точки. 
В этом случае ДР является объединением 2, --),+..., где каждое О, 
и собою кривую х=х;(Й, у=у;( с непрерывными 2’ (#) 
пу/фи я (+ у (00 фазе или О<1< <, или —ю<ё« о), 
не имеющую кратных точек, кроме, быть может, совпадаюгцих концов. 
При этом различные кривые ЛР; могут иметь в качестве общих точек 
только свои концы, и каждый конец каждой кривой совпадает по край- 
ней мере с двумя другими концами этой системы кривых. Пересече- 
ние же ДР с любым компактным подмножеством С исчерпывается после 
конечного числа этих операций. Обратное справедливо, если только 
выполняется свойство (г). 


$5 


Подобное различение можно проводить и в теории дифференциаль- 
ных уравнений в частных производных. Пусть, например, имеется 
краевое соотношение между частными. производными 1-го порядка, 
функции же задаются на некоторой области С. С точки зрения теории 
функций естественно искать решение уравнения со всюду на С, суще- 
ствуюшим полным дифференциалом, коэффициенты которого удовле- 
творяют заданному соотношению. С обычной же точки зрения диф- 
ференцигльных уравнений естественно требовать сущебтвования на С, 
предельных значений непрерывных на С частных производных (непре- 
рывная дифференцируемость «вплоть до границы»). Однако и тут могут 
быть два различных подхода. С одной стороны, можно требовать только, 
чтобы существующие пределы частных производных удовлетворяли 
заданному соотношению; при этом наличие предельных полных диф- 
ференциалов не обязательно. С другой стороны, можно требовать 
существования предельных полных дифференциалов, коэффициенты 
которых должны удовлетворять заданному соотношению. Ясно, что 
такие подходы не эквивалентны; это следует хотя бы из приведенных 
в начале статьи примеров. 

Считаю своим приятным долгом отметить помощь и ряд ценных 
указаний, полученных мной от В. В. Степанова и И. Г. Петровского 


при написании статьи. 


Поступило 
7.1.1946 
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А. МУЗНК!$. ОХ ТНЕ ЕХТЗТЕМСЕ ОГ ТНЕ СОМРТЕТЕ ПЕРЕВЕМТТАЬ 
ОХ ТНЕ ВООМОАВУ ОЕ д РТАМЕ ОМА 


ЗОММАВУ 


$ 1. Беё а Гапейоц }(В) Ъе дейпей ш Ше уешиу оЁа роб А о! 
\Ъе Боипдагу С, 0{ ап ореп (Ъиё пой песеззаг Лу сопцесе@) р1апе зе С. 
Уе зваП зау Шав } (В) роззеззез \№е сошр1ее А1егепыа1 а}= ах -- 649 
ар Те ро А И ШМеге ех1з т (В). апа 


7 (В) — Иша (В) =а(тв— вл) НВ (ув— у) Но [в 24| Ув— Уд). 


У\е зВаШ зау а р!аце зе Е Ваз а ‘апоець 1, а6 а оотёь КЕЕ’ И 

а) [к 1за зта1еЪь Ппе разяще ШгоаеВ К; 

Ь) 1ог аву райг о{ апе1ез УИВ змта12 6 з14ез Ваушо Фе соштоп уег- 
цех а К засЬ \Ваб а! роз о{ (к, ехсерь К, аге 1ппег ро1пёз оЁ Ще 
ап21ез, 1№е рагё оЁ Е Бе]опаше 10 а за слер у зшаП пеовойгвоо4 
о{ К Иез уйращ Фе апо]ез (фе сазе КЕЕ 13 ааищед). 

ГЕММА 1. 1] (В) Раз Фе сотр!ае а] етепиай аё АЕС,, еп йе 
атр]егепиа| 15 итдие #} ап4 оу 1] С йаз по аапветЕ аё А. Г} зией а 
запзепё [л ел151$, еп Ше запзепЕ рапез 10 з=}(В) ргозлае4 аё (еа5 
опе зисй рапе ех151$, ротт а сшяег о} рапез, ий йе ехсерйоп о] 
йе оегисай рапе, тий йе аллз ргоуесипе ото 14. 

Гщ сазе ] 13 сопЯраоцз]у 91егепмае оп С апа В Вт х (В), 

В- ВА 


Ни /, (В) ех1з, 4} 4оез поф песеззаг у ех1зё а6 АЕС,; Маз 13 вом Бу 
В>А 


ехашр[ея. 

Ву а, (В,В,) (В, ЕС, В, ЕС) ме шеап, ассог4аве {о Гаугепией, Ве 
отеа{ез6 1о\ег Боип@ оЁ Ше 1епе\}з оЁ тесйНа е согуез 1у12# 11 С апа 
роте В, миВ В, (ме рш а,(В,В,) = с, И \еге 15 по сигуе оЁ засЬ 
Е1па). И АЕС,, ВЕС, \№еп а,(ВА)= Пт р шт! а,(В,В). Ву г(АВ) 


В1->›А, В1Е 
же шеап \Ве 413{апсе тот Ао В. А рошё АЕС 13 ва №ю Бе ме! 
— м (ВЕС) 13 Боциае4 ш а пеоВБоигВооЯ о! А; 
офег\1зе А 13 за1А 10 Ъе Ба1у ассезз1Ь 1]е. 
ТНЕОВЕМ 1. Ге }(В) Ве аейтей оп С т а пешйфотйооа о} а те 
ассезБе ротё АЕС,. 5иррозе Пт }(В) ез1515 апа аИ йе аеггоиеа 
В->А, ВЕС 


питфегз О,} (гезр, 0,]) расе йе Пти! а (тезр. 6) а А. Ттеп аах + 6 ау 
15 Фе сотр ее арретепиай о] р ай А (оаПе@ \\е 11т1% сошр1езе 
41 {егеп 11а] т 1118 сазе). Сопсегзе[у, #} АЕС 15 а Фа4Иу ассезя Ще 


рот, еп йете 15 зисй ап роп С Ша Ит (1(В)=0, аП БЕ ате 
В-А, ВЕб 


фоип4еа оп С апа 4еп4 10 2ето аз ше ро арртоасйез А, Вий йете 18 


по сотрее 4ерретепиа[ о} р ай А. 
ТЬ1з`Меогем сап Ъе ехцеп4де4 длгес Му 10 апу пишЪег о{ ш4ереп4епь 


уаг1 а [ез. 
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11 Фе сазе \уВеге } 15 ипИоги!у сопйпаоц; 10 а пееВБогвоо@ ог А 
4Ве сопАНлоп \№аб а4х-- ау Бе Ше сошр!ее Шегепаа| оЁ } аб 4 
156 Бе шо йе, аз 15 зВо\и Бу ехатр1ез. 

И, тау оссаг Ша Цеге ех1зё 

Но / (В), Пш (В) =а, Ишр, (В) =6, (1) 
ВА ВА В-А 
Бис ах -- 6 Чу 13 по сомр!еюе ЧИЁегеныай оЁ $, 3Поизь \е 1аЦег сх 
ТЫ 8 13 <Бомп ру ехатр!ез. У\Уе а!з0 олуе ав ехатр!е оЁ а Чотазт С. 
\ИВ а Рау ассезз16]е рок АЕС, чаев а И \№е Пмиз (1) апа 47 
ех15, Мей песезза у 4} =аах- ау. 

8 2. Тье ГоПо\мае руоеш оЁ 1. Реро\зКу 13 сопзадегед: 1е ап 
орей С ре гергозетие4 аз \е заш 0Ё рай\узе 41$]0106 зашатаюаз: 
с=6,-+0,--0, уъеге С, С, же ореп эа р=П6,=СП 6. 
биррозе №0 сопипоцз ГапеМопз {, ап@ |, эте 4еНае@ ов СГ Сб, ава 
СПБ. гезресмуе1у, сот: е оп Р ап@ роззезаие сопйпиой& рагиа1 
Чеглуамуез, еась ой Из Ч4оташ; 1её |. — ах "„— 12| > 0 ов В. 
Тре ргор|етш 1$ аз ГоПо\з: пп4ег \Ваб сопд лов: Р Ваз а змар!е ягие- 
ише, {ог тяапое, 13 а сигуе х=х(И, у=у(р) ИВ сопипаойв <’ (1), 
ие, Иж [> 0? 

Оегепь гезиИз сап Бе о\ашей ип4ег ЧИРеветь везласйовз парозей 
оп Ч Негермар цу о? Гапемопз оп В. 

И ме заррозе оу \а6 Ше сотр1ее аетевй а]: о! }, ав@ }, ехь, 
раб Вауе @13пер Итиз, оп О, Феш ‘Ве зутасаре 
сотр1сае, еуеи и Л 
паоиз (схашр!ез 8 ава 12). 

ТЕММА 3. 1} р апа }, расе @зйтс боппаагу 4грретепай$ ай АЕБ, 
пел О раз а 1апзепЕ аё А. 

| фезе Чегета! аге Поы Феретма |, 


о{ р тшау Ъе уегу 
Ваз аа едланоп у=е (2), \Пеге $ 15 сопи- 


Шей фе Флесмой оЁ Г 
Череп4з сопйпиоиз1у оп А. Еетешщагу япоиаИлез 1 1113 сазе ате 
гебоги роз (0Ё Ще цуре у = 25°). 

Моге сотр Псаце@ зпоч[агИлез шау, пеуефе]езз, оссиг. 

И ме гедлаге бБаф пе 413йпеб Ппц сотр1ее аИ!егепца]$ Бе пищие, 
Мей по гебиги ро10ё ау оссиг, Боб гаМег сопрИсабе4 это ]ат тез тау 
За факе расе. УМе свом 1а $3 Ша чпдег Ме а@@лопа] сопдилов 
Ва С, С, апа С, Ъе соппемеа, Р Ваз \е абоуе заре утгас\аге. 

Сопз14ег {Фе сазе, \увеге 11 а пезорБогЬоо4 о! А Д сзи Ъе гергезез- 
е4 Бу ап сааайой у=Ф(х) УИЬ ф сопипаоцв. Ч 

$,3.`Неге фе зуиобиге оЁ а 366 Д 13 зпуезаямей е1опете 10 ап 
ореп `рЛапе 3е6 С. О 13 варрозед 40 Бе Чепзе за иИзеИ, с1озед пп с апа 
\0 Пауе а6 еасй ро А а цапсепь [. \Ше Фтесмоп оГ уме 4ерепа® 
оп А сопипиаоц у. ТВе гоПомше сопдилоп (п) 18 ао ппрозе4 оп РБ: 
11 еуегу пелоЬогроо& 0 (А) оЁ ап аглИгагу АЕД \Теге аке ротиз о! В 
ой ро э14ез оЁ Бе погхаа] ид № ВБ. 
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ТНЕОВЕМ 2. биррозе, }ог аеНпиепезз, А= (0, 0), [л соёпе4ез ий 
йе л-а1з. Тйеп рот зи}реет у зтаШ в Ше зеё р.=рП Е {23 в; 
[у| <=} 25 епс105е@ фецуееп Фе втарйз о} мо сопипионя у аерегепва е 
Гипсйопз у=у, (2), у=у.(х), Черте4 оп |х|<е. Тйегебу 

уз (2) < у, (2), |9,(2)|<е, |9,(2)| <», 

у, (0) = у» (0) = у, (0) = у, (0) =0 
ап Фе втарйз (летзейсез Беопз 10 О. Тйгоизй есегу рой А’Е р. раззез 
аё [еа5$4 опе ситсе у=ф(т, А’) 4ейтеа рог |х| < =, мей 6610188 рой 
10 Оь; ете аге 1%о зисй ситоез фай епсйозе а йе ойег; тез а ронсй 
опе апофег а? А’ ап4 ;фает папвет$ аё А’ еп4 ю Ше х-ажя ах А’ 
арртоасйез А. Сопсетзей у, апу с10зе4 (т С) зе О йаств засй зтасйите 
аё есету-опе 0} $ роз, заийзрез а сопайлопз о} {йе феттпите о] 
111$ рагастарй. 

Таз (Веогеш епа ]е из 10 маке с[еаг Ве зы’асбате о? ОД аё ап а 
тагу АЕД. 

ТНЕОВЕМ 3. биррозе ётаё фезщез «И ше сопйёнопз о} йеотет 9 айс 
сопайтоп (}) 15 гтрозе4 Фра а пезротрооа о} @ ротё А г4етзесаз ов 
ший а рпие питфег о} соппеспойу сотропепа$ 0} С— О. Т#еп, ог 
а} рслепИу зтаЙ < 0, О. сопзя$ ора рпйе питфег 0} тар о} 
сопйтиои$1) Ч рретепла Ме рапенопз у= $; (2) оп 0<х<: (1=1,2,..., ®) 
опа ор а ппие питфег о] сопипион$1у 4 }рретепиа Ме рапснопз у о, (2 
06 < 2-0 (7=12,..., 1), >11 5 (и ветер ЧЕЕЬ). АПу 
хо отарй$ расе зитеИу опе рат ат соттоп— йе рот А апа 


9 (0) =: (0) =; (0) =9;(0)=0 (1=1,..., №; 7=4,..., 0). 


Сопоетзе!), ату с105е@ зеё роззезятв зисй- зётисфите аё есегуопе 0} 115 
роётиз зайзрез а айе сопайлопз фоттидайе4 аё Ше безттате 0} Циз 
ратагтарь ап4, тотеоьег, йе соп@иот (]). 

НЕ-+1>2, Мел Азз са|ед Бгашев-ро1мЕ оЁД, ап4 с пишьоь 
Е-Е1 13 са|е 1п4ех о! \\е фтапев-рои\%. 

И ме Бауе товеоуег (сопд азов (Р)) аб еуегу сотраеь зарзеь о? С 
1и4етзесь оу УЦЬ а НПице паштег о! соппесмуцу сотропепз 097 С —Р,: 
\Беп О а1зо Баз засЬ зтасфиге ак еуегуоре оЁ Из рониз. УМе слуе а 
<Деаг тпефо@ о! сопитасйой оЁ а зе оЁ заеБ Капа. 

ИН С в Боппае4, соппещей, г-соппесфей ап4 С— РБ сопзьиз оГа Ппие 
питрег Кс_р 0! соипесмузбу сотроперз, Фец 


; 1 1 
о У р 5 Р=г—1- Авер ^) 


\веге Ар: с, 13 Ме пишфег оЁ соппесмуцу сотропениз ор-а,, Ур: 
ео зат 0’ 1иа1сез оГаП РгапеВ-рошиз о! Л, р 13 Ше пишег оЁ Ътапефез 
арргоас1о С, ап4 2 13 \№е патег о! ргавсй-роиз. Тве 415сизя1от о! 
а роззЬе сазез Гог г=4, Ас-р=2 апд г=1, Ка_-в=3 13 сагые@ 
ФБтомеВ. 


392 А. МУБНК 5 


$ 4. РгоМешт оЁ Т. Ремо\зКу 13 вецега 124 40 \фе сазе \Ъеге С 15 4е- 
сотрозе 1140 апу Нпие патабег ой ореп зе{з. Уе апа1узе \№е ргорэгйез 
о! Р ип4ег уаглоиз гезизойотз оп ЧаИЁегепаа5Ииу оЁ Ве шисйопз оп В. 

Аз 11 $3 м2 сопз14ег \№е с10зе4 (1 С) заЪзез Р оЁ С аб Вауе а 
еуегуопе о! Из роз сопипоепслез (зее (°}) сопз13И пе о! Паце патфегз 
о! гауз \Возе ФтесЯопз аге алойопз оЁ ро1п{з о! Р сопипиомз аБоуе 
(зее ('?); {ВегеБу: оррозце @тесйойз оп а 1206 Ипе аге з4епийПед). 
\У\Уе а150 питодиасе фе 1оПоуйае ргорегбу (п): Ш 1Беге 13 ап ап]? о! 
шаспйаде «т а6 А \Ъа1еЬ епс103ез р ш а пезВЬогвоо4 о! А, ев А 
13 ПИ ро! о{ аб 1еазё \гее соппесмущу сотропепз о @— О. 

ТНЕОВЕМ 4. [} ип4ег йе сопайтопз ]и5 рогти]ще4 зоте пезеФотгйоо4 
0} АЕР 1т41ег5ес4$ хий а рпие питфег о} соппесйрйу сотропепаз 0] 
С—2, Шеп т фе мотиу о} А О йа; Ше рюЦотртв Яятвашге: зиррозе, 
рог 4ерйптиепез$, Ф!аё А=(0, 0); Меп т а пезйФотрооа о} А О сопз$ 
10} а пдпие питфег о} сопипиоизГу агрретепиаМе ситоез =, (1, 
у=у;(#) (0 <= 1); ШегеВу х; (0) = у; (0) =0, х:(#) апа у:(1) еззё апа 
ате сопитиоиз$ оп йе трое зезтепЕ [0, 1] апа |х:(8|-|ч;(8) |? 0; апу 
о о} Фйезе ‘ситоез пасе а итщие соттоп ротё— йе ройй А. 

\УУе шаке с]еаг \№е зхгиасбаге оЁ р за Ще сазе уВеге \№е аБоуе соп41- 
Мопз аге ПИИИе аф еуегу ро1пь АЕД. 

$ 5. Ац апа1о2оз с1азз1самоц оЁ Ч1егепиа] ргорегиез оп Фе Ъопи9- 
агу сап Бе питодисе4 1п Гоги аМоп оЁ Ве Боии4агу сопаИлопз Гог 
рагМа] Ч1Йегепйа! едаайопз. 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИЙ НАУК СССР 
ВОЬЕТ!М ОЕ ГАСАРЁМ1Е РЕЗ ЗС!1ЕМСЕЗ ОЕ ГИВ$5 
Серия математическля 10 (1946), 393—410! З6ме та{Нетаначе 


- С. М. НИКоОЛЬСКиИЙ 


ОБ ИНТЕРПОЛИРОВАНИИ И НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ 
ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ТРрИГоНОо- 
МЕТРИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ 


{Представлено академиком ©. Н. Бериштейном) 


В работе лаются точные неравенства для Ит 5ир "Ев (1) прип-> оо, 
где Е» (]) есть ваилучшее приближение функции / периода 2=, имею- 
щей производную порядка г, пе превышающую данную константу. 

Подобные неравенства даются также для приближений функций 
упомянутого класса интерполяционными тригонометрическими многочле- 
нами с равноотстоящими узлами интерполяции. 


81 

Пусть И’ обозначает класс функций } периода 2, имеющих абсо- 
лютно непрерывную производную (г—1)-го порядка и (почти всюду) 
производную г-го порядка ]“ (5), удовлетворяющую неравенству 

|4 (&)|<1 

и пусть Е„({) есть наилучшее приближение функций } при помощи 
тригонометрического полинома порядка п— 1. 

Н. И. Ахиезер, М. Г. Крейн и УТ. Еауаг4 показали, что сираведливо 


равенство [см. (') и (*)] 


зир Ев (/) = (1) 
1ЕУ/ (т) 
РА 
к У("-1) 
и & “) Е ны ы (2) 


п (Руа (2 + 4)" 
У= 


Установлено также, что все а в классе ©, для которых 
при заданном п верхняя грань (1) достигается, выражаются формулой 


с /„„(#- а), 


где о и с — произвольные постоянные и 


т во (2 + 1) 02 | 
Ди (2) = а > бу" — при г четном, 
: { (3) 
29-1 
1 п (в) = у а при почетном. 


у=0 
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Для всякой же другой функции Е’? наилучшее приближение Ё„ (7) 
сзрого меньше правой части (1). 

Если бы мы проследили за величиной Е„(}„„) при фиксированном т 
и различных п, то обнаружили бы, что произведение тЁЕ„(}„) при 
больших ий становится значительно меньшим константы А,. Так, на- 


пример, 4, =->, в то время как из результатов С. Н. Бернштейна [(), (°)] 


следует, что 
1 пЕ„ (1) =0,282 
п><о 


с точностью до 0,004. 

Возникает вопрос*, существует ли в классе У® функция ], для 
которой верхний продел пЁ„(]) при п-—> со был бы как угодно близок 
к А, или равон’А,? Утвердительный ответ на него дает следующая 

ТЕОРЕМА 1. Для любой функции }, р к классу И’), 
имеет место неравенство 


ен зир й^Е п (1) < (4) 


При этом в классе то существует функция }, для которой левая 
‘часть (4) равна правой. 

Самое неравенство (4) непосредственно следует из (1). Что касается 
второй части утверждения теоремы, то оно будет получено как следствие 
из теоремы, относящейся к приближениям диррэрэнцируемых функ- 
ций интерполяционными тригонометрическими полиномами с равноотстоя- 
щими узлами интерполяции. 

И ВА полином порядка п —1, совпадающий с функцией } 


в точках 2 =. (й= 0, +1, 2,...) может быть записан в виде 
© 2 / ( 
5 (1, 2) = ъ—4 № и (&—1) 1 (5), (5) 
х-п<хи«х- к 
где 
Не. 
51 т — = т 
О (2) = - (6) 
2 51 го 


Обозначим через 


М. (= У 109—2)| (7) 


х-п<хкх-т 


норму (константу Лебега) этого интерполяционного полинома (5), равную, 
как изввестно (см., например, (°), теорема ПТ при р=0), 


Ми (в) = я т" #| шп 04. (8) 


* Этот вопрос был поставлен академиком С. Н. Бернштейном на его семинаре 
в МГУ. 
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В моей работе [см. (°) или (’)] было доказано, что верхняя грань 
уклонений функций } от их интерполяционных тригонометрических по- 
пиномов вида (5) в точке х, распространенная на класс И®, равна 


вор |1 (2)— 9 (а 0 (п-"), (9) 
73:0) 


где А, определяется формулой ©). 
Введем в рассмотрение функцию 


^ (5х) = Пл зар 


пс 


(10) 


Нетрудно видеть, что для х=0 (то 2*) ^ (1) > 0; если же х несо- 
измеримо с 2х, то даже ^ (2) =1. 


Основная теорема, доказываемая в этой работе, гласит: 
ТЕОРЕМА 2. Для любой функции }ЕИ’® имеет место неравенство 


творя |7(2)—5, (/, 2) <-2 4,2 (9) (11) 


При этом для любого х существует функция ГЕИ’), для которой 
левая часть (11) равна правой. 


Самое неравенство (11) вытекает непосредственно из (8) и (9). Что 


касается второй части утверждения этой теоремы, то его доказательству 
посвящен $ 2. 


Покажем пока, что вторая часть теоремы 1 является следствием 
второй части теоремы 2. В самом деле, если /— тригонометрический 
полином порядка п—1, то 

5» (1, 2) ==] (2), 
откуда для любой функции } имеет место неравенство Лебега: 


|1 (2)—51 (, 2) |< (#-+ М» (2) Е, (Л, (12) 


где М„(х) определяется по (7), из которого следует, в силу (8) и (10), 
и зир м [1(®)—95 (: Ел (2) Ой зар п"Ё и (]). (13) 


Но для функции ], подчиняющейся второй части утверждения тео- 
2 
ремы 2, левая часть неравенства (13) равна — * (2) А,, а значит, для 
этой функции 


м зар ”Ё, (Л = А 


п>-о 


(так как знак >> в силу первой части теоремы 1 невозможен), что и 
требовалось доказать. 

В заключение заметим, что если бы У обозначало класс периоди- 
ческих функций, имеющих непрерывную производную 1) (#), удовлетво- 
ряющую неравенству 

| 9 (0 1<1, 
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то для этого класса продолжало бы сохраняться равенство (1), в то 
время как для любой функции } этого класса левые части неравенств 
(4) и (11) равнялись. бы нулю; это следует из того обстоятельства, что 
для такой функции 


Е, (ДР =о(п-"). 


Если фуниция } имеет на сегменте [а,6] или на действительной 
оси абсолютно непрерывную производную норядка г—1 и, следователь- 
но, почти всюду производную г-го порядка, то условимся ради краткости 
говорить, что функция ] имеет на ссответствующем сегменте (оси) про- 
изводную /“” перядка г, не добавляя, что {"-1) абсолютно непрерывна. 


82 
Существенную роль в наших рассуждениях при доказательстве 
леммы 1 будет играть функция иг (5), определяемая равенствами (3). 
Если принять во внимание, что 


[но (4) = 10. в пх, 


то [м (2) с точностью до знака получается в результате г-кратного 
интегрирования $101 $1 их, если подбирать на каждом этапе интегри- 
рования произвольную постоянную так, чтобы всякий раз получались 
функции, среднее значение которых на периоде 2х равнялось нулю. 

Для удобства введем в рассмотрение функцию }„(2) при помощи 
равенств 


На = (#+=) при г четном, 


и ТЕ, при г нечетном. } 
Функция /,(2) обладает следующими свойствами: ® 


(14) 


а) 7,(2) имеет на вещественной оси производную /() (2) порядка г, 


т 
попеременно принимающую на интервалах длины — значения 1 и —1; 


пт 


ь).- 1. (=) = (1 —)^ а где А, определяется из (2); 


в) | (т) (2) | < = Ат ых (т = 0:4... т 


пги < пг- 
где А шах (А, -.., 4), 
Положим, далее, 
т = 2—1 за 2 


Тогда функция ф,„ (2) будет обладать следующими свойствами: 
а) Ф, (2) имеет на действительной оси производную порядка г, поне- 
ременно принимающую значения 4 и —4 на интервалах длины №, где 


= (==) < 1; 
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В) (В =(—1) 27 (&=0, 44, ...); 
2 199 @)| < @&=0,4,...,г— 9. 


ЛЕММА 1. Существует константа Г, зависящая только от г, обла- 
дающая следующим свойством: 
Каков бы ни был интервал (а, ао) и для любой системы чисел 


То» Та, + --› Па» 


существует многочлен Р (т), для которого выполняются условая: 


Р® (а) =0 @&=0,;4,.::7=4), (16) 

Р®) (а) =Р® (а ®) =0, (17) 

р® (а + $) — 7--1-к (= 0, 1. в: Г — Е (18) 

| Р® (5) |< зир Е’ для азл<а- о. (19) 
ера > 


Докавательство. Достаточно, очевидно, счатать, что а=0. Пусть 
РЗ?) (1) =% (2) (20) 
— производная порядка г от Р(5) и пусть выполняются равенства (16) 
при а=0; тогда 
х 


Р-№ 1 (1) = | \ (#—1#*5 (04а (Е=0,1,...,г— 4) 


0 


«> у 
Ел 1 +1 : 
пк РИ) = д | (@—0*5 (042 =“ (54 (5) 45, 
| 0 0 
где 

х(5) =$[(41—$)]. (21) 

Отсюда получаем систему интегральных уравнений 
бе \5* (8) 4 А) (22) 


относительно функции у (5). Эта система допускает единственное решение 
в виде многочлена 


х (5) =$(1—5) (ао 5- ... + <,-,5"*), (23) 
так как определитель соответствующей системы линейных уравнений 


не равен нулю. 
В этом обстоятельстве можно убедиться также при помощи следую- 


щих рассуждений. 
Построим многочлены 


К 
Ру (т) = У в (К=0,1....,т—1), 


1=1 
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образующие ортогональную и нормальную систему с весом 
9 (2) =2 (1—2) 


на интервале (0,1), и положим 
1 


К 
ов = У ав, = \ Р‚ ($1 ($) 48 (Ё=0,1,...,г—1). 
1=1 


о 


Тогда многочлен 


г-1 
х (1) = р :Р: (5) 5 (1—х), 
#=0 | 
имеющий вид (23), является решонием (22), при любых числах 8х. 
Очевидно, коэффициенты а, многочлена у (5) линейно зависят от 8}, 


откуда, в силу (22), следует существование константы Г, (зависящей 
только от г), для которой имеет место 


ЕЕ вор Е (0<8<4), 


что влечет неравенство (19) в силу (20) и (21). Равенства (17) следуют 
из (20), (24) и (23). 
Этим лемма доказана. 


ЛЕуМА 2. Существует константа В, обладающая следующим свой- 
ством: 


Каково бы пи было е > 0 и для любого интерзала (а,Ь) при любом 
п >М, где М достаточно велико, можно построить на (а,5) функцию 


Фо (2) Е: Фа (т; а, 5; г), 
удовлетворяющую условиям: 


1) $, (2) имеет на интервале (а, 6) ограниченную производную (г -|- 1)-го 
порядка. 


2) 9% (а) =5%(5)=0 (=0,4,...,п.. 
3) [$ (2) |< 


а Ор 


4) |5 (5)|<1. 


5) В некотором интервале (а ®, 6—®,) 


| а (5) —Фп. (5) <е, 
„де 0<о, ®, < _ ‚ аф, (2)— уже определенная равенством (15) функция. 


Доказательство. Рассмотрим в интервале (а--®, Б—,), где ® 
и ®, будут определены впоследствии, функцию ф„ (2) [см. (15)]. Ее про- 
изводная $7 (5) порядка г (свойство «)) представляет собой функцию, 


2% м 
принимающую попеременно на интервалах длины а значение 9 


—14 
и —9, ге 0<9<1. 
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Таким образом, если 2; (К =0, + 1,+2,...)-— точки разрыва $ (х), то 
$8? (=) =(—1)К&9 («= 1) для 2. << аа. 


Окружим точки 2, интервалами Д, = (5, 2-4 — 57: и положим 
на АД; 
$2 (2) = (—1Ке4 ча т (2—2), 
а вне этих интервалов для ао <х<6—®, пусть 
9 (2) =; (2). 

Таким образом, функция $” (2), определенная на (а-о, 6—6), по 
абсолютной величине не превышает единицы (свойство 4)), и имеет непре- 
рывную производную (свойство ы. 

Пусть теперь $1-®, 9@-2),..., 4.0) =4„— неопределенные интегралы, 
взятые последовательно от $) с теми же соответственно произвольными 
постоянными, с помощью которых интегрированием $”) могут быть по- 
лучены производные $7-1,..., $1) от ф, и сама функция Ф,. Тогда, 
очевидно, каково бы ни было => 0, при достаточно большом т будут 
выполняться одновременно неравенства 


[99 (2)—Ф/^ (2)| <= (Ё=0,1,..., г 1), 


где а о<х<фЬ—®.. 

Кроме этого, пусть т настолько велико, что в интервале (а ,, 
$—6в,) выполняются условие 5) и условие 3) при В=А. Последнее 
возможно в силу условия 1) для Фи. 

Таким образом, мы определили для любого п функцию %Ф„(х), удо- 
влетворяющую при произвольных ® и о, в интервале (а--®, 6—®,} 
условиям леммы. 

Нам предстоит теперь определить ® их, и $,(2) в интервалах 
(а, а ®), (6—®,, 5). 

Не определяя еще « окончательно, будем, однако, считать число ® 

2 


таким, что точка ао совпадает с одним из чисел д” = ре 
(Е =0, +1,...). В силу этого обстоятельства на основании леммы 1 в 
интервале (а, а { ®) существует многочлен Р (5), обладающий свойствами: 


Ро (а) —0, Р® (ао) = (ао) (&=04,...,), 
(т-1-К) ( ® 24 
|Р@) (2)| < сх пр а , ( ) 
о: 
и, так как уже доказано, что 


[99 (ао) |< иж (=0,4,...,г-—1), 


то, если ® = ы ‚ где с > шах (1, Ё[4А}, будем иметь 


, ГА ГА 
|249 ()| < зар ит <=“ < 1. 
0<А<г © С 
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Если теперь принять во внимание, что в интервале длины 


2® Я ‘п 
= — [в = 
Эт 1 < = заведомо имеется точка вида 1,’, то из наших рассуж 


й 


дений следует, что если положить 
В > тах {1, [А, А} 7, 


В 
то всегда найдется интервал (@, ао) с ® < -—_ и определенный на нем 
многочлен Р„ (2), удовлетворяющий условиям (24) и неравенству 
|2 (2)| <1. (25) 
Аналогично определяется интервал (6—®., 6) и определенный на 
нем многочлен Р, (5), удовлетворяющий условиям (24) и (25), где надо 
заменить Р, аи ао, соответственно на Р,, би 6—в.. 
Если тепзрь положить %„(2) равным Р (5) на (а, ао) и Р, (1) на 
(6—,, 6), то функция %,„ (5) будет удовлетворять условиям доказываемой 
леммы. Требуется лишь, чтобы п было настолько велико, чтобы 


2В 
= <6—а. 


Этим лемма доказана. Переходим к доказательству второй части 
теоремы 2. Положим 


| ваз = А, (3) (26) 


и зададим произвольное фиксированное значение х == 0 (то4 2т). 
Возьмем подпоследовательность 9} индексов и, такую, чтобы 


Па Ам; (2) = Пи зар ^в (2) = (1) = (+0), (27) 


ту? 


ЕВЕ ИА 


Тогда, очевидно, х не совпадет: с точками 


2 
"О = Аль ти, 
каковы бы ни были т и Ё=0, + 1,.. 
Заметим прежде всего, что функция 


‚ т —1 а 
ва 5 (2—2) (—1)* р 
Ва (2—2) = м 8 е 
эт 2—2 Защ Вик 
2 2 


меняет последовательно знаки при монотонном изменении К, когда 
точка 1х”) находится в интервалах х— « оли хат хак, 
Далее, заметим, что [см. (7) и (8)] 
НЕ 2 (п 2 
@=дт У 12. = = | вв" 
(п) 


-хк | <а<® 


откуда, приняв во внимание (27), 


“= 11в-+0(1), (29 
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ть (а) = 2 Ашт, +, (30) 
где 
Гук Шт, к->0 при К-> о, || <с (31) 
(2) 
Положим 

з (ть) = И [ть Па ть; (32) 

тогда, очевидно, 
в (т) =о(шт,), гк=о(шт,) при Ё-> © (33) 


и, следовательно, для т, > №, где М№М— достаточно большое (зависящее 
от а) число 


Ти, (а) > ЗК ш т (ть). | (34) 
Положим еще 


Ф, (а, = т ХХ 0, (@—2) в 2”). (35) 


с«х-х т 


Тогда, если функция № (0) имеет на сегментах [1—*, 5—4], [т-а, 2+ *] 
ограниченную производную (г-1)-го порядка и если на концах этих 
сегментов р(®Ю (1 =0 (Ё=0,1,...,г), то существует константа с такая, 
что 


ЕВ (36) 


В самом деле, функция в. (1) периода 2, равная 


0, если |2—#| <а, 
(О; если аа т, 


в. @=1 


имеет, очевидно, ограниченную производную (г--1)-го порядка и наи- 
лучшее ее приближение Ё, (,) тригонометрическим полиномом (п-1)-го 


порядка имеет порядок О (ег). Поэтому, в силу (5), 
Ф,„ (а, в) = Ф, (0, №.) =» (в. , 1) =5, (р., —ь№. (5) 
и, применяя неравенство Лебега, в силу (7) и (8), 


сшл 


|5 (в, 2) в, (2) |< (1 М» (2) Е, (в. <<. 


Из этого неравенства следует, что для п > М, где №М— достаточно боль- 
ое (зависящее от а) число, ] 


Фи (а, в.) | < п". (37) 


Приступим теперь к построению функции /() =}, ({), удовлетворя- 
ющей условию теоремы 2.. 
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Построение ее будет связано с опрэделением рэкуррентным образом 
убывающей к нулю последовательности чисел 


а Че... 
и возрастающей подноследовательности инде ксов 


Иов 
принадлежащих к 3}. 
Пусть п, =1, а,— произвольное число, удовлетворяющее неравенству 
О < а, < т, и на сегмэнтах [1—*, х—а,|, [1-а,, |=] функция ] (#) ==0. 
Допустим теперь, что числа 


аа ара к ааа 


уже определены и вместе с ними определена на сегментах [х— п, х—а,;_,| 
и [т {а;., х-*| функция }(#), имеющая на них ограниченную произ- 
водную порядка г--1 и удовлетворяющая на их концах условиям 


ЛЮ (2) =0. (&=0,1,...,г). 


Подберем п; >п;, так, чтобы п; и выполнялись одновременно 
условия: 


1; (а, ,) > Аш (п)), (38) 


|Фи (а, )| < п", (39) 


что возможно в силу (34) и (37). 

Подберем, далее, а; < а;_, так, чтобы среди точек Ё, принадлежащих 
к сегменту |5—#| <а,, не было вовсо точек вида то (Е =0,+1,...), 
и определим на новых, возникших таким образом сегментах функцию 
1(#) при помощи равенств 


(= 6 9п; (#; 7—а;: 4, ф—а,, п;) =; Фп; (2), } 


д 
\ —е;: $1; (8; ха, и; ёп;) = —е; Фл; (2), а 


где функции Ф„; удовлетворяют на соответствующих сегментах условиям 
леммы 2 при 


$ = п, Еп; < перо, (41) 


ае, = +1, причем знак -Е выбран так, чтобы на соответствующих сегмен- 
тах функции =:фл;(1) и—е; фв, (#) в точках #=5.79 имели знаки, совпа- 
ющие с знаками Ди, (5—5,72), что всегда возможно в силу свойства у) 
функции $, и упомянутого свойства О, (2—2). 

Таким образом, 


= ‘ 81 п зе; й ДПР и < тт) г а 
чет Ри (2—0) = т {е: фи; (22) | К 55< : (42) 


— яп {е; фи; (2'72)} при са; < 27 <т-а,.,. 
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Теперь уже функция | определена на сегментах [1—т, х—а}|, 
`[а-а,, +] и притом, всилу свойств Ф„;, перечисленных в лемме 3, 
она на этих сегментах имеет ограниченную производную порядка г- 1, 
производную ]®” с | /^ (1) | <1 и на концах сегментов выполняются 
равенства ДЮ (1) =0 (&=0,1,..., г). 

Продолжая этот процесс по индукции и положив 1(2)=0, мы опре- 
делим функцию } на всем сегменте [1—^, х- т] и продолжим ее затем 
на всю вещественную ось так, чтобы она была периодичной с периодом 2х. 

Мы убедимся в том, что в точке х полученная функция вместе со 
своими производными до (г—1)-го порядка включительно непрерывна, 
сткуда, принимая во внимание ограниченность ](“)({), будет вытекать 
абсолютная непрерывность функции {< (#) (Е =0,1,..., г—1). 

Пуеть, например, х-+{а, <: <=-а;.; тогда на основании (35) и 
ввойства 3) функции ®„ 


АР (я аь я-а; 2) ео (43) 
1—0. . .,т— 1). 


Отсюда следует, что }(#) непрерывна справа при =, так как 
4 (2) =0. 

Пусть уже известно, что ДЮ (0 (ЕЁ <г—1) непрерывна для &=х и, 
следовательно, (5) =0. Тогда, в силу того, что «2 (1) имеет для # >20 
всюду производную, будем иметь 


АЕ у Н „$ В. 
о: = АНИ (24-0 ((—5)) < В 
(0<9<1, т» 


и, следовательно, [+1 (2) =0, что вместе с (43) влечет непрерывность 
справа +1 (1 при 2=х. Аналогично рассуждаем для # < 12. 

Итак, определенная нами функция }ЕИ’®. 

Заметим, что 


1(2) = 1 (= 4 =) =} (х + а) =0 Оо... 


и оценим отклонение } от ее интерполяционного полинома 5»; (]) в точ- 


ке #=х. 
Имеем 
9; (1,2) —1 (2) =8щ(, = ыы У» Ры@а—“8[(атд)= 
у , е- =" <п 
= И № + р |= 


. : -41. ; 
ера ("|< х-арачк(П О хх: хо 2 ола: -1 


К 
=Н+Н,-Я.. (43) 
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Вследствие (30) и (34) 
Н=Фы а.) =0( о (и). (45) 


Прежде чем приступить к оценке Н,, примем во внимание, что на 
сегменте [1—а;., х—а,| функция } определена при помощи первого из 
равенств (35): 


(8) = еф„; (1) 


и при этом на основании (42) и свойства В) функпии ф„ 
м | 
е;фи: (279) = 1 в10п Ди, (5—9). (46) 


т 
* 


Заметим еще, что возникающие на рассматриваемом сегменте [а, 6] 
(а=х—а,., В=х—4,;) при определении (по лемме 3) функпии Фи, отрез- 
В 
кн длины фи ®, не превышают по величине „,, откуда следует, что 
* 
число точек 279, которые могут уместиться на этих отрезках, не пре- 
] 


вышаст некоторой константы 2, не зависящей от п; . 
Имеем 


2 
Н, = 21—41 о ДР»; (5—2(79)) } (27) Е 


х-а га<х ТО <х —а; д 
+ х т » = Но Н®. (47) 
х-арато<к ПО ха ха, 1х (ИО <х-—а; 


Вследствие сделанных замечаний и того обстоятельства, что 


—2_ Ра (9) | <, 


2п—1 


В 
ОО га << ара, 


будем иметь 


г 
(48 
15 ® < о (ЧР) 
т 
Далее, 
Ра Е ы) . 
НЗ) = 2—1 р Л»: (5—1 0) фи (2п9) + 
харак ха вл 
ый У р (п) (п) ‹ 
2п,—1 224 п; (2—2, 2)е; {фи; (26 б )— фи; (2('0)} =. 
хара <х ПО ха -в1 


_ 4-2 шп; 
и 2—1 я [)»; (т—2("9) [о ее г) , (49) 
х-а4— <= ("Ох ' 
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так как первая сумма с добавлением самое большее 22 слагаемых (в 
интервале (х—а;, 2) точек 272 нет) изменяется, вследствие неравен- 
ства 


| Фи: (#) | < = эт, 
на о (9!) а вторая сумма не превышает, в силу (44), (8) и свойства 
5) леммы 33 


2 |] с пп п п; 
о син ди 


(п 
%-х]. 


2 <п 
Аналогичную оценку получим для ИН); 


и. Зее еат+о (+). (50) 


х<хк 


Отсюда гв (39)— (44), (33), (28) и (29) следует 


с (1, х)—1 (2) = т’ м у И (1—9) Чо (= п; г) х 


А 


О а 


=“ 7, (а: А АЕ +2 (=). (54) 


ит 


что влечет неравенство 


Пи зир = ы | $ (1,2)—1(2)|> а А = —. Х (2), (52) 


в котором знак >>, в силу уже установленной справедливости первой 
части теоремы 2, невозможен. 
Этим теорема доказана. 


Математический институт Поступило 
им. В. А. Стеклова Академии Наук СССР. 27.ХИ.14945 
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$. МГКОТЗКУ. ОМ ТУТЕКРОГАТГОМ АМО ВЕЗТ АРРВОХ!МАТТОМ 
ОЕ ОШГЕЕВЕКТТАВЬЕ РЕВГООТС ЕОМСТ10№5 ВУ ТВ1СОМОМЕТВТСАТЬ 
РОГУМОМГАТ$ 


ЭСММАВУ 


$4. 1еь И!“ 4епое те с1азз оГ ГапсМопз } оГ рег1о4 2= 1Ваь роззезз 
Фе аБзо] ще]у сопИпицоиз (г—1)-№ Чегуайуе ап@ 15е г-№ 4емуайуе 
{а]11086 еуегу\Беге) зайзГу1по Ме 1педиа!16у 


17 (2) [< 1. 


её, Гогег, Е„(}} депые {Ъе Безё арргохипамов оЁ \Ъе ‘мпсйор / Бу 
1 опотей са] ро!упог1а]з о! от4ег п— 1: 


7. Кауага, №. АКЬлехег апа М. Кге1о Вауе зВо\т [зее(') апа (*)] {ав 


А 
вир В» (/) ==“, 
р =» (1) 
\феге 
Ца хо 
А, = к У (2+ 1)” "1 (2) 


16 13 а!зо ежа зЪе аб №е Гоосйопз 1 Ше с1азз И/’® Гог \Ваеь 
№е пррег Боипа (1) 13 аМашей 1ог а Ихе4 п аге схргеззео Бу Ме 
{ога ]а с + м (5 <), УБеге с ап « аге агьИтагу сопзбал{$ ап@ 


( со 
5 з11 (2%-- 1) па 
ее 
=0 
1" () = р (3) 
4 с0$ (2% + 1) пх 
| ит {ор 044 г. | 
Го у=0 
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ео жж 


Опе сап зее Шаф {ог Ихей т п’Е„ (] мг) Бесошезв сопзЧега у 1езз 
\Вап А, аз п—> со. Рог шеапсе, А, =, УЬПе, ассог41те 10 {Ве гези!(з 
оЁ 5 . Вегизвейа [(*), (°)], 111 и», (1 и) == 0.282... . ТЬедиезНоп аг1зез мВевег 
Феге 13 а ШисИоп О И 10г мЬ1ев Пт зарл”Е„ (1) арргоасвез А, 
агЬ1(гаг!] у с10озе. Тье #0110%\ 10 \\еогет с. Те (даезИоп 1 Ще 


а{Пгтайуе. 
ТНЕОВЕМ 1. Рог еъегу ]ипсйоп }Е И’ йе стедийу закез расе: 


110 зирп”Е» (7) < 4,. | (4) 


Тйете 15 а рипсйоп р т ИФ рог вме йе Чей зе о} (4) едиа[5 айе 
ма опе. 
Тье шеапа!6у (4) Изе]Ё {оПо\уз {тот (1). Аз ю Ше зесоп@ аззегоп 
о{ {Фе Шеотет, 1 13 а согоПагу оЁ а \ЪВеогет оп арргохипаНоп оЁ аИ- 
{егепИа ]е пс оптз Бу ро]упош1а1 мИЬ еда 1ап Иииегро]1айопз Кпоёз. 
Сопз14сг \е и1оопотей“1са] ро]упот1а] о{ ог4ег п— 1 


5 =т М о (2—2) (29, (5) 


х-п<хь<«х-тт 


511 ("-5) т 
Ве ИЕР» (5) 
2 51 > 


5 Кт® 
%Ъ1сЬ со1тс14ез \хиЪ }1(2) аб \Ше рошёз ат: (К=0, 44,5) 
ап ри 
п—1 
2 


Х (1) = Ито зар аш 2 и. (10) 


ТНЕОВЕМ 2. Рог есегу [ипсиоп ДЕ ТФ Ше рюПоутве течи йо145: 
т пр |/(2)— 5. 1,2) 2 АЛ(. (41) 


Третебу ]ог езету х фете 15 а [ипейоп т МО рог вме Ше ей 
з4е о} (11) едиай5 Фе ПЕ опе. 
Тье шеаиа\6у (11) ГоПо\з 1тош Че ге]айоп увлер Т Бауе рготе4 


еаг]1ег [все (°) ог (")]: 


вир |7 ()-—5» (7, 2)|= вы] |. О (иг), (9) 


ЛЕМ’) 


М, (в) = Лапа" "= |+0(1). (8) 
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Тве {асф 6Ъаб Гог а семашт ДЕ И’® Ще зесоп@ рагё о{ Ъеогешт 2 
Бо]4з, босебтег \1№ Ще медиа ву 


|1®-— 5» (1, 2)|<( + М, (2) Е, (0, (12) 


\пр!у а а|зо \Ъе зесоп@ рагё оЁ \Веогеш 1 В0]4з {ог фе зате шпс- 
Мот {. 

$ 2. 1 13 Ше Гплейор }»(2) 4ейлед Бу (3) {аз р1ауз ап еззепйа] 
гд]е 11 сопзгасйис {Фе шосйоп ДЕЙ {0г мЬась Фе зесоп4 аззегиоп 
оЁ Пеогет 2 Во183. 

Кеершх 1а ша {Ваф &Ве г-№ демуайуе о }м»(х) 13 хп этих, ме 
оБба1п {гош 4Ъе едиа Иез 


{= (2) ыы у (2+^) Гог еуеп г, 
( 1 (2) {от од4г, 
(в "е). има 5 


\Ваё (Ве шпсИоп ф» (1) роззезз {Ве юПоуйто ргорегЫез: 
а) оп \Ше геа] ах1з ф„(7) Ваз щ№е г- Чемуайуе мЪ1есВ аЦегпае1у 
факез Ще уа]аез 9 ап@ —4 оп Фе ицегуа1з 0Ё 1еп&Ъ № (Беге 9 < 1); 


В) 2. (#1) =(—1)* 7 (&=0, +1,...); 


1 (2) < == (&=0,1,...,7— 4. 
ГЕММА 1. Тйеге ех151$ а сопяат \ аереп@тв оп г оу, шей раз 


гйе зоПомтве ргорегёу: уйесег 6е ап иизтош (а, а--®) ап4 а зумет 
0} питфег$ т, 1,,..., М,а, йеге 1$ а ро упопиай Р (т) зисВ ёнай 


20) (а)=0 (Е=0ДА,...,г-—1), (16) 

Р® (а) = Ро (ао) =0, (47) 

Р® (а-+- в) =1,.,к (Ё=0,1,...,г-— 4), (18) 

| Р® (2) |< зир С" уг а<а«аь. (19) 
0<К<г 


ГЕММА 2. Гйеге ет151$ а сопздапё В ий йе роПожте ргорегёу: ийалезег 
бе е>0 апа ап пиегоа1 (а, 5), }ог есегу п > М, чйете М 23 зирраепИ у 
[атре, а атепоп 
фи (2) =» (т; а, 0; ), 


сап бе сопзётисе4 оп (а, Ь) зисВ ава 
1) 9. (2) Ваз йе (г-- 1) 4® 4егграйое фоип4е4 оп (а, 6); 
2) 45° (а) =$% (5)=0 (&=0,1,...,г); | 


АРРКВОХ1МАТЮОМ ОК ГРЕЕВЕМТТАВЬЕ РЕВЮРС ЕОМСт10№ 409 


3) 19% (2) < а (& =0, 1,...,г—4); 


4) |4‘ (2) | < 1; 


5) оп ап пиетса] (а-%,6—в,). 


[Фя (2) — Ф. (2) | <ь, 


%йете 0 < о, в, < > апа ф„ (т) 15 аерпеа 6у (15). 


её из пох ииго4исе Ве поайопз (26) * апа 1её 93} ре \е зедиепсе 
оЁ 114 1сез т; {юг \\В1еЬ (27) Во143 аб х ==0 (тож). 

ТБе Ксгпе1 2» (5—205) сВапзез Из 8100 аз Ё уаз шопоющсаПу. 
увеп д") Пез 11 Ше пиегуа]3 х—хт <= ааа — 5" «т-т. ТЪе 
ге]аМоп (29), ап@ Вепее (30) ап4 (34), Во14. питодастие Ме поаНоц (32), 
\е оБа1т (33) ава (34); {Ве 1а Мег {аКез р1асе ог т, > №, мВеге М == М (а) 
13 за еетИу 1агое. И р. ({) Ваз Ъе Боивдеа (г-- 1) емуайуе ор фе 
зезтепь [х—*, х—а] апа [1--@в, 5--"] ап в®(р=0 (&=0,1,...,г) 
а6 {Ве спдрошз оЁ {Везе зехтерз, 1Ъеп, И {Фе рпоаНовз (35), Гог а 
сопзбать ‘с (36) апа (37) фаКе р1асе, {№е 1ащег Во14$ Гог п_>> №М,, мВеге № 
13 зПоеп у Тагсе. 

Тре сопзгасЯоп оЁ \е Тапсйоп ] Гог \В1сВ Фе зесор4 аззегоп о 
«Беогет 2 13 уаПА 13 соппесе@ \УИЪ а Чезсеп4тх питег1са] зедаепсе 
пра >а, >... сопуегя1пс 40 2его, аз ме аз м ап азсепа тя зедаеюсе о! 
1141сез п <п, <... Бе]опашя ю 3}. 

Зиррозе и, =1, О<а, т апа }(1) = 0 оп 1е зеотпет [2—п, л—а.|, 
[+ а, =-=т|; заррозе Ра Тег 1Ваё Те. пошЬегз а >а, >... >арь 
п<п,<... «п_, ате атеаду Чдейте4@, зобетег \ИЪ Фе псйоп 1 (#) 
оп Ме зестетз [1—т,х—а,.|, [т-на,., 2+я”] роззезте Фе Боппаеа 
("-- 1)-46 егхайуе апа зайзГушя Ше сопа\лоияз ДР (1) == 0 (Ё == 0, 1,..., г) 
ав {Ме епаро1оь оЁ {Ъе зестешв. 

Спо05е п; > п; 80 аз №0 ЗВауе п; Е) апа 1Ъе сопа оз (38) ата (39) 
пИИПед, \мЪ1сЪ 1$ роз ]е ш Упше оЁ (34) апа (37). 

\\Уе пох фаКе а; < а;_, чпаег {\е сога 10 1626 {Ве сортсти [2—2 | «а; 
с0п(а113 по ро оЁ Фе Тогт Е=2х79 (Ё-==0, --4,...) ап Че без \Ъе 
алсНоп 1(1) оп Фе пе\у зебтешз Ру тиеапз ОЕ Фе едаа ев (40) миЪ 
3Ве шлсйопз Фи»; зайз!Гута Ве сов И1онз о{ ]стша 2 оп Фе соггсзрой9- 
10 зедтепёз {ог в==е», 9; < ИГ (+0; Метеу в == 1 ап@ {Ве 101 13 
10 Бе спозел 10 засЪ а \ау №86 Фе мисйопзе,9,; (1) ап@ —с;фи, (1) Ъе о! 
Фе зате 150 аз О, (5—2(70) а6 Фе рониз 2 ==т)70; 4818 13 розы е 1 
уле\у оЁ Ве ргорегЕу 1) с! Ше Гипсйоп $» ап Фе ргореку © р; (х—2(”)) 

‚тепыопе@ афоуе. ТЬиз (42) 13 уаПа. 

п 4Ъ13 мау Фе осИол } 15 де] те@ оп Фе кезшегз [1—т, х—@ 41, 
[д4+а,х--*] ава, Ъу {№е ргорег1ез с{ Фи; Пе 1т 1етюма 3, ] роззез- 
зез \\е (г--1)-№ Чемуайуе оп 1Ъезе зезтегз, Из г{В детуайуе заИз- 


*= Неге ава ЪерсеГог\Ъ зе геЁег $0 1Ъе Гогтиае т ще Влезтал 4ех& 


2? Известия АН, серия математическая, № 5. 
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Пез \№е шедиа! ву |] (1| <1 апа /@(0=0 (#=0,1,. 
епаро1пёз о? Ме зехшепзз. ° 

СопИпите Ще ргосезз Бу 1а4асмоп ап раб ис }(5х) =0, ме ае ше 7} 
оп Фе \Бо]е зестепё [5—т, х-+-п] ап@ ШТеп оп Ше мБое геа] ах!з 
рег1о41саПу у“ИЬ Ше рег1о4 2. 

ТБе Гапсйоп /ЕИ’” во сопягисе4 Ваз Ъе ргорегёу зба4е4 11 Ве 
зесопа рагё о{ \Веогеш 2 \В16В 13 ргоуе Бу теапз 0{ едиа ПЫез (44) — (52). 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУГТЕТИМ РЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕ$ ЗС1ЕМСЕ$ ОЕ 1208$5 


«я математическая 10 (1946), 411—428 Земе таштетаЙдие 


Н. И. АХИЕЗЕР 


© НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ ЦЕЛЫХ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ 
ФУНКЦИЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОоГО ТИПА 


(Представлено академик-м С. Н. Бервштейном) 


Среди многих замечательных свойств, принадлежащих целым транс- 
ценденчным функциям эксионенциального типа, особый интерес пред- 
ставляют некоторые неравенства, установленные С. Н. Берншгейном и 
играющие важную роль в разлячных вопросах теории наилучшего при- 


ближения функций. Эги неравенства обобщались и персдоказывались 
многими авторами. 


Из различных подходов к относящимся сюда вопросам ссобого`вни- 
мания заслуживают, во-первых. тот, который связан с принципом макси- 
мума и теоремами Фрагмен-Линделефа, и, во-вторых, тот, который 
опирается на иреобразование Фурье. 


В настоящей статье оба эти метода используются при довольно 
общих предположевиях. 


Целой трансцендентной функцией экспоненциального типа с показа- 

телем с называют целую функцию }(2), для которой 
Ая 
|2|-> со |2] 

Среди многих замечательных свойств, принадлежащих этим функциям, 
особый интерес представляют некоторые неравенства, устанозленные 
С. Н. Бернштейном и играющие важную роль в различных вопросах 
теории наилучшего приближения функций. Эти неравенства обобщались 
и передоказывались многими автсрами. Наиболее существенное обобще- 
ние принадлежит самому С. Н. Бернштейну и изложено подробно в из- 
вестных монографиях 1926 г. (") и 1937 г. (°). , 

Из различных подходов к относящимся сюда вопросам особого вни- 
мания заслуживают, во-первых, тот, который связан с принципом макси - 
мума и теоремами Фрагмен-Линделефа, и во-вторых, тот, который 
опирается на преобразование Фурье. 

В настоящей статье оба эти метода используются при довольно об- 
щих предположениях. ь 

Доказательство теоремы 1 о нулях является обобщением принадле- 
жащего Дюффину и Шефферу (°) доказательства аналогичного более про- 
стого предложения. 
23 
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Теорема 2 является обобщением нескольких теорем С. Н. Бернштейна 
[(2), стр. 138—139, 466, 168, 171, 186, 198]. 

Что касается преобразовавия Фурье, то при некоторых ограничи- 
тельных предположениях относительно данной целой функции его для 
аналогичной цели применил Боас (*). В настсящей статье эти ограни- 
чения не делаются. Преобрезование Фурье используется для вывода 
«интерполяционных» формул, из которых одна известна давно, и кото- 
рые представляют интерес нсзависимо от их приложения для доказа- 
тельства неравенств. 

1. Обсзначим через Е. (с > 0) совокупность всех целых функций 6(2) 
экспонснциальнсго типа с показателем в, которые удовлетворяют сле- 
дующим условиям: 

1) ® (2) = (2)--Й (2), где $(2), #(2)— вещественные функции, не име- 
ющие общих нулей; 

2) при [220 имеет место неравенство 


—^ 


Рем 


(2) 


а следовательно, при [2 <0О— неравенство 


где о (2) = $ (2)— (2); 
3) при любом = > 0 существует такая константа и = т (=), что 


4 ) 
т<”е7 “9 (у>0, 


1 „ 
—— <те“-9у (у<0). 
1% (29) | ы 
Простейшим представителем класса Е, является функция е`#°. 
> д. = 8 

В силу свойства 1) функция © (2} не имеет вещественных нулей, а 
в силу свойства 2) все нули функции о (2) должны лежать в полуплос- 
кости [2>0 и, следовательно, нули функции ©(2) должны лежать в 
полуплоскости 12 < 0. 

Мы обозначим нули функции ©{2) через х,—8,, причем случай, 
когда ® (2) вообще не имест нулей (и поэтому отличается от е-®* лишь 
постоянным множителом), также не исключается. 

Из условия 2), как известно [см. (°), стр. 235—236], вытекает, что 


вы со 
а-я < р (1) 
и 
6 4) -аьь) И, 
В П-. 2 >. 
а: т 


где а> 0, 6=0. 
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Сама же функция о (2) допускает представление 


а 2 


АЕ —1 ( +): Ё в ; 
(2)=®(0)е `? | (1 28) е (3) 


где с—_вещественная константа. 


Далее, из условия 2) вытекает, что при [2>0 имест место нера- 
венство 


а при <0О— неравенство 


Отсюда следует, что функции $ (2), (2) имеют только простые, вещест- 
венные и притом перемежающиеся нули *. 

Приведем некоторые примеры функций, принадлежащих ЁЕ.: 

а) Классу Е, принадлежит функция 


у Е (==), 


&=- п 


если константы с, таковы, что взе нули этой функции лежат в области 
Лоо Жи бы 0 


Ь) Классу Е, принадлежит функция 
ен, (2), 


где ®,(2)— произвольная функция нулевого рода, все нули которой ле- 
жат в области [2 < 0. 

с) Классу Е, принадлежат всякая функция экспоненциального типа 
с показателем с, удовлетворяющая условиям 1), 2), и для которой про- 
изведение 


о (2) (2) 


есть четная функция [ср. (*), стр. 185] от 2. 

Действительно, при выполнении последнего условия нули функции 
® (2) попарно симметричны относительно мнимой оси и, кроме того, кон- 
станта с в представлении (3) равна нулю. Поэтому 


.()=5(0е ' АЕ ин > 


если надлежащим образом изменить нумерацию нулей. Отсюда легко 
следует, что 


* Если исключить случай, когда одна из функций $ (2), #(2) тождественно рав- 
иа нулю, а следовательно, другая есть вещественная константа, отличная от нуля. 
. 
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|162: (2) [< ® (2170); 
а также, что вдоль положительной половины мнимой оси [6 (2) | регу- 
лярно растет; это влечет равенство а=2с и выполнение первого из 
условий 3); второе ‘условие проверяется аналогично. 
2. ЛЕММА*. Пусть }(2)—целая функция экспоненциального типа 
< показателем <т. Если 


17 ()1<|®(2)| (—< << о), 
2де ® (2) Е Е‚, причем О<с<т, то при [2>0 имеет место неравенство 
Ч (2) Фе 
а при [2 <О— неравенство 
[71 (2) | < : © (2)е-:С-° |. 


Доказательство. Полагая для сокращения письма р=\—с, 
зададимся произвольным положительным числом зи рассмотрим функ- 
цию 

р 
о (2 #8) е_ (Ре) ^ 


5е (2) = 


Эта функция регулярна в области [2 > 0, а на вещественной оси удо- 
влетворяет неравенству 


11 (2) | |1 (2) 1 
|® (2+8) | <» (2) $ 


| 8 (5) [== и. (4) 


так мак в силу (3) 


[6 (2-2): > ев (2) (—< <<). 


Далее, поскольку существуют такие константы т, т,, что 


з› 


6 м 
1) |< ном 5)» ани (5-5) 


м < Ави 


то 


зир | &е (2) | < ©. (5) 
у>0 


Воспользуемся теперь тем, что все нули функции ® (5--5=) лежат ниже 
прямой у=е. На основании известной теоремы (см., например, (°), стр. 
281) теории целых функций отсюда вытекает, что при любом 8 > 0 су- 
щцествует такая константа М, что 


1 


Зв 
|< ( 2+8) < <Ме (12>0. 


Следовательно, существует такая константа М,, что при 12 > 0 


| 6 (2) |< Маем*®. (6) 
* Частные случаи см. (*), етр. 74—75, 160 — 161, 163, ‚465. См. также (*), т. И, 
стр. 44— 65. . 
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На основании известной теоремы (см., например, (°), том 4, стр. 178) 
теории функций, относящейся к кругу идей Фрагмена-Линделефа, из 
неравенств (4), (5), (6), следует, что при [2 > 0 

| в (2) | < М,, 
где М, некоторая константа’, ва которую, как легко видеть, можно 
принять 1. Поэтому при [#20 

[8в (2) |< 1, 
откуда, благодаря произвольности числа => 0, вытекает, что 

|8 (2)1<1, 
т. е. подлежащее доказательству неравенство 

121 <[® (2 е-@  (12>0). 

Аналогично доказывается соответствующее неравенство для нижней 

полуплоскости.! 


3. Имея некоторую функцию о (2) ЕЁ. (‹> 0) инекоторые веществен- 
ные числа т > с, ^, рассмотрим функцию 


9 (25 <, \) = (дет е-9 на 9 (2)ей6-9:-в}. 


ТЕОРЕМА 1. Если ® (5) ЕЕ. (с >20), а }(3)—вещественная целая 
функция экспоненциального типа с показателем «т, где 1 > в, которая 
удовлетворяет неравенству 

|7 (2)1 < © (2)| (—° <#<о), 
`-то разность 
© (2; ®, ^)—1 (2) 
либо равна тождественно нулю, либо имеет только вещественные ну- 
ли, и эти нули простые, за возможным исключением тех из них, в 
которых }(5) = - |® (2)|. 
Доказательство [см. (*)]. Возьмем функцию 


(= 2 (1—е) } (2), 


у 55 
где О<=< 1; она удовлетворяет неравенству 
| в (2) |< (1— =) [® (2)| (—° <5< 95). (7) 


На прямой у=М > 0, в силу доказанной выше леммы, 


| 1е (2) |<: | (2)| (+9 (р=т—5). 
С другой стороны, 


1 а. - дит 
|9 (23-е, ^) [> 5:| © (2) еФ+9М — 5 [в (2) [е (р-е)№ 


Поэтому для всех достаточно больших № на прямых у=/М имеет место 
неравенство 


14 (9 1< 19 (= №) |, (8) 


и это же неравенство имеет место на прямых у= —М. 
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Возьмем какое-нибудь положительное и меньшее единицы число $ 
и построим прямую у= уз, на которой 


167" (р48) 2-21 | 86. 


Далее, для каждого д (— 05 < д < ©) определим наименьшэе у, при ко- 
тором 


о ( х--1 1) е? (р-+ 8) (х-ий)- 20 | — И) 


5 (2) ° 


Геометрическим местом точек (5х, У), таким образом определенных, будет 
некоторая кривая [з, лежащая, очевидно, в полосе, ограниченной ве- 
щественной осью и прямой у=1. Внутри области Сз, ограниченной 


вещественной осью и кривой [»., функция о (2) нулей не имеет. 
Введем в рассмотрение функцию 


Фев [9 нано я-2а} = (роза ар [2]. 


Учитывая представление (2), находим, что 


Ф. (2) = р-+ +2 


ей 
(1—<а, ок * 


где «>0. Отсюда видно, что функция Ф.(х) монотонно стремится 
к- о, когда х—>-- со, и монотонно’стремится к — <, когда х—>— со. 
Обозначим через 2х (п=0, 1,2, ...) ту точку, в которой функ- 
ция Ф. (2) принимает значение пх, и проведэм через точку х„ дугу п, ле- 
жащую внутри области С, на которой 
1 го 1 е?ё (р+е) а У 
2 (2) 
Точку пересечения дуги 7, с кривой [5 обозначим через (Сл = - #л- 
Нетрудно видеть, что при п—> -Е со расстояние от начала. координат 
до дуги ]п стремится к бесконечности. 
В самом деле, обозначим через С.(М) ту часть области Сь, для ко- 


торой—М << М. При переходе от одной точки области Су (М) к дру- 
гой точке этой области аргумент функции 


ее р+ 2-2 . (9) 


претерпевает изменение, абсолютная величина которого не превосходит 
2ск, где с зависит только от М. 

Допуская, что в области Сз (М) лежат части дуг {п со сколь угодно 
большими значениями |п|, возьмем две такие дуги 1п1, п, для кото- 
рых [п,—п,| > 1-Е с, ина дугах па, п. возьмом точки Р,, Р,, лежащие 
в области Сь(М). Рассмотрим контур Р‚ти.хт,Р,Р.. Изменение аргумен- 
та функции (9) при обходе этого контура будет больше 2, что абсурд- 
но, так как рассматриваемая регулярная функция в области Сх не 
имеет нулей. Наше утверждение доказано. 
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Так как на дуге 1, 
О (2; <-е, = о(2)е-1@+9 +81 5), 
где 1—8 <р<1, то на 1 


19 (2; <-е,^)| > [© (2) |е-@+9*(1— 5) > 21 (| е-@+9%. 


Черт. 1. 


Возьмем и настолько большим, чтобы на дугах ‘п, {п выполнялось 
неравенство 


3—3 6 
2215 ° 


Тогда на дугах ]п, 1-п будет иметь место неравенство (8). Это же не- 
равенство будет выполняться на полупрямых 


= : (> та), ЕЕ (У> т». 


Черт. 2. 


На основании этих рассмотрений, повторенных и для нижней полу-` 
плоскости, мы получасм. контуры Си, во всех точках которых выпол- 
няется неравснство (8). 

С помощью теоремы Руше мы заключаем, что функции 


О (2; | е, ^)— 1 (2) (10) 


@ (2; <-е, ^) 
имеют одинаковое число нулей внутри контура Сп, а так как М можно 
взять сколь угодно большим, то и во всей полосе, которая получится 
при №М-—> соо. 
Примем теперь во внимание неравенство (7), а также ‘равенства 


От О ЕО.) 
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Из них вытекает, что разность (40) имеет по одному нулю в каждом 
интервале (хп, 2и-+1). А так как в каждом таком интервале функция’ 
О (2; <-е, ^) имеет точно один нуль, причем этим исчерпываются все 
нули функции © (2; -е, ^), то разность (10) имеет только веществев- 
ные и притом простые ‘нули. 

Будем приближать з к нулю и примем, что 


1 (2) = © (2; <, №). 
По теореме Гурвица разность 
© (2; <, ^)—7(2) ‚ (40 


имеет только вещественные нули, и первое утверждение теоремы дока- 
зано. 

Нереходим к доказательству второго утверждения. 

Если = стремится к нулю, то значение функции Ф. (5) убывает‘ при 
1 >0и возрастает при х<0. Поэтому точки т„, лежащие справа от 
начала координат, будут удаляться вправо, а точки, лэжащие слева 
от начала `координат, будут удаляться влево. Предельное положение 
точки т, обозначим через х„. Этих точек может быть уже всего конеч- 
ное число. | 

Если 2, —конечная точка, то 


о (ск; <, ^) = (—1)^ 1) 


чат {9 (24; т, Х)— 7 (ак)} = (—1), 
в предположении, что 
(ак) + (— “о (2,)|\ (14) 


Пусть мы имеем две коночные точки хо, Жи 1» лежащие, скажем, справа 
от начала координат, причем в обеих выполняетея неравенство (14). 
Интервал (5п, п 1) является частью интервала. (52п, Хп-2), в котором раз- 
ность (10) имеет точно два нуля. Поэтому в интервале (хи, 241) раз- 
ность (10'Ъ13) имеет не более двух нулей. Но на концах интервала 
(1п, Тл41) разность (10 Ъ13) имест противоположные знаки; следовательно, 
в этом интервале она имеет один простой нуль. 
Допустим теперь, что 


(ат) = (—)" [о (п). 


В этом случае 


т Ча 
в }в=° 
а так как 


0: 


| © (2)| ) х=хя 


то точка хи будет кратным нулем разности (40 13). 


ы 
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Возьмем интервал (51-1, 2241). Он является частью интервала 
(Яп-1› 2п+2), в котором разность (10) имест три нуля. Следовательно, 
в интервале (7п_1, хп. 1) разность (10 Ъ13) имеет не более трех нулей. 
Поэтому на концах интервала (тп_1, 2п+1) будет выполнено условие 
{11), откуда следует, что разность (10 Ъ13) в этом интервале имеет чет- 
ное число нулей, т. е. один двойной нуль хл. , 

Остается рассмотреть случай, когда справа от точки хи нет ни одной 
точки этого рода. Взяв произвольное Х >> 1;, получим интервал (нь ©. 
являющийся частью интервала (хп, 2п+1) для всех достаточно малых ®. 
Чоэтому справа от точки ха разность (10 Ъ13) не можст иметь более 
одного простого нуля. Этот нуль наверно отсутствует, если 


1 (еп) = (—1)" | (21) . 


В этом случае хь есть двойной нуль разности (410 15), и других нулей 
разность (10 13) в интервале [52р_1, со) не имеет. 

Следствие [см. (°)]. Пусть выполняются условия теоремы 1. 
3 таком случае для любого. 2 


[72] <= |® (2 |еги- [6 (2) 2-2} (р=ч—9), 


причем знак равенства может достигаться только на вещественной оси, 
если }(2) не совпадает с функцией 9 (5; *, \). при каком-нибудь’ значении 
параметра Х. 

Доказательство. Пусть 12-20 (2. =, И) и 


|7 (аи) > = { ® (ам | (а е-2}. 
Следовательво, при любом вещественвом ^ 
[Иа > [9 (8; <). 
Примем для определенности, что у, > 0. В таком случае 


@ (2; х, №) = (Ве-2+ + тей+4}, 


где > г->0. Отсюда вытекает, что при изменении ^ от 0 до 2* аргу- 
мент величины © (2,; <, ^} претерпевает изменение, численно равное 2 
Значит существует такое Х,, что 


Возьмем теперь такое $ (0< 9—1), чтобы 
[У (261 =| 9 (29 <, №) - 
В таком случае для функции ], (2 —=$/(2), удовлетворяющей условиям 
теоремы 1, разность 
© (2; <, №) Л (2) 
пмеет невещественный нуль 2,, Что возможно лишь при я —=Тти 
#2) =9(87“,^.). 


420 | Н. И. АХИЕЗЕР 

4. С помощью теоремы 1 и известного приема С. Н. Бернштейва 
легко доказать некоторые неравенства, которые в несколько менее общей 
форме были установлены С. Н. Бернштейном, а затэм многократно 
обобщались и передоказывались другими авторами. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть (25) ЕЕ. (> 0), а }(2)—вещественная целая 
фуикция экспоненциального типа с показателем «т, где <> в, удовле. 
творяющая неравенству 

| 17) <|® (2) (—%° << ®). 

В таком’ случае 


[Г (2) < (2) <-°*}']| (—-©<«1<о) (12) 
Ге, нЕ 
НФ: АТ 


ое 


о (<<<), (43) 


где 


При этом знак равенства как в соотношении (12), так и в соотноше- 
нии (13), хотя бы в одной точке возможен только тогда, когда при 
некотором » 
7(2)==8 (2; <, ^). 
Доказательство. Возьмем произвольную вещественную точку 

т, и, полагая 

о (2) в-2==0(2) (р=з—9), 
оассмотрим систему 

А8 (х,) + В0 (т,) =2] а, (14) 

Аб’ (2) В0' (х,) =2} (хо), 


определитель которой 
(2) (2) 


- —= 25 (ая 0) * 
' (2) #(@.) Ф (+, (5. 


не равен нулю. 


Следовательно, система. (14) разрешима и легко видеть, что В= А, 
так что можно положить 


А= Та, В Те 30 
Поэтому равенства (14) принимают вид 
1 (хо) = 18 (%.; <, ^), 
И (2.) 5Ы [9 (%,; <, ^). 


Допустим, что [>1. Тогда функция 


1, (#)=г/() 


(14 515) 


удовлетворяет неравенству 


|, (2) | <|® (2). (—° << о}, 


а вместе с тем разность 
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(2; ‹, ^)— Л (2) 


имеет в силу (14 515) двойной нуль 2. Это абсурдно, если Г, > 1 и воз- 
можно лишь при 

1 (в = (2; <, ^), (15) 
если [=1. 

Таким образом, мы доказали, что Г. <1 и что знак равенства имвет 
место лишь в ‘случае (15). Тем самым доказано утверждение теоремы, 
относящееся к неравенству (12). 

Для доказательства второго утверждения теоремы достаточно прове- 
рить, что функция 


удовлетворяет уравнению 


у {Ф’ (т)? у’ ={Ф’ (а). (16) 
Действительно, в силу (14 Ъ15) мы получим тогда, что 


г. (82) 


И 


а отсюда и вытекает (13), так как [.<1. 
Уравнение же (16) следует из того, что 


Фед | ар Фот, 


рус 1 
== (0 м 
тде 
п И*= ерх- й 
о (2) 
и значит. 


у’ => (би и =- = (0—0) 1Ф’. 


Замечание. Неравенство (12) справедливо и тогда, когда пред- 
положение о веществевности функции /(5) отброшенио. Что же касается 
перавенства (13), то в общем случае его вадлежит заменить ва 


Ч ле Пи И 
тет 9 ( оо 92 53 ©5 


Следствие. Если ®,(2) есть функция нулевого рода, все пули 
которой лежат в области 12 < 0, а ](2)— целая функция экспонепциаль- 
ного типа с показателем с, удовлетворяющая неравенству 


| (<, (2) ([—х <1< ®), 
то при любом натуральном К 


|7 (2) < Ц, (<) е` "*}®| (—© << о). 
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и Е 


=: ее Е 


Эта теорема принадлежит С. Н. Бернштейну [см. (°), стр. 199]. 

5. Важнейшим частным случаем теоремы 2 является тот, когда ® (2} 
есть константа. В этом случае целая функция }(2) (экспоненциального 
типа с показателем <*) ограничена на вещественной оси. Класс этих 
функций мы обозначим через В.. 

Если /(2)ЕВ. (<> 0), то, в силу теоремы 2, 


[7 (2) <«М (—5 <2<о5; М=зр  11(2)|. (17) 
-<<х<® 

Важным орудием при исследовании свойств класса В. является преобра- 
зование Фурье. В применении к некоторым подклассам класса В. пре- 
образование Фурье, особенно после работ Винера (°), применялось неодно- 
кратно. Сравнительно недавно многие относящиеся сюда вопросы рас- 
смотрел М. Г. Крейн (°). 

Мы займемся теперь применением преобразования Фурье для обобще- 
ния неравенства (17). 

Обозначим через УИ” совокупность всех измеримых фуннций Ё(=) 
(— < <:< о), для которых 


1(2) 2 
ба 


Пусть 7(2) Е" и пусть константы А, а таковы, что 


1(2} — 


ха 


ее (—05, ©) 


(при невещественном © это условие выполняется для любой констан- 
ты 4). 


Обозначим через +Ф(5) преобразование Фурье-Планшереля функцив 


так что 


ь 
1 (2) = А+ (2—0) 1. 1. м. \ ейтф (2) 4, 
6—со © 


и назовем опрэделенную с точностью До произзольной аддитивной кон» 
станты В функцию 
|) 
72) = В+ (2—9) 1. 1. ш. \ сейф (1) Е з1вл ав 
со 


Че 
$— а 


функцией, сопряженной с ](т). Это определение имест смысл, так как 
построенная функция 7 (2) ке меняется при псреходе от пары А, © к дру- 
гой допустимой паре А’, + 

Заметим далес, что ЕЙ”, а также что из 8(7)=7(2) следует 
равенство /{(5) = -: (5х). 
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Введенное нами понятие о сопряженной функции является обобще- 


нием соответствующего понятия из теории рядов и интегралов Фурье, 
так. как 


1) если /(5х)— периодическая функция из [2(0, 2ж) и 


1(2) 3 У, (аксоз йа -- Буза йа), 
К=1 
то 


7" У, (бк соз Кт— а, в Ка); 
= 
2) если ] (5) Е [1 (— ©, ©) и 


т 
71 (=) = о ‚В г. \ {А (и) соз их - В (и) зп из} аи, 
>< 5 


то 


т 
ЙО) = В. + ыы шт. \ {В (и) созих— А (и) эт их} аи. 
—> со р ы 


Допустим теперь, что }(2) Е В.. В таком случае }(х) Е И’, а в каче- 
стве пары А, а мы можем принять ](0), 0. Так как 


1(=)—1 (0) 
д 
есть целая функция экспоненциального типа с показателем «т, при- 
надлежащая 1.7 (—52, со), то по известной теореме Палей-Винера (*) 


—7(0 ( их 
аа Е =" ф(#) а, 


—т 


где $ (1) ЕГ^. Следовательно, 


1) =/(0)+=\ 


ей ф (Е) а, 
функция 712) существует и равна 
7 (2) =В--х \ ей ф (#) 190 #4. 


Представляя обе эти функции в виде 


=} 9) де" ав, 


и 


7 (а) =В- \ ф (1) г (п ё. е“} 44, 


т 
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получаем 
т Э 
Рф =} (0) 5 (2 46. 


Р(®= № (2 {Е ей} ав, 


откуда при любом вещественном в 


зша}’ (2)  соза (2) = 20 (е С та--#|#|с03а]} а#. 


Возьмем непрерывную функцию с периодом 2* 


1 


(= ет (Е та-Н#|2]с0$ @) 


и разложим в ряд Фурье: 


2 5102 т Пет 
о хи” ан 
К=-© 
В силу этого разложения 
с зтай (2)  соза7! (5) = 
Е оке 2 за? © (+ а 
т . В И | = ра 
ы уе (—1) аи 14 
У ры ие 
Ак — 
о У (9 =. т (е+—" “)- 10}. 
К= -© 


Легко проверить, что коэффициент при } (0) равен нулю. 
Таким образом, мы получили следующую «интерполяционную» фор- 
мулу: 


ет а 


Аналогично выводится хорошо известная (см., например, ое 
стр. 143) формула*: 


ва /' (2) —тсоза / (#2) = т И (4): Е (+"=т). (49) 


* Общий метод построения всех подобных формул в связи с так называемой 
теорией множителей разработал М. Г. Крейн ($). 
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Из формул (18), (19) вытекает, что 


— Ак 
© оз ИИ 
| 81 [^ (2) + соза (2)|< <`М У Е = Мт; (20) 
ма 
[та (2) —<с0з «7 (2)| <«М у те == Мс, (21) 
где а 
М =зир|/ (4) |. 


-—©<х<о 


Чтобы имел место знак равенства в формуле (20) или (24) хотя бы 
в одной точке 2х, необходимо и достаточно выполнение равенств 


РТ) =(—мзеем (и=0, +1, +2, ...), 


где &— всщественная константа. 
При выполнении этого условия для м 2, В, удовлетворяющих 
соотношению 


будет иметь место равенство 
зт ВТ (2)—<с0$8] (2) =е Мт, 

т. е. /(2) должна быть интегралом уравнения 

81 (12-Н^) У (2)—*с0$ (х2-- №) } (2) = е Мтх, 
где Х — вещественная константа. 
Отсюда 

`} (2) = — Мей соз (<2-Н Х) - С зп (<2- ^), 
где С— произвольная постоянвая, которая подчинспа единственному 
ограничению, состоящему в том, что 

зир'/ (2) | =. 


—©<х<<® 


В силу этого ограничения 
7 (2) = 'Аег: -- Ве-=*, 


где |4'+|В|=М. Таким образом, имест место 
ТЕОРЕМА 3. Если }(5)ЕБ., то при любом вещественном а и любом 
вещественном х 
| #1 а” (5) + воза’ (2) | < зар | / (2), 


—<ю<х<хо 


[тай (2) = 60$ &/ (2) | < тзар |7 (2) |, 


- о<х<о 
причем знак равенства тотя бы в одной точке возможен только при 
1 (2) == Аей* -- Ве-#*. 
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№. АКНТЕ7ЕВ. ОМ ЗОМЕ РВОРЕВТГЕ$ ОР 1УТЕСВАЬ ТВАХЗСЕХОЕМТ 
ЕОМСТТО $ ОЕ ЕХРОМЕМТ1АГ ТУРЕ 


ЗЕММАВУ 


1. Оепое Бу РЕ, (3> 0) \е 10а оГаП пцюсга! пеИойз © (2) 0 
ехропепМа\ буре \ИВ Ше схропепё с * \Б1еВ зайзЁРу Ще ГоПо\мше соп- 
411 опз: 

1) © (2) =$(2) + и (2), мВеге {Ще гса1 Галс о0з 5 (2) ап@ 2(2) Вауе по 
сотой 2егоз, 

2) {ог 1[2>0 


« (3) 
- Не 
ф (=) _ 
ап, сопзсдией у, {ог 12<0 
о (=) 4 


УВсге © (2) = $ (2)—й (2). 
3) Гог суегу => 0 Фоге ех136з а сопзбапь т = т (=), зас {Ваь 


1 \ 
—(@в-=у Е 
Го УЛ <” >09, 


< те@-® (у<0). 
[ое (5) | 


ГЕММА. [Ге }(2) 6е ап пмевтй ]ипелот о} ехропепиа1 вуре тив 
Фе ехропептр < т. [] 


* Из шеапз {Ва Им 1 [© (2) | я 


1215 [12| 
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| [7 (2) |< | (@)| (—-< << ®)}, 
®йеге © (2) ЕЕ. апа О<с<х, еп рог [4>0 
| <) ©-9 
ап4 рт [2<0 
17 (2) [< (2) е-°*|. 


Нау1шс а лис оп о (2) ЕЕ, (< >0) ап гса]! питБегз < >б, Х с0081- 
ег Ще Глломоп 


@ (2; <, №) = 5 {о (ре--9-А ро (2) е'-=-0}. 


ТНЕОВЕМ 1. 1} ®(2) СЕ, (< >0) апа }(2) 15 а гей! пиезта рипенот 
0} ехропет гуре ий йе ехропет < зайзрутя Ше зпециииу 
1 (@) |< (2)| (—00<#< о), 
Фйеп йе а }егепсе 
© (2; , ^)—(2) 
еййет 15 2ето т4еписаЦу ог паз отйу геа] зетоз {1аё аге аИ тре ехсерЕ, 
розз6у, 1йозе опез а ис 
12) = о (9). 
'"ТЬ1з (Меогет 13 а серега хайоп оЁ а знар]ег (Веогем 4ае вю Байт 
ап ЭсваеШег (3). 


Ву Пеогеш 4 ап а \еП. Кпомп шеШФо4 о! 5. Вегозе (зее, Гог т- 
в[апсе, (?)) опе сап ргоуе зоте шодиаНИесз \Ъ51еВ Вауе Бесп езаЪ1зЪеа 
Бу 5. Вегоцешт ш а вотемЪВаё 1е38 аепсга| Гогт. 

ТНЕОВЕМ 2. (Сепега2аМоп оЁ 5. Вегпзе1п?8 шедиа11у). Ге 
о (2) ЕЕ. (> 0) апа [её }(2) 6е а теа] пиестай ралейоп о} ехропепаай 
пуре ий е ехропешй < т, уйете < > в, фей зайзез е тедий Шу 


[7 (2) [<|®(2)| (—® << ®). 


Треп 
7 (@) < Цое@фе-е- у] (2-х) АЕ 
ап4 
4 Г #112) 1 $ Е Ем К 
ен |< + [тр се<2<8) © 
;фйете 


> © о (2) 21(2-в) } 
Ф (2) = > 218 ЕС Ва 
Те 5вп= фо ат (1) апа (2) аё 1еа5Ё ай опе ройи 15 розу Ме офу ат 
сазе 
1(2)==9 (2; *, №) 

Гог. а сетат \. 

ВсмагК. ТВе шедаа0бу (1) 1$ ухаПа Гог поп-геа| }(2) аз меП. Аз 
10 Ше шедиаШу (2), ш Ис вепега] сазе 1 шау фе горТасеа Бу 
ВЕ в 


] 
42 (| (2) | ] |< ие Е. 


3% 
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2. м \№е сазе \Всте и) 13 сопзбапф ап, сопзедаеп у, %е деа! 
УИ Ицесга] ГапсМопз ](2) 0оЁ ехропепйа] фуре \УИВ ап ехропель <* 
{аб аге Боци4е оп \Ъе геа] ах1з (Ше зе оЁ засВ Гапсйолз м1 Бе 4е- 
побе Бу В.) Тлеогею 2 парбез $. Вегие?л?з тедиа бу т Из па! 
Гогт 


вор | 15 « вр |1]. 


-©®<х<о 


ТЬ1з \мефоа]16у сап Бе сазПу оБбазтей {гот Ше «ищегро]а Йон» !огшу]а 


—1) Й к —а 
ша] (х)—* 0034] (5) = за м пы $ Пе 9 
уВеге х 13 апу геа! пашЪег. 
Твеге ех1з6 оег {огту]ае оЁ засВ К1л9 {Паб пар]у зоше обВег ш- 
едиа116у. 
А сспега] шефо@ оЁ солугасйие зисЬ Гогил4ае 13 де $0 М. Кгела (*). 


[а 1Ъе ргезепь рарег Фе гоПомзае Гогиоа 13 оМашеа 
: и 


251п 
8 а/” (2) - сов а7' (5) = у О Е и) (3) 


К=- со 


Веге 7 (2) 13 Ше Гапсйоп сопуасае № 1(5) (Тетеьу 1 (х)ЕВ.). Тье соп- 
заре ГалсИол 13 4сЙлеЯ аз 1оШе\з: заррозе &(х) 13 шеазога ]е апд 


1е6 А, а Бе вас сопзбалёз ав 


о я, (-2е9, &); 


Вел 
ь 
в (1) = =В-- и А, \ е1х1 5120#-Ф(2) 41 
УЕ. а 
уфеге 


1 Е 
ф (&) = и ь у \= 


ап@ В 13 ап атЬИгагу сопзфа0ь. 

ТЬ!1з асЙтилоп Ваз 5епзе, этое & (5) гоз(з 1пуатлапь ип4ег гер1ас1из А, 
а Бу апоШег ай 151е рашг 2”, © 

Егош (3) Го По\уз 

ТНЕОВЕМ 3. Г] 1 (2) Е В., Шеп юг апу геай а 


| та” (2) соза7 (2) | = тр 79 


рйете ре $81 = а [еа$ё аё опе рота 1$ роз Ие оу & 
1 (2) == Ае"2-- Ве-®*. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУГГЕТ!\М ОЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ$ ОЕ 1085$ 


Серия математическая 10 (1946), 429—460 З6ме тафетайаие 


И. И. ИБРАГИМОВ 


ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ЗНАЧЕНИИ НАИЛУЧШЕГО ПРИБЛИЖЕ- 
НИЯ ФУНКЦИЙ, ИМЕЮЩИХ ВЕЩЕСТВЕННУЮ 660БУЮ ТОЧКУ 


(Представлено академлком С. Н. Бериштейнсм) 


В работе находится асимптотическое значение наилучшего прибли- 
жения функции вида (а—х}? [п (а—2)]” (а>1) на отрэзке (—1, +1) 
при помощи многочлзна стелени п при различных предположениях 
относительно природы положительных чисел $ и т. 

Исследуется наилучшее приближение функции | х |* [11 |< |], имею- 
щей особую точку при д =0 в прэдположении, что $ > 0 — любое число, 
а 2% > 0 — любое целое число. 

Наконец, рассматриваются наилучшие приближения нсечетных фупк- 
ций вида 2| 21° на отрезке (—1, -1) посрэдством многочлена сте- 
пени п. 


С. Н. Бернштейн °(') указэл метод нахождения асимптотичес кого 
вначения наилучшего приближения посредством многочлена степени п 
функции }(2) = (а—2)° на отрезке (—41, 1), где а>1. Им же рас- 
смотрен (*) случай, когда а =1. 

Пе 1а УаПёо Роизз1т (*), нэсколько изменив метод С. Н. Бернштейна, 
применил сго к вычислению асимпитотичоеского значения наилучшего 
приближения фувкции 


1 (соз 0) = (св а—соз 0); [п (сВа—соз 6)}" 


при помощи тригонометрического многочлена, где 5— любое вещественное 
положительное число, т— любое целое положительное число. 

Метод С. Н. Бернштейна применястся мною к нахождению асимпто- 
тического значения наилучшего приближения функции вида 


1 (2) = (а—2)* Пл (а—2)]" (а>1) (1) 


на отрезке (—41, --1) при помощи многочлена степени п, где зи т— 
любые положительные числа. 


+ Выражаю глубокую благодарность С. Н. Бернштейну за то, что он привлек 
меня к тематике теории наилучшего приближения функций и оказывал болышое 
знимание моей работе, способствуя ее успеху своими ценными указаниями. 

Выражаю также искреняюю блогодарность С. М. Никольскому, ценными заме- 
чаниями которого я пользовался при окончательном оформлении настоящей работы. 
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Случаи целого и нецелого т существенио различны, так как при 
целом т ближайшей от отрезка (—1, +1) особой точкой фунниции } (2) 
является точка х=а, в то время как ближайшей особой точкой этой 
функции в случае нецелого т является х =а— 1. При этом особенность 
в точке х=а—1 (при нецелом т) носит характер чисто алгебраи- 
ческий. 

Вследствие этого обстоятельства исследования в этих двух случаях, 
жоторым посвящен $ 1, носят сущоственко различный характер. 

В $2 рассматривается случай а=1, т. е. когда функция }(2) имеет 
вещественную особенность на правом конце отрезка (—1, +1) при 
целом 1%. 

Рассмотрение наилучшего приближения функции (1—5), где $— 
любое данное нецелое положительное число, привсло С. Н. Бернштейна (*) 
к исследованию наилучшего приближевия четной функции |2]? на от- 
резке (—4, {-1) посредством многочлена степени п. 

Аналогично рассмотрение наилучшего приближения функции вида 
{1 —2)5 Па (1—5)]|” на отрезке (—1, +1) посредством многочлена сте- 
пени п привело нас к исследованию наилучшего приближения функции 


$ (2) =| 2 Ип]2]", 


имеющей особую точку при х=0, в предположении, что $ есть 
любое положительное число, а т— любое целое число. Этому посвя- 
щен $ 3. 

В $4 рассматриваются наилучшие приближения нечетных функций 
вида 


9® ==] 21. (3) 


При этом исследуются отдельно случаи целого (нечетного) и неце- 
лого $30. 

В ряде наших исследований мы пользуемся следующим обстоятель- 
ством. Если многочлен Р,„(х) степени ® и заданная регулярная функ- 
ция Ё(57) совпадают в точках х,, х,,...,2..: отрезка (—1, 1), где 
многочлен А (5) степени 7 - 1 обращается в нуль, то имеет место формула 


В 2) аз : 
РР ее о 
С 


где С-—любой контур, окружающий эти точки, внутри которого функ- 
ция Р (2) регулярна. 

В нокоторых случаях (см. $ 4) многочлен А (2) обращается в нуль 
только в п различных точках, и многочлен Р, (2), приближающий #(<), 
уже не являстся интерполяционным многочленом в обычном смысле этого 
слова. 


Для функции (52), определяемой формулой (1), многочлен В (2) 
берется в следующем виде: 


АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ЗНАЧЕНИЕ ПРИБЛИЯ:ЕНИЯ ФУНКЦИЙ &31 


В (2) = (х—а) соз (пб - 8) = 
= (ау —1"[а2—Ш1+/@—0 =] + 
++ я — 1)” [а2—1-У(@—1 2—1], „8 5) 


контур интегрирования С деформируется в окружность бесконечно боль- 
шого радиуса с бесконечно малым отверстием на положительной оси, 
из концов которого вдоль всшествзнной оси идут к точке а две беско- 
нечно близкие прямые СР и С,Р,, замыкаемые окружностью 1, беско- 
нечно малого радиуса. с центром в точке а, т. е. 


С=Гг, 1, +СЬВ+С,В,. 


Наконец, для всех функций, определяемых равенствами (2) и (3), 
многочлен В (т) берется в виде 


В (<) =2Т, (2) = 1о0зп аго созх, (6) 


а за контур интегрирования С принимается окружность Г бесконечно 
большого радиуса с бесконечно малым отверстием на мнимой оси, из 
концов которого вдоль мнимой оси идут две бесконечно близкие прямые 
АВ и А, В, к точке О, замыкаемые окружностью 7 бесконечно малого 
радиуса с центром в начале координат, т. е. 


С=гГ-т-+АВ-А, В,. 
$ 1.0 наилучшем приближении функции (а—5) Пт (а—2)]" 
Рассмотрим наилучшее приближение функции 
1 (2) = (а—1)° Па (а—2)]". (1) 


Заметим, что точка х=а является единственной особой точкой этой 
функции, если т > 0 есть любое целое число. Но функция ](2), кроме 
т=а, имеет еще одну особую точку х=<а—1 в случае, когда т > 0 
—не целое положительное число. 

Прежде всего, полагая й целым числом, мы будем различать два 
случая: когда $— любое нецелое положительное число и когда $— 
любое целое положительное число; затем мы будем рассматривать случай, 
когда т > 0 — любое нёцелое число. 

Г. Допустим, что $ есть любое данное нецелое положительное число 
и т > 0О— любое целое число. 

В таком случае, применяя формулу (4) к функции (а — 2) [п (а— 2)" 
и замсчая, что интегралы по обсим окружностям Г, и 1, равны нулю, 


получаем 
0 -@— 2) ваз)" Р,@®= 
#2 В (=) С а)* (67° Па (2—а) + тт —е- 1" [а (2—а)-#]|”} 43 (1) 
о а ) (2—2) Н (2) : 


причем многочлен В (2) определяется равенством (5). Очевидно, тогда 
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оф В - 1» У) ВьВ @ Ти-ь», (8) 


К=1 


где В, — некоторые постоянные коэффициенты и 


к С [2 а} По (2—а)]” 4 
ан 


Займемся теперь вычислением асимптотического ззачения иатеграла [т,з. 
Из равенства (5) видно, что при |2| > а имест место асимптотическое 
равенство 


В (2) ^ еа+уя-= 1)" [а2—1-И (а*—1) (2—1), 


поэтому интеграл [ш„; представляется в следующей форме: 


Е о (=—а)° п (2—а)|" аз 
п (1-2) [аг-1+ У@-1 =] (2+Уа=т 


равномерно относительно г. 

Для вычисления асимптотического значения этого интеграла мы вос- 
пользуемся следующей леммой С. Н. Бернштейна [(®), стр. 92]: 

Пусть Е(и) и Ф(и) — функции, определенные для а< и < с, причем 
функция Р (и) =Р, (и, 1), вообще говоря, зависит от пих (—1<5<\1). 
Имеет место асимптотическое равенство 


$’(а) 


ро" дано" | ФР (а+ ) ав (9) 


0 


равномерно относительно х, если выполняются следующие условия: 
1) существует ззачение й и положительная константа С такие, что 


со 


> 


\ 1, (2, 2) 9^ (2)[4=<С 
0 
равномерно относительно т.и п. 

2) Существует некоторый опредоленный, произзольно малый интервал 
(ал а-+- а), где (2) п сс производные первых двух порядков ограничены. 
и, кроме того, ф(2) > 0, $’ (25) < 0. 

3) Вне промежутка (а, а) |5 (2) | <э(а- а). 

4) Существует значение ‚< + такое, что 

© „9(а) 


| ар. (ант) аи >=" 
о 


при п > №, где Л достаточно велико. 
Применим теперь формулу (9) к вычислению интеграла Ги». 
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Полагая 


Ро С Те 
(2) (2—2) [42—14 -- У (2—1) (22—1)]° 


легко видеть, что первые три условия леммы, при а> й осуществлены; 
покажем, что выполняется также четвертое условие леммы. 

Для этой цели заметим, что имеет место асимптотическсе равенство 
а) 


ФР (а+ .) аи — 


со Ф 
р 

1=\е `: 
0 


1 С на ь 
ана =) (1 \ е Уч -Ги (ши—щ п)” ав 


равномерно относительно х. 
Полагая 


е Уи (пи— шп)" ав = 


= >: В. (— 1)" (п п)” -* \ е Уи (ши)каи, 
ко 5 


где 6, =1,6,, 6,,...,6и— некоторые постоянные коэффициенты, заме- 
чаем, что все слагаемые, стоящие под знаком сумм в правой части этого 
равевства, по сравнению с первым слагаемым (# =0) являются беско- 


о 1 
нечно: малыми, по крайней мере порядка О Поэтому имеет место сле- 


дующее асимптотическое равенство: 


со 


1. (—1)7 (тп) \ и 


$51 
=(— 1)" (пшп)"Г (5 1) (4—1) * * (10) 


Таким образом, вследствие (10) имеет место асимптотическое равенство 
ть 
и 2 Г($5-+ 1) (п ит 
2(а—х) пз 
равномерно относительно 5х, из которого, в частности, следует, что 
условие 4) леммы С. Н. Бернштейна для интеграла [из выполняется 
Следовательно, к интегралу [т‚; эта лемма применима и 


к 
Г __ (—1)” (42—1)  Г(5+1) тп)" (14) 
+ 
(а— 2) п8*1 (а-+ У а —1)" 
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Нетрудно заметить, что все интегралы /[ш-у„з (=1,2,3,...,тТ), 
входящие в сумму правой части равенства (5), по сравнению © Ги, 


т 1 
являются бесконечно малыми, по крайней мере порядка из. Поэтому 
равенство (8) принимает следующий вид: 


5-1 


(—1)7 з11 лз (42—1) ? Г($5- 1) (тп) 
РАО о 
пи +1 (а Иа—1м ( + ) 


Ф (2) > 
равномерно относительно х. Отсюда, приняв во внимание, что функция 
соз (п0-- 6) достигает своего модуль-максимума с переменным знаком 
в п--2 точках, приходим к следующему зэключению. 

ТЕЭРЕМА Г. Если $— любое нецелое положительное число и т > 0— 
любое целое число, то наилучшее приближение функции 


1 (2) =(а—=) [ш(а—2)]" (а>0 


на отрезке (—1, +1) при помощи многочлена степени п выражается 
асимптотическим равенством 
а 
- р. р т 
Е, [(а—2)* т (а—1)] > $1 м5 (42 —1) “ (шп) Г ($41) я (12) 
жп8+1 (а -- Уа:— » 
Примечание. Полагая в (12) чисто формально т=0, получим 
иввестную формулу С. Н. Бернштейна [(®), стр. 95]: 
5—1 


ЕТС , 
В не @>5 ев 


и, такям образом, 


Е [(а—х) 1” (а—-5)] ^ (пп)" Е, [(а—2):] (>11). 


Следовательно, при цэлом положительном т появление множителя 
1” (а—2) при функции (а—5)° влечет за собой увеличение (асимпто- 
тически) нзилучшего приближения этой функции в (шп)” раз. 

П. Пусть з=р и т—любые целые положительные числа. В этом 
случае функция (а—х)? регулярна во всей плоскости и из формулы (4) 
цолучим 


Е (а) = @—=)? п (@—2)"—-Р, (2) = 


ме 
=] 


Эе О (2—2) В (2) (13) 
где многочлен Л (5х) определяется равенством (5). 
Равенство (13) приводится к виду 
Е (2) = т (2) Ти, + У) А.В (8) 1, р, (14) 


К=8 
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хде А, (Е =2,3,..., т)— некоторые постоянные коэффициенты и 


Тт-в,р == | (2 а)Р Пл (2—а) "аз 


(2—х) (2) (Е =1, 42, З 93, т): 


а 
В силу (11) нетрудно заметить, что все интегралы Тор (К = 2,3,...,тТ), 
входящие в сумму правой части (14), по сравнению с Ти, Являются 
бесконечно малыми, по крайней мере порядка а. Поэтому равен- 
ство (44) принимает следующий вид: 
р-1 


Е (1) ^ ии — 603 (пб +8) 


равномерно относительно х. Отсюда вытекаст 
ТЕОРЕМА П. Если р и т— целые полеокительные числа в а> 14, 
то наилучшее приближение функции (а—т)? 1" (а—т) на’ отрезке 
(—1, --1) при помощи многочлена стгпени п вырижается асимпто- 
тическим равенством 
р-—1 
(4—1) ® Гр) т ту 


-— т)Р]п” (0— —^ 
Ев (а т п (а х)] п#+1 (а + И а*— ПЕ 


(15) 


Примечание. В частности, полагая в (15) чисто формально 
р -- т==4, получаем следующую формулу С. Н. Бернштейна [(°), стр. 94]: 


Е, [(@—2) п (@-— 2) (И о 


11. Если тр— любое нецелое положительное число, то фупкция 
(а—2)* [п (а—2)}]|" имеет две особые точки: @ и #1. Для того чтобы 
точка а—1 находилась вне отрез‹а (—1, --1), положим, что а> 42. 
В этом случае, чтобы применигь формулы (4), нужно положить, что 
контур интегрирования 


С=ГАВЕР- +, Р.Е. В. А, 
й 

берется в виде окружности Г, бесконечно большого радиуса р с беско- 
нечно малым отверстием на положительной оси, из концов которого 
вдоль вещественной оси идут к точке а—1 две бесконечно близкие 
прямые АВЕО и А,В.Е,О., замыкаемые окружностью 1, бесконечно 
малого радиуса 8 с центром в точке «—1; при этом точки РБ и Р, 
Ей Е, Ви В,, Аи А, имеют попарно равные абсциссы—соответ- 
ственно а—1, а, а-Е 1, р. 

Заменим в выражении А (2) а наа— 1 и учтем, что в формуле (4) интег- 
ралы по обеим окружностям Г, и 1, стрэмятся к нулю при р—> о и 
\—>0; тогда формула (4) принимает следующий вид: 
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ава ——— ее 


Ф (2) = (@—2)* Па (а—2)]"—Р, (2) = 
Е (2) (9-2) Па \ к \ и 
= 2 | \ (2—2 В (2) —_ 92+ 7 - . *_ 16} 
(ЕП, Р1Е1) (ВЕ, ЕВ) (АВ, В1 Аз) 
Заметим, прежде всего, что внутри области С, ограниченной ковту.-` 
ром С, имеет место неравенство 


—т < аго (2—а) < п. 


Кроме того, полагая % = ш (а—2), найдем 
= Шш|а—2|-Нтаго (а— 2). 


Рассмотрим отдельно случаи: 

а) Пусть 2’— произвольная точка отрсзка О.Е, и 2”— прсизвольная 
точка отрезка ОЕ. В таком случае нетрудно заметить, что при 8—0 
и р-><0 аге(а—2'’)—>0, оставаясь отрицательным, и аго (а— 2") —>0, 
оставаясь положительным. Очевидно, если 2 изменяется на отрезке 
(&а—1, а), то % = ш (а—2) изменяется на всей отрицательной веществев- 
ной оси. Следовательно, 

аго й’ = ага щ (а—2’)->—*« и ага” = аге шп (@а— 2") >= 
при 8—>0. Поэтому 


а С 


(ЕР, ГЕ) ЕР ПаЕт 


(а—2): | 12 (а— 2) се ет 


ИЕ ЕЕ 
(=) Па (а 8) "а 
ЗИ а— 2): | ]п (а— 2) |" 43 
= —21плт \ РЕ . (17) 


а-1 


Ь) Пусть 2’ и 2”— соответственно произвольные точки Е.В, и ВЕ. 
Тогда, очевидно, аго (а— 2’) —> —мт и аго (а—2") > т при 8->0. 
Заметим, что осли 2 мокястся на отрезке (а, а--4), то ш|а—з 
остается отрицательным и из равенства 
®= Ш | а—2|- гаго (а— 2) 


следует, что при 8 —>0 


42. (18) 


агб и” = агё п (а—2') —> ато г. Пе -—® 
ага и" = ага п (@— 2") > п— эго Е 
Таким образом, 
1-8 + 
0 (кр. акю. 8°° СЕБЕ 
т 
НЫ а 


(2—2) В (2) 


а 
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с) Пусть теперь 2’ и 2” являются, соответственно, точками отрезков 
В,А, и АВ. В этом случае при 8—0 


(@—2')* > (2— ве“ и (а—2"”)*-> (2— а) еп". 
Поэтому 


аго ®’ = ага ш (а— 2’) —> — эго т, 


агс и" = аго ш (@— 2") —> агс фо На 
Таким образом, 
8—0 (АВ, В Аз) 
т 
52 (2—а)*[1п? (2—а) + т? * ва [ао а - ы 43 

еж — и а) 1 (49) 
(2—=)В (2) Я 

а-1 


Итак, вследствие (17), (18) и (19) формула (16) пранимает следую- 
ий вид: 
—_ (=) 5 ( (а—2}° [п (а—2) |” 43 
Ф (5) = — ‚_ | зрли \ ТЕ --Ь 


а= 


“+1 (2— а): []п? (2—а) -- =] во [| из ато нм ($5 т) 4 
ь (=—а) 
аа \ ВЫ а (2—2) К (2) 59 а Е 
со — а}? [1п? (5 — 21 Ме а 
и 
(2—2) В (2) у 


а 1 
Обозначим через Г’„, //)„ и [°, соответственно интэгралы, входя- 


хцие в правую часть (20), и займемся вычислением интеграла Г[,’,. Для 


этой цели заметим, что 
в (2+И #1)" ви (@— 9—1} 


равномерно относительно д, удовлетворяющих неравенству 2 > а--1 > 1. 


Поэтому, полагая т(а—2)= —№ паходим для Г”, асимптотическое 
равенство 
со 
[< и а. тп и. 
У4Ы (а-е'—2)5 3’ 


5(1)— [арфе "РУ (а—е 1—1" [(@—1) (ав) —1, 
+У [@- 1—1 51-1] 


равномерно относительно х. 
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Далее, полагая 
1 


р к г зе Иа 22—41’ 
е- (84101 [* 
Е 


легко видеть, что для последнего интеграла [°*„ первые три условия 
леммы Бернштейна выполняются; покажем, что выполняется также 
четвертое условие леммы. Заметим, что имеет место асимптотическое 
равенство 

+0) 


|: и Р(=) 


— СЕ ы 

со .е О АИ ее = Г(т + 1) 

=) 2@—1—2=) (а-1— 2(а—1—2) п” 
[2 р 


равномерно. относительно х, из которого, ‘в частности, следует, что 
четвертое условие леммы Бернштейна для интеграла /[; „ выполняется. 


Следовательно, к интегралу /'„ эта лемма применима, и в силу (9) 
имеет место асимптотическое равенство 


т—1 
А [(а—1)*—1] “ Г(т+1) (21} 
8, т 8, т 2(и—1— 4) п”+1 (а—14+ У (а— 1—1) ° 
Аналогичным рассуждением нетрудно показать, что 
ое . 
..„ ^^ О па (а + У@:—1)" {2 ) 
1.0 [ . нс 23 
пт\1 [а-+1-+ У (а+1)—1]" о 


Итак, из (21), (22) и (23) следует, что Г», и 1%, по сравнению 
Го 


являются бесконечно малыми величинами. Следовательно, 


в силу (21), из формулы (20). вытекает следующее асимптотическов 
равенство: 


С 


Ф (2) = (@—=)* Пл (а—2)]"--Р, (2) > 


т-1 
Щ__ $1 вт [(а—1)°—1] * Гиз) 
(а 1 у (а—1) ы 1)“ 1+1 


с0з (п0-- 5). 


Отсюда следует 
ТЕОРЕМА ПГ. Если $>0 и т— любое нецелое положительное 
число, то наилучшее приблиисение функция (а—т)* Пт (а—х]"(а>2) 


на отрезке (--1, 1) при помощи многочлена степени п аа 
асимптотическим равенством 
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7—1 
1 2 
Е, [(а— 2) 1" (аз) о" а] Гео. 
®(а —4-+ У {а 1) — 1)" пт+1 


Таким образом, асимптстическое выражение наилучшего приближе- 
ния при нецелом т не зависит от $. 


ГУ. Рассмотрим случай, когда а=2. Полагая и=4—, получим 
(2—2) = (1 - и) =4-- ий (и), г (24) 
где # (и) —регулярная функция на отрезке 0 «и=<2. Кроме этого, 


1 (2—2) = ш (1 - и) =и-Ри?ф (и) 
или 
Пл (2—2) " = и" ((1-5 $ (и), (25) 
причем ®(и)—также регулярная функция на отрезке О<и<2. 
Из равенств (24) и (25) находим 
(2—2) Па (2— а)" = ити в (и) = (1) 4-2)" (4—2), (26) 
где 8(1—2)—регулярная функция на отрезке (—1, -- 4). Полагая 
(1—2) =2у?, из равенства (26) получим 


Е» { (2—2) [п (2—2)]"} = Е,„ ((1-29*)* Па (4 +2у*)]"} = 
=Ет 14" | у ат | о 2 (2у*)}. 


Отсюда следует неравенство 


2 { [у |" } — 2" Е, [$ ()] < Е„ {(2—4): Па (2—2)]"} < 
< 2”Е и, [у] 2" Е „ [9], (27) 
где 
$ (у) = [у 8 (2). 


Очевидно, ф (7) есть функция, имеющая прогззодную любого порядка 
для у = 0 и непрерывную про! ззодную порядка 4 при у=0 (4=2т +4 
при целом т и а=[2т]--1 при ноцелом т). 

Следовательно, функция ф(у) имеет непрерывную прогззодную по- 
рядка 4 > [2т] 1 на всем сегменте т +1) и поэтому имеет место 


Е. [9 (1 (28) 
где е„—>0 при п-—> ©. 


Итак, в силу (28), из неравенства (27) следует асимптотическое’ 
равенство 


Е, { (2—1); Пл (2—2 ]"} 2" Е, [у]. (29) 
С. Н. Бернштейн (“), исходя из формулы 
т$ 
& мп — оо и 
ОУ ан, 
ее) и 


доказал следующую теорему: 
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Если $— любое нецелое положительное число, то существует предел 


Ви Е, |2 [= (5) 


пс 


и при достаточно большом $ имеет место асимитотическое равенство 


т.$ 
1 — 


Г); (В) 


в (5) — 


кроме этого, при $ > 2 справедливо двойноз неравенство 


ед 


В силу этой теоремы из асимптотического равенства (29) следует 
ТЕОРЕМА ТУ. Если т > О—любое нецзлое число, то наилучшее 
приближение функции (2—1) п (2—5)]" на отрезке (—1, 1) посред- 


1 
ством многочлена степени п имеет порядок д и существует предел 


то 027 Е, { (2—2)* [Пт (2—2)|"} =2” р (2т), 


П-—>оо 


= 


— Г(5). 


Иа 
С 


г <ь6)< - 


где \ь ($) —константа Бернштейна. 

У. Если т > О— любое нецелое число и 1<а<2, то функция 
(4—1) | п (4—5)|" снова имеет две особые точки: а и а—1, причем 
одна из них (а—1) находится на отрезке (—4, -+-1). 

Положим и =а—1—х; тогда 


Пл (@— 2) |" = Па (4 и) |" = | ш- а (а) |" = 14|" 4-5 ие |", (30) 


(а—2)* = (1 и) = 1 ий (а), (31) 
где ф(и) и А (и) регулярные для а—2 < и <а функции. 
Ге) Ла (1 и). =. и) 
чевидно, при всех положительных значениях и ————_`>0 и по- 


этому 1-- иф (и) > 0. 
Если же а-2<и<0, то 


ш (аи) ш (1+ а—2) _ № (2—1) 
м 5 Ес ЗА % 
и 1+ иФ(и) > 0. 
Таким образом, из равенства (30) следует, что 
|1 (а) |" = [в |" (4 и (и))" (30°) 


при а-2<и<а. 
Итак, из равенств (30) и (34) находим 
1 (2) = (а— 2) Па (а—2) |" = (А- и} | Ша (1 и) =” (1-5 ив (и)) = 
=|а—1—2|"- (а—1—2) а—1—<|" 8 (а—1— т), 
где & (и) регулярная в а-—2 <и<а функция. 
Отсюда следует неравенство 
Е„|а—1—=|"—Е, [9 (2)] < Е„[/@)] < Е, |а—1—2 "+ Е„[$(2)], (32 


РДе 
ф (2) = (1—2) |а—1—<х|" & (а—1—2). 
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Функция $(2) имеет непрерывную производную порядка а9>т 
(Ч(=т при целом т, и а= [т] - 1 при нецелом т) на всем сегменте 
(—1, +1) и, следовательно, 


где =, —>0 при п-> о. 


Итак, в силу (33) из неравенства (32) следует асимптотическое 
равенство 


Ев [(а—х)* | шп (а—2) "] Е [|а—1—<("]. (34) 


По известной теореме С. Н. Бернштейна (°), если р > 0— любое 
нецелое полсжительное чисзо, то при любом с (—1<с< 1) имеет место 
равенство 


р 


2. 
Пт и? Е |5 —с |? = (1 —с*)* а пРЕ, [5 |? = (4—2) (р). 


В силу этой теоремы из асимтотического равенства (34) следует 
ТЕОРЕМА У. Если т > 0 — любое пецелое число и 1 <а<2, то 
имеет место равенство 


о и" Е [(@—2)* | (а—2) |" = [41—(а—1)*]* 1на п”, ||" = 


= [1 — (@—1)] “в (т). 

Примечание. Сравнивая результаты пп. 1, ШУ и У, приходим 
к следующему заключению. Если т > 0 есть любое нецелое число, то 
порядок наилучшего приближения функции (а—2) | п (а—х)" на от- 
резке (—41, +1) посредством многочлена степени п при а>2 равен 
п-@+0 (А -(а— 1—1)", при а=2 равен п?" и при 1<а<2 
равен ю"”. Кроме того, Е„ [(4—2)} | 1 (а—2)|"] не зависит от $, если 
т > 0О— любое нецелое число. 


$ 2. О наилучшем приближении функции (1—2) м” (1—5) 


Полагая т > 0 целым числом, будем исследовать наилучшее приближе- 


ние функций вида 
1 (а) = (1—2) 1" (1—х), 


имеющих особенность в точке х=1. 
В этом случае из равенства (5) нетрудно заметить, что 


3 А (2) = (1—2) Т„ (2) = (1—2) с0з п агс с08 х, 
а=1 


а Р„(х) есть интерполяционный многочлен „Лагранжа, совпадающий 


1 
(+ + =) пк. 
с функцией ](5) в точках х=1 и 5, =60$ ————_, причем И) = 


= Р; (4) =0. 


4 Известия АН, серия математическая, № 5 
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В данном случае мы не можем рассчитывать, что Р,„(х) является 
многочленом, наименее уклоняющимся от }(7), так как разность 


Е, (2) = (1—2)° 1" (1—2) —Р» (2) 


будет иметь не более (п--1) абсолютных экстремумов с чередующимися 
знаками, обращаясь в нуль при х=1; тем не менее мы устанавливаем 


верхнюю и нижнюю границу наилучшего приближения данной функции 
с помощью многочлена степени п. 


В дальнейшем мы будем различать два случая: когда $— любое 


нецелое положительное число и когда $5— любоз целое положительное 
число. 


Г. Допустим, что $— любое нецелое положительное число. В этом 
случае, заставляя а >> 1 стремиться к 1, из формулы (7) получаем: 


Ф, (2) = (1—2) №” (1—2)—Р, (2) = 


а (1—2) т, (2) © 2—4) Це"! [1 (2—1) + И" ел (2—1) — иж] 4 а 
и (2—2) 1.2] 9 
1 
или 
1—2) 2 (№) С (Е —1а 
Ф, р 1 п$ \ о ть 
1 
т со (2—1)5—1 аа р 
+а—2)Ть(2) х И, (35’) 
= 1 


где 6, — некоторые постоянные числа. 
Полагая 2-- / =—1=0 и замечая, что 


| т 1 в еп ае _ (9—1)? 
= (+5). 42 = ПА 


25 < 
находим 
со 
2—1) 11” [2 —1\ 4 
зе О 
т, $ (2—#)Т, (2) 
\23-— (8—1)? |" 
. © -— 1) 28-1 (6 - 
ав а [по А "че 
я йе 19? — 202-21) (о-в *). 5 
1 
Цалее зуас р - 
Далее, пользуясь подстановкой с =1-- „› приходим к асимптоти- 


ческому равенству 
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а 
п 


7,28 


=? (3) 


со 
\ 21 (и 
0 


ите-и) | 1 4 
а 
›авномерно относительно х. 

В силу (36) нетрудно заметить, что все слагаемые, стоящие в правой 


части (35), по сравнению с первым слагаемым являются бесконечно 


Е 1 = 
малыми, по нрайней мерс порядка .-; поэтому формула (35’) может 


быть представлена‘ в следующем виде: 


со 
Ф, (2) — __ (1—2) Ть (2) 11 п5 [ТВ (2 -- 1] 42 Ра 
р = (2—2) 1, (2) 
о — 5х п)" .Т „(9 ) та ц — ; (35) 
п.п? 
ме [и | 
отсюда приходим к равенству 
со 
Е Ре) чан 
- ен 7, \ Е 
' “(еее 
г (11 п) Е 
- 728 , (37) 


где =, —>0О равномерно при п-—> со. 
Следовательно, если п? (1—4) = 6—> со, то 


со 
Е ао ПО ТСЯА ИВ Е 
Ф, (2) = и Те) ии НЫ. (38) 


С. Н. Бернштейн, рассматривая функции (1—4)° [см. (?), гл. И, $ 6], 
установил, что если п? (1—2) =6—> оо, то 


22-851 т5 1281 (и 
- Т» (2) у 


7 (2) = Я (2) РТИ ее феи Ч , (39) 


и, вообще, при всяком В >. 0 


со 

228 511 т5 у Ви 1 {и и | 

лы" -Т, (2) \ +=, (40) 
9 (ие) (+ 


где ‹„ —>0 равномерно при п-—> со; кроме этого, имеет место неравенство 


25 АХ т 2 : 2: 
Е (уз, 
где 
а. 22-8 511 п5 ( 4281 Чи 
о. 
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Исследовав главный член правой части {39), С. Н. Бернштейн пока- 
зал еще (*) существование предела 
Ню 7 Е, (1—5). 
п>о 
Отсюда, сравнивая формулы (37) и (38) с формулами (39) и (40), 
приходим к следующему заключению: 
ТЕОРЕМА УТ. Если з— любое нецелое положительное число 


и т> 0 — любое целое число, то для наилучшего приближения функ- 
нии (1-—х)’ т” (1—2) имеет место асимптотическое равенство 


Е. (4—2) 1" (1—2) 2" Пап)" Е, (4—2); 


более точно выполняется не равенство 


3$ > л к : 
Сре - Ев [(1—<) 1” (1—5)] > (==) И, (41) 


(*.*] 
С 27 3+3 п %$ и? 1 Ци 
се к ‘еитеч * 
0 


П. Пусть теперь 5 =р — целое положительное число. В таком случае 
формула (35) примет следующий вид: 
[ее 


_ (2) Г,(2) © @—0* (тег ]”- 18-92 и#]”} 4ё _ 
Ф, (2) У ый \ В 


— 


со 


___@- =) Ти(#) : (2—1) 11171 (3—1)43 
ы т [бт ) О т 


1 


со 


< (#—1)2-1 107 (5—1) 4= | 
а т 
1 


= 
р 
ю 


Далее, аналогично тому, как доказывалось асимптотическое равенство 
(35"), мы показываем, что все слагаемые, стоящие в правой части (42), 
но сравнению с первым слагаемым являются бесконечно малыми величи- 


1 
нами, по крайней мере порядка |... Следовательно, имея в виду асим- 


птотическое равенство (36) для разности Ф, (5), мы найдем 


— 1)" +1 . 91 р+т 1 т—1 © = 
Ф, о Г, (2) \ ЕН ее 
в (НЕО (1+) 
ви (пп) 
р ик (43) 


и для п’ (1—1) =6-> о 
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я 


(— 0” -252%7 (№ пу 
РЕ тие а 


Ф: (и) = 


и2Р-1 Чи 5% (пп) 
ам з п 2 (44) 


у 
где г, —>0 равномерно при п-—> сс. 
Аналогично предыдущему случаю, из равенств (43) и (44) будет 
следовать* 
ТЕОРЕМА УП. Если ри т— целые положительные числа, то наилуч- 
шее приближение функции (1—т)Р ш” (1—) удовлетео ряет при доста- 
точно больших п не равенству 


т ^ в 7 Е 
С, > дрнует Е» п [(1— 2)? 1" (1-— 7)] > (===) т (45) 
гое 
Эт-$ +1 С реа 
С, =т \ о 


Следствие. В случае р=т=1 неравенство (45) примет вид 


: С, го 
С. > Е, (1—2) 1 (4—2)] > =) гу (45) 
где 
е и4и 
С, =2 \ еите\и 
0 


Неравенство (45) подтверждает недоказанное утверждение С. Н. Берн- 
штейна о том, что порядок убывания Ё„[1— 2) шт (1—5)] при п-> <> 
1 
равен >, [у сто. 91]. 
5 3. О наилучшем приближении функции |5 |1" |5 | 

Займемся теперь определением порядка наилучшего приближения 

четной функции 
(2) = [2 |1” [2 

на отрезке (—1, + 1) при помощи многочлена Ру (5) заданной степени №. 
Ввиду четности функции }(5) мы предполагаем, что многочлен Рк (5) 
содержит только четные степени х и его степень М№М=2п. 

1. Прежде всего допустим, что $— любое нецелое положительное 
число, и т > О— любое целое число. Заметим, что аналогично тому, 
как выводилась формула (35"”), мы можем установить, что 


$ (2) = Ре. т (: 5) О 


( — Про п”. 98—8+т (12 п)” со и 1 аи 
Е - Ти (2) \ - = т 
м. 1+ НЯ | 
вп (шп) , 
и”. (46) 


» Результаты пи. 1, П & & ини. 1, П $2 опубликовавы в моей ваметье (*)- 
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——_—д 


Положим 
1—х р 


нтк 
и заметим, что если х изменяется на отрезке (—1,-1), то у будет 
изменяться на том же отрэзке. Тогда формула (46) примет сле- 
дующий вид: 
. 5 Е 
(— 1)” +1 зщ 5. (а №)” 


Ф, (у) = ит | у[-- Ру (у) = — 


в. № 
г. Е вм" 
мо 


где № =2п, Р» (у) = св О (1—2). 
Замечая, что Т,(1—2°) = (— 1/77, (у), преобразуем (47) к виду 


=) т” о (п у) 


7» (у) \ Ге, (48) 
о (Че) ие) № 


Следсвательно, если №у* =6—> со, то, имея в виду, что 


Тм (у) = (—1)7с0з 2п агс эт у, 


находим 
т 5 со 
& (— 1)” а — (1 №)” 

2 . а! р Мм 
аи = РС РИ ТЕ у Е и" — к ‚ (9) 
и, вообще, при всяком 6 > 0 

а а [А — ет 
== 1 \ 7 а Чи . 
ю: Л ее они) 
о 
зу (1 М)" . 
- р. ь (49’) 


где ем -—>0 равномерно при`п—> со. 

о о ат 

Гаким образом, во всех точках «= яп -; › где 6, = №*; —> со, дости- 
гастся асимпитотически абсолютный экстремум с противоположными 
знаками: 

т$ 

4 (— 1713 — (м №)” © 
аа й 2 } 1 Аи ых 
№ 7$ п. № ечтеч —= 
5 
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& ( —1)т +1 эр 9 а)" 
т (ЕТ ($) 
нЕ м > (2е а). * (50) 


Очевидно, что интеграл в формуле (49), убывающий вместе с 6, 
меньше, чем в формуле (50), поэтому во всяком случае погрешность 


т 
приближения посредством многочленов не больше, чем Е С.. 


С другой стороны, применяя обобщенную теорему Ое 1а УаПве 
Роизз\”а, нетрудно убедиться, что при достаточно большом № справед- 
ливо неравенство 


р изза 5 (Ш 3 ЗИ 
ЕК а "у |]> — ож Ты (в ЕЕ РН 
9 (ие) Е 


где 6, == М? ти Ех [}] означает наилучшее приближение }(5) 


АЛ 16 
посредством многочлена степени Л, обращающегося в нуль при у=0. 
В самом деле, так как 


у мел) =(—4)* Е 


Тх ( зп ти 
то во всех этих М--1 точках разность $Ф, (у) получает значения с про- 
тивоположными знаками, прич наименьшее по абсолютному значению 
соответствует точке 1 2: Принимая во внимание, что [(*), стр. 61, 
формула (68)] 

+ Е [1 (<); (—1, -51)] < Ем [1(2); (—1, +1)] <Ем (2); (—1, +1], 


где /(0)=0, при всяком $ > 0 и т>> 0 имеем 


со 
2 \ из—14и 


(69 4 2-4 (1 Е е. 


^ (нм гу 


Таким образом, оказывается справедливой 
ТЕОРЕМА УПТ. Если $ > 0 — любое нецелое число и т > О— любое 
целое число, то порядок убывания наилучшего приближения 


У 
с. > пам Ему шт |у]> — 


т 
Ек Пу ш"|у|] ровен Е Более точно выполняются неравенства 


и Бы Пу "у > (5 )°. уз. 


где 
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ас 
С и и—14и 
Е т ) еи е\ ° 
0 


П. Допустим, что з= р— целое положительное число. Определим 
порядок наилучшего приближения функции |х|Рш"|х|, различая при 


этом два случая: 


а) р=24—четное целое положительное число (1— целое положитель- 
ное число). Тогда, аналогично тому, как выводилась формула (43), 


получим 
(= „/1— 
вв) = (9) (5) 0, 
— &)* +1 291% (пп) 1 С 29 1Ци гв (Ш п] 1 
=‘ о Е ы - Та (2) \ ; - 2 ых п28 — 
В, (1 -- тн) 
(51) 
Отсюда, полагая 1—5 =2у*, находим 
ф (у) = $, (1—2*) = [у шт | у|-—-Ры (у) = 
— 1) т+ячт 9 1 №\— т 2941 5 № М)” 1 р 
о 
мет) («+ а) 


где =м —>0 равномерно при № —> со. 
Для №? =6-> со получаем, что 


вх (п №) ”Ш—1 


ен е\ч + №29 


— 1,7” *+7+19 п М)7-1 
И (у) 


>38 
= 
и 
>. 
= 


причем 
р & 


Ри(у)= > 0, (1—2у*) 


есть многочлен степени М =2п. 


(52) 


Повторяя рассуждения п. [ этого же параграфа, из равенетв (52) 


и (52’) приходим к неравенству 


№24 8. е 
29 т а 
т В о _ :) у.’ 
где со 
27 14ц 
с=2 \ не: 
0 


Ь) з= р—нечетное целое положительное число: р 29-1. 
случае, полагая 


ЗЕ 29-Е р 
а 2 ы 1—= 25, 


из формулы (46) находим, что 


В таком 
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Ф(у=|у+! (2 у)" Рк (у) = 


©о 


5 (— 1) 7+9 (а №)" и29 Чи м (п №)" Е 
=. МО к С __ 


Ен 
3 (ее) (1 с ны: ) №29 +1 


где ем —>0 равномерно при п-—> <<. 


Отсюда для №? =6—> со имеем 


(537 


о Ча м)" ЧА т №)* 
Ф (у) = к т нем. 


Из формул (53) и (53'), подобно предыдущим, получается неравенство 


2941 х 24+ С 
а 24+1 пт Е. —_) ва 
> пам) Вы 1" [> Е уе 
где 
Л С 129 Чи 
С == \ еи ев 
0 


Таким образом, оказывается справедливой 
ТЕОРЕМА [Х. Если р— целое четние положительное числи в 


т_> 0О—любое целое число, то порядок наилучшего приближения 


ь шп)” 1 
Е, [12| шт |х|] при п—> со равен С справедливо нерсвене тво 


п? 


(ба 
у“ т а р 
С, > се В [ар > (®— РЕ 
[>] 
- ^ ИРЕ4ц р 
где с„=2т\ гие › а если р— нечетное целое положительное чигле. 
о 
« т > 0— любое целое число, то порядок наилучшего приближения 
т 
Е» [хр шт|х|] пра п—> со равен Е и справедливо неравенетее 
р к > С 
(в. —^_ Е" [| Р1т | д = тт 
„> (1шл)” [ | | + аа” 
(9.5) 
з и?—14и 
где С, = ( ‘и + РЕ 
д 


Следствие. Порядок наилучшего приближения Е„ [|2| т] (|| 


шп 
при п-—> со равен —— ‚а порядок наилучшего приближения №» [х° шт | 


1 
при п—> <> равен 5. 


ПТ. Мы доказали, что если $— любое нецелое положительное чиеи‹ 
и т>> 0О— любое целое число, то имеет место формула 
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[2 [5 |-—Р»(2) = 


ав 9 о (ш в)® - со 
= бла ях \ 


= йе Са и? 
е и ЕЕ 
ее › (1+ я) 
Очевидно, правая часть этой формулы отличается от правой части 
формулы С. Н. Бернштейна (А) множителем (шп)”. Поэтому для 
1 
15|“ шт |2| можно сформулировать теорему С. Н. Бернштейна так: 


ТЕОРЕМА УШО. Если $— любое нецелое положительное число 
и т> О— любое целое число, то существует предел 


и 14и Ве 


—- 


п8 


пря Е [217 ||] ] =в ($), 


т—осо 

2де в(5)—константа Бернштейна. 

Легко заметить, что теорема УПТб и последнее асимптотическое 
равенство остаются в силе, когда $=р_>0 есть целое нечетное число. 

Далее, сравнивая формулу (52) с формулой С. Н. Бернштейна (А), 
мы можем сформулировать следующую теорему: 

ТЕОРЕМА 1Хд. Если р > 0—целое четное число и т > О— любое 
о - предел 


Нм. Ва | ИР] =>). 


п—со (пи) я 
Кроме того, при достаточно большом р имеет место асимптотиче- 
7% 
ское равенство у, (р) >-Г(р) и при р>2— неравенство 


(1) тГ(Р) << Г. 


Примечание. В случае р=2 и т=1 из теоремы Х5 следует 
существование предела 


3 9 Ел [2* т ||] =, (2) < г(а)= 


п>со 


поэтому существует следующий предел: 
РО 
—=4 Ша п*Е„ [5* 1 |5 |] =4у, (2) < 4. 
ГУ. При исследовании наилучшего приближения функций вида 
1) = ава, 


где р—целое положительное число, мы ограничимся случаем, когда 
р—нечетное целое положительное число (р=24-- 1), так как в случае 
четного р (р=24) имеет место равенство 


Ев 92 |] ==Е. [|229 |1], 


уже рассмотренное в п. этого параграфа. 
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Переходя к исследованию наилучшего приближения нечетной функ- 
ции 2791! п] д| на отрезхе (—1, +1) посредством многочлена заданной 
отепени М, положим 


(5) | В (<) \ 221+1 ]п'12 4 


ЕЕ 
(@ 


где С=Г- у АВ- А, В, и многочлен А (5) определяется равенством (6). 
Пусть М=2п--1— целое нечетное число. Легко видеть, что 
функцию $(52) можно представить в виде 


ф (2) = 229 пх— Ру (2) = (—4)н А) \ а 
р (=) = 111— Ву (5) 1) Е-РвО 
о 
т. м миа 
—(—1)"+925Тл (т \ В Е 
в вет. =) @ У й-ОУ+(-Уй+а“ 


о 


так как интегралы по окружности Ги ) в пределе равны пулю. При- 
равнивая действительные части обеих сторон последнего равенства, 


получаем 


ИИ, | г 
Ве0(2) = 221 Ш |-—Р, (2) = 


Й 2 
= 4993 аи ы ЕЕ ПО рее ОЕ А 
(—1)125? зап М агсз1и 1 У ЕУЙЕО-(-УР+УМ, (54) 


гак как для нечетного ЛМ =2и--1 имеет место равенство 


Ги (52) = с03 М агсс0з д = ©03 [ 5. + (пл — (21 -- 1)(агс защ | == 


= — и [их 


п-- 1) агсяш 5] = (—1)7 ап М агс зшх. 
(21 - 1) агсш 2] = (—1)и 1 М агс 81 


Полагая &-- ИР-+1 —=0, а затем в=1+- ‚ мы приведем формулу 
154) к виду 


2 ми М агсыш х и? 4 и $ 
ее 
0 к + - у 


М?) 


Отсюда, при условии, что х + 0, получаем 


* [е2) 
2511 Магс 51 х и? 94 и Зл 
Веф (=) = (—1)* . ат \ ет Найт - (56) 
0 


Повторяя рассуждения п. 1, из формул (55) и (56) приходим к сле- 
дующему заключению: 

ТЕОРЕМА Х. Если р--иелое нечетное полоокительное число, то 
порядок убывания наилучшего приближения Е [22 Ш] |] при п о 


1 о Я 
равен -„; кроме Того, значение Е» [хр 1 |2! удовлетворяет неравенству 


п р С; 
С» > РЕ, [2Р Ш |] > (+=) те, 
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и Щи ‹ ы | 
Ей \ АЕ № а 
К= 0 


0 
$ 4. О наилучшем приближении фувкции & [< |5 
в Пусть $5— любое нацелое положительное число. Займемся исследи- 


ванием наилучшего приближения функции 


ИЕ 

на отрезке (—1, —1) при иомощи многочлена данной стеиени п. Нрежде 
всего заметим, что функция |5’ является дойствительной частью ком- 
илексной функции 


[22 (1) =: 21-3 Ё ‚ [ ев Я 


при всех действительных значениях г, находящихся внутри выбранноги: 
выше контура С=Г- ут АВ- А, В,. 
В самом деле, 
1505 м5). 
Вен (2) Ведет 08 =) |, 
( ) о 1+ 51 15 Н- 
при >. 0 и 
й о ЕЕ $ (1—605 15) |] _ 
ей (4) = Ве + И 
В ( ) К [4+ $11 95 
| . ис $ (1— С08 15 
—=Нех|х |5 (60515 — #1115) о] м 
511 95 
при < 0, так как —1-=е-”! внутри контура С. 
Итак, имеет место равенство 


а) == Веи (2) = Веж" +1 ее] 


$11 95 


при всех действительных значениях х, находящихся внутри контура (’' 
Пусть п=2т--1— целое нечетное число, и 


Пе Т, 0) 605 п 5С 6052. 


Положим 
2841 |1 4 ь т | 42 
Ф (+) к В (=) \ т $11 к5 Е 
2 (3—2) В (=) 
С 
37:51 тт © 


_ В (=) [ ; #(-—с0$ 1$) _ к ‹ а 
ох [1 Г 811 15 С ит 1\ (И =) 1. (и) ` 
0 


Последнее равенство вытекает из того обстоятельства, что интегралы 
из окружностям Гит в пределе равны нулю. Нетрудно видеть, что 
функцию Ф (5) можно представить в виде 


Ф (2) =и (1)— Ра (4), 


где Ра (2) многочлен степени не выше п с комплексными коэффициентами. 
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Далее, легко видеть, что 


вов) ] [е м 


511 25 
и что в силу нечетности п(п=2т-- 1) имеет место равенство 
Та (1) = 


Таким образом, 


РОЧечий 1+а-уй ру" 


ГА 7 ст и / со 
О ЕЯ \ виа (57) 
о +) [1+ УЕ -УЙ а, 


Отсюда, приняв во внимание, что 


5 


Ф(2) = 


Ве Ф (1+) =х|5|°—Р, (2) 
где Р„(т)—действительная часть многочлена Ра(х), будем иметь 


$(®==|=|—Р, (а) = 


&(—1)" 15 К (2) о 


= и О 
т = 


В =) Е УВ 14-Й], 


ее ы я 
толагая ги —0, а затем с = т ‚ из последней формулы но- 
лучим 


Е р ы 
я (2) = я ^ Е и Рота ’ 
п % (мет (1 п паза ) 
где =„—>0 равномерно при п-—> >>. 
Таким‘ образом, при фиксированном 5 +0 
4—1” а Г, (2) © у 
: 2 из4и Ва 58 
ф (1) к пп 11 ОЕ ’ ( ) 
6 
и вообще, при всяком 6 > 0, где 6 = пд? = 9, 
т ны со 
р 5 в (2) физа и 5л 59) 
Ф (2) = - А" Г (и —е\) ( (В и?) Е (5 
[7 


Повторяя рассуждение, изложенное в п. 1$ 3, из равенств (58) и (59) 
получаем неравенство 


Ст Е, [|2 > 1“. 


(60) 


где 
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Таким образом оказывается справедливой 
ТЕОРЕМА `ХГ. Если $— любое нецелое положительное число, то 
дла наилучшего приближения Е, [21|] имеют место неравенства (60). 


П. Если з=р=24-- 1 — нечетное целое положительное число, то рас- 


.1—50$ п5 


смотренный выше множитель [++ ] обращается в бесконеч- 


51И 15 
‘ность, и поэтому предыдущие рассуждегия не применимы. 

Заметим, что 2Р при замене 5х на —х меняет знак и поэтому нам 
нужно искать функцию, равную 1 при х>0 и равную —1 при х<0 
для всох действительных значений х, лежащих впутри контура 
С=Г--У--АВ-А,В.. 

Для этой цели мы используем то очевидное обстоятельство, что веще- 
ственная часть функции * © (5) = —. ша, заданной в области, ограни- 


ченной контуром С, равна 4 при > 0 и равна —1 при д < 0. 
Отсюда будет следовать, что функция |х|? являегся действительной 
частью функции 


в (@) =? (12 шаг) 
на отрезке (—1, 1), так что 
212 Р. = 1Ве 1—2 шх) = Вехи (2). 61 
= ) 


Поэтому, переходя к исследованию наилучшего приближения фувк- 
ции |5 |? на отрезке (—1, + 1) посредством многочлена данной степени п, 
предположим, что п=2т-- 1 есть целое нечетное число и 


8 (2) —=51.. (2) = 20050 аго005х. 


и (т (1- №2) А 


Положим 


(2—2) В (2) 


Фю- \ (1 шз) 221 2 2 


о о. Е Зб } 
(— 172 (2) | 1 (027) ] [+= (2:5) ] } 4 
0 


Последнее равенство следует из того, что интегралы по обеим окруж- 
ностям Ги 1] в пределе равны нулю. Очевидно, функцию Ф (5) можно 
представить в виде 


Ф (2) = и, (2)—Р, (2), 


где Р” (5)— многочлен степени не выше п с комплексными коэффициентами. 


* Для функции п 2 в области, ограниченной контуром С =Г-- 1+ АВ - А. В,, 
берется значение, определяемое условием п 1=0. 


АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ЗНАЧЕНИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ 455. 


Ф (2) =и, (2)—Р, (2) = 


ев) С РИ - 2) кВ 
ы п + =) Е -УВ1*+(1-У8—1] ° ее 


Наконец, имея в виду равенство (61) и приравняв действительные 
части обеих сторон равенства (62), получаем 


со 


т 54 (> 1)7+9 В (2 а 
ве Ра ана \ 2 2 Иа Е =8- ‚ 
В 22) (ЕН УР "+ (-Уй-— 1)" 
полагая ЕРИР-1=о и затем =1+ ‚ преобразуем последнюю 
формулу к виду 
эн -& — 4) внулзате ада © © Аи 8 
х|1|РР, (2) = ( ) о С 51 \ и?4и | мик 
ем (1+ - ) 
у. 0202 
Отсюда при п?’ =6-—> со находим 
4 (—1)1 а Азова © и’4и ё , 
2|= РР, (#1) = —_ ани, (63) 
0 


и вообще, при всяком 6 > 0, где 6 =п?л° (т—фиксировано), имеем 
со 
4 ( —1)7 з1п п агс 310 2 Ви аи 
а, на в 


кп +1 ие \) (6 -- и?) ' пе, 


|1 Р-Р, (5) = 


где ег, —>0 равномерно при п—> < и р— нечетное целое положительное 
число. 
А 
Таким обрёзом, во всех точках д, = п Где = 42, За 
асимптотически достигаются абсолютные экстремумы (с чередующими 


знаками), равные 


со [®.®) 
Е иР4аи _ Г (р 1) 1 
е\ — е-\ т +1 (2 -- 121 * 
0 Е=0 


ПРЕ ИР 


Пользуясь рассуждением п. 1 $3, из равснств (63) и (64) приходим 
к следующему в\ключению: 

ТЕОРЕМА ХИ. Если р-— нечетное целое положительное число, то 
для наилучшего приближения нечетной функции х|хР ма отрезке 
(—1, +1) посредством многочлена степени п справедливо двойное нера- 


венство 
п ‘МР! С 
Ср пе [=> (ух) ЗЕ. 
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Г. 1ВВАСНТМОРЕ. 50В ТА УАТЕСВ АЗУМРТОТ!ООЕ ОЕ ТА МЕПЛЕОВЕ 
АРРВОХМАТТОМ О’ОМЕ РОСТОМ АУАМТ ОМ РОТ ЯУКЕлЕВ ВЁЕГ 


ВЕЗОМЕ 


Г. Рапз се шётолге поцз поиз оссиролз 4е ]а уаеиг азутрбомаче ае 
]а ше Шеаге арргохипа оп 4’ипе !опсмол де 1а Тогте 


1 (2) = (а—*)* Пт (а—2)|" (а>\) 


Чапз ]е зезшег (—4, 1-1) раг 1ез ро!упбшез 4е Чесгё Ч4опибё зоцз 4ез 
зирроз оз А6гетцез а ргороз 4ез пол гез роз зеф т. Гез гёзаайз 
эи1уатё 016 66а Из: 

1) $1 $ её ул пошЬге розиа{ поп-1(6ота] агЬИгайге, т ез6 ип пошЪге 
1046ога] агЬИгате еб а> 1, а]отз 1а ше1епге арргохтаМоп 4е ]а {опс- 
Ноп ](2) 4апз 1е зботепь (—1. --1) раг 1ез ро!упбшез 4е 4едтё п ез% 
Чоплёе раг ’ехргез51оп азутоНаче эуат: 


5—1 
51 2—1) * (шп) 
Ев (а — 2) 1" (а —хт)] ^ Ай я и не нвый 

` п03*1 (ау а*— 1)" 

Ей ссошрага1зой ауес ]а Гогище (12’) 4 5. Вегпцет, поге {огри]е 
шоп ге дае 1а шаарПсайоп 4е Па Топйсйоп (@-2х) раг ш”"(а-2) зио- 
меню (азутр\оааетет) (шп)” {013 ]а ше еше арргохплаНоп 4е 
сеМе !опсЫол. 

2) 51 р её т 5016 Чез потЪтез 1пЕ6ага13 роз: © а>1, а|огз Та 
ше!еиге арргохипаНоп 4е 1а Головой (2-х)? раг п” (а— 2) далз 1е з6- 
стоепь (--1, 4) раг 1ез ро]упбтез 4° Честё п аашеё Рехргезз1оп азут- 
ройчие зиуаще: 

в" 
—_ г 1). т (шп) 
о ра 
п? +1 (а - И а— 1)" 

3) $1 т ез6 ип поште розёИ поп-пибета| агЬИтате еб а>2, а10гз 
1а ше Шеоге орргохипамоп 4е 1а Тотойол 1(5) Чапз 1е бое 
(—1, --1) рэаг Шез ро]упбтез Че @оотб п сезё 40л\6 раг Гохргезоп 
азутреойфие зуалю: 

т-1 
| ЗИ тм | Г(т® 1) [(@— Пе 


я т Е, нЕ 
о т (а в У а-— 1:1 


ие] дие 301 $ > 0. 
4) 9 т>0 ез ип поте поп-иивота] дие]солдие, а]огз 1а шей- 
1еиге арргохипайой 4е 1а Топсйот (2— 2)° [1 (2— 2)]" Чапз 1е зёдтае, 


. 1 
(—1, 4) раг 1ез ро[Гупбтаез Че Чезтё п е% Ч?’огЧге = ©, ошие сеа. 
1 ех1ще 1а Пшце 
а 72” Е, {(2— 2) Пт (2— 2)" } = 27 (2т) 


3ее де »(2т) заафай & Гтёза] ие 


5 Изгестия ЛН, серия математическля, №5 
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Уп ти Г | акт | 
а т гот- а) < вт) < ИИ Гат. 


5) $9 т> 0 ез6 ип позжЬге поп-пиёста1 дие]сопдие её 1 а < 2, а10гз 
| ех15е 1а Пюие 


Нил” Е, [(а— 2)* 1 (а—2) |] = [М —(@— 1):]® в (т) 
1ее даче 


а т-— ы в 


П. №13 поз оссиропз шаНиепапё 4е 1а ше1еиге арргохипайоп 
4ез Топсморз 4е ]а Шогше ф(5) = (1—5) ш" (1—2) 
(—1, -Е1) раг 1ез ро1упбтез 4е 4естё п. 

№13 ауопз 4ез гёза аз зшуап(з: 

1) $1 $ езё ип пошЪге роз поп-160га] дие]сопаие её т >> 0 езё ип 
потшЪге 1066ега| агЬга1ге, а]огз 1а ше1Шеиге арргохипайоп 4е ]а {опс- 
оп ф(5) аатеё 1’ехргезз1оп азутройаце 


‚пт 
Ва =— 


О во = 


-Г(т- о. 


Чапз 1е зботет 


Е, (1—2) а” (4—2) 2" (шп)” Е, (1—2) 


оц, Че |а Тасол раз ехафе, 


У С. 
С,> тире В №4 > (=), зуе’ 
си 


со 
с. = ИН 5 \ и28—1 4и 
$ 


Ра ее * 
0 


2) 51 $5 =р её т з0п% 4эз пошЪтгез ицеога1з розЁз, а1огз 1а шей1еиге 


арргохипаМоп 4е 1а ГопсИоп ф(5) зайз!а а шва бе 


р зй - 
ее лу Ев [(1— 2) 1" [(1—5)] — & ны сут’ 
оц 


—ы й 
ИА \ гта 
р 


рэпгуй (Чае Й е36 аззе? огапа. 

11. Еп 6ба41ап6 1а тоеШеиге арргохитавопз 4ез опбсНопз ае ]а Фогше 
|2 1” | <|, поцз ауотз оБепи 10$ гбзибаёз зийуат: 

1) 51 $>0 е36 ип пошБге поп-пибата! диесопаие её т >> 0 ез6 па 
потге 11660та] агбИталге, а1отз Рогге Че Ч6сго1ззетепь 4е ]а ше1Пеиге 


Е с : 1 ый 
арргохипай ов И, [|2 "|5 |] е% р Р?ипе Гасоп раз ехасе ?’1т6- 


са1166 з1уаше а Пей 
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шт С 
С. > пода Вы "> (ии о, 

ой 

со 

$ 

а 4 31а 5 \ из-1 Фи 
О 
0 


2) $1 р ез6 пошЪге роз райг её т > 0 ез6 ип пошЪге 11662га] дие]- 
к Гог4ге 4е 1а те! ее арргохпиайор Е, [|5 |? 11" |х|] ез 
м еф поиз ауопз 1’1ш6ха1146 


пр 
в плут Ва [#2 ш" [21 >(— 


ой 


81 р> 0 её ип пошЬге ипрай’ её т >> 0 езЁ ип пошЪге пота! дче!сопаие, 
а]1огз ’огаге 4е 11а шеШешге арргохкаамоп Е! [|5 Р 1” | |] 
(11 п)” АЕ 

„р © поз ауопз 1’1п6са11и6 


езь 


Ср > ата Е. [|= "| 21 ]> (—=). Е 
ой 


3) $1 р езё ип пошЪЬге роз ппра1г, а1огз Гогаге 4е Ч46сголззапсе 


де 1а шеШеиге арргохтайор Е) [57 т |5 |] ез6 г её Е, [57 115] зайз- 
116 & Г1аёращеё 


Сов, ыа] > (у 5%, 


ой 
оо со 
Ги’ лан ` 1 
бь=2 \ иен = 210) Хр. 
0 КО 


ГУ. № из ауопз спЙп 1ез гбзиЦай8 зе гаррошатиз а 1а мееиге ар- 
ргохипайоп 403 ГопсМопз 4е 1а Тогте 2|5: 
1) 91 $>0 ез6 чп лошЪге поп-10669та1 4ие]сопфие а|ог& 


Г $ а С. 
а | зу 


ой 
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со 
т ь 
и $1. -- 
С 2 иР4и 
з Е 
0 


е—е-® ° 


2) Я р>О ез ив пошЬге ш6ога|! ппралг, а]огз |]а шеШеиге арргох1- 
шайоп 4е а одсЯоп пораше х|х/7 Чалз РицегуаИе (—1, +1) раг 1ез 
ро1упбмез Че 4естё № заза а Гш6са16ё 4очЫе 


< ее в \Р*! С 
Сре п? Е, [д] > (= р 


ой 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЕГЕТ!М ОЕ ГАСАОРЕМ!Е РЕЗ ЗСЛЕМСЕЗ РЕ 1/08$$ 


Серия математическая 10 (1946), 461—462 Зече та\пётаЧаце 


С. Н. БЕРНШТЕЙН 


ДОБАВЛЕНИЕ ВК РАБОТЕ И. И. ИБРАГИМОВА «оБ АСИМПТОти- 
ЧЕСКОМ ЗНАЧЕНИИ НАИЛУЧШЕГО ПРИБЛЯЖЕНИЯ ФУНКЦИИ, 
ИМЕЮЩЕЙ ВЕЩЕСТВЕННУЮ ОСОБУЮ ТОЧКУ» 


Применяя соответствующий вычислительный аппарат, И. И. Ибра- 
гимов получил теорему ИГ: 


Если т > О—нецелое число и $ >0, то 
т-- 1 


| 310 жи ' [(а— 1)? — 1] о. Г(% +1). 
®(а—1- У ( а—1)}: 8—1) в 
Как известно, вторая часть равенства (Г) представляет Е, [(е—х)"1, 
где е=а—1 > 1. 
Целью этого доЗавления является установление вытекающего из 
общей теории наилучшого приближения асимптотического равенства 


Е» [{с— 2)" Ф (2)] == | Ф (©) |Е„[(«—5)"]| (Ф(®=0) (1) 


при т нецелом (т=0), справедливого для всякой функции Ф (5), регу- 
лярной внутри какого-нибудь эллипса Чебышева, включающего точку с. 
Очевидно, что равенство (Г) неззвисимо от знака т из есть частный 
случай равенства (1), так как функция 
(а—т) ш" (а—х) = (а— 2) ш”" (1 е—<) = (с—х)"Ф (2), 


Ф (2) = (а | о же Т\ 


с—х 

регулярна внутри эллииса, проходящего через точку а=с-Н1и {Ф (с) =1. 

Для доказагельства асимптотического равенства (11) полагаем 

Ф (5) =Ф (с) + (—2) Ф, (2), 

где |Ф, (2) | < М в эллицве Дв с полусуммой осей В >р=е+И с*—4. 
В таком случае 

[Е [(<— <)" Ф (2)]—|Ф (с) [Е „ [(е—2)"]| < Е» (е—2)""" Ф, (2)]. 1) 
Но, при сделанных предположениях, справедливо перавенство 


Е, <=)" Ф, (2 < ен Е, [(с—2)”*1|, пу) 


где: е„ —>0 при п-—> 5. 
В самом’ деле, разлагая Ф,(5) в ряд по многочленам “чебышева, 


РЁ [{а—2)* о (а—х)] == (а — 1). (1) 


где 


че 


получаем т 
Ф, (2) = вы АТ ь (2) в, (5), 
0 
где, как известно [см. литературу на стр. 455 (°®), стр. 74)], |Ак|< 


“и |3, (2) |< ы - Е: при —1<:<1. Таким обравом, 


рыл 
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а”+1 


Е» [(е—2)" Ф, (#2) < Е, | х АкГь (2) (с — 2)" | тЫ т. 


Но, принимая во внимание, что у (1)| <1 па —1 <х<1, имеем 
В [(с—2)Т,@реВ,к(е- "< ре Е, [(<— мы], 
где р, >р может быть взято сколь угодно близким к р (независимо от 
А < п) при п достаточно большом. 
Отсюда следует неравенство 


Е, [(<— 1)" Ф, ел <2мУй ета М < 
К=0 
№ к -Е КЕ ее { т , 


которое равнозначно м 
Таким образом, вследствие (ПТ) и (ТУ), получаем 
Е» [(с—х)" Ф (2)] =|Ф (©) [Е „ [(«—=)"] + ОЕ» (е— 2)", 
откуда вытекает (11), благодаря тому, что 
я 
Ел [(е— 2)" 1 (с — 1) Е, [(е—2)"] =0О а р 
Неравенство (У), как нетрудно видеть, остается в силе, если заменить 
({<—2)"*' любой функцией Ф, (х), для которой 
. п ЕЕ О 
а КЕ, [Ф, (х)] =р< В. 
Вообще, каковы бы ни были особенности функции Ф, (2) на эллинсе 
О, с суммой полуосей р< В, существует последовательность возрастаю- 
щих значений п, для которых =„—>0 в неравенстве 


(ТУ Ъ1з) 
Поступило &.1Ш. 1946. 
$. ВЕВМУТЫХ. СОМРТЁМЕМТ АО ТВАУАЛТ, БЕ Т. 1ВВАСНТМОЕЕ 


«ЗОВ ТА УАТЕОВ АЗУМРТОТЕООЕ ФЕТА МЕПЛЕОВЕ АРРКОХ!МАТТОМ 
Ю’ОМЕ ЕОМСТТОХ АУАМТ ОМ РОТХТ $1ХбОТТЕВ ВЕЕТ» 
ВЕЗСМЕ 
Се’ сотр]6тепё 6аЪ116 1е {а зоауап бой Ф, (2) ипе Топсйов 
гбои1@ёге её рогиёе 


п 


|Ф, (2) < М 
А Риббемеиг 4е Рерзе Ри ауапё —1, 1 ропг Тоуегз 4ол® |а вотиае 
Че Чешлахез ез6 6а]е а В; оп а а|0огз ГР1а6са1и 6 
2мМ В 
Е.Ф, (6) Ф, (9 < (+, ) Е.Ф, @), 

ой =, —>0 роишг иле шЁлиё 4е уз]еигз и п, даеПе дие 3016 ]а ГопсЯоп 
Ф, (2) Чоплбе роззё4аив Чех зшеи]агИ6з заг Р6Итзе РО, 4опё 1а зошште 
4е Четлахез р < А. 

А1тз1, еп рагси Пег, 1огздае 1а Гопсйол Ф, (2) а ип зе] рот! ис Нек 
га’ Римёмриг 4е в её 10016 4е Та ргсрг1 66 дае Па У Е, Ф, (2) 6х1вйе её аие 
Е п [(<-——х) Ф, (1) =оЁ, [Ф, (+)] 

‹й а рог 1юще узепг 4е п—> со (еп заррозалё |Ф, (с) | > 0) 
Е» [Ф. (2) Ф, а (©) [Ф, (2)]. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ!М ОЕ Т`АСАРЕМ1Е ОЕЗ ЗСЕМСЕ$ ОЕ 008В$5 
Серия математическая 10 (1946, 463—468 земе таМетайдие 


Н. А. САПОГОВ 


НАИЛУЧШЕЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИИ, ИМЕЮЩЕЙ 
ВЕЩЕСТВЕННУЮ КРИТИЧЕСКУЮ ОСОБЕННОСТЬ НА ЭЛЛИНСЕ 
сходимости 


(П редставлено академиксм С. Н. Бернштейном) 


В работе исследуегся вопрос об асимитотическом значении наилуч- 
шего приближения (простого и взвешенного) функции (а— х)* при 
произвольном вещеслвенном $ с помощью интегрирования дробного 


порядка. 


1. Исходной точкой для определения асимптотического значения 
наилучшего приближения аналитической функции, имеющей заданную 
вещественную особенность а`>1 на эллипсе сходимости, является для 
С. Н. Бернштейна (') равенство 


ри. 1 ось с0$ (и0 +0) 
В (= (а*— 1) (а+ Иа*—1}"’ (и 


приводящее к точному значению наилучшего приближения функции 


[см. (*), стр. 82]: 


х—а 


1 1 1 
Е» ея т (а*—1) (а- Иаз—1»° {1*—1) А" (а) 


Дифференцированием и интсгрированием (1) по а решается вопрос 
о наилучшем приближении функций, для которых точка а > 1 является 
‘полюсом любого порядка или логарифмической особой точкой. 

При исследовании функции, особенность а > 1 которой является 
критической типа (а—х)*, где 5— дробное число, С. Н. Бернштейн 
отказывается от метода дифференцирования и интегрирования и прибе- 
гает к особому приему интерполяционного построения многочлена Р‚ (7), 
являющегося многочленом наилучшего асимптотического приближения 
для функции (4—2). Между тем, с помощью интегрирования дробного 
порядка оказывается возможным использовать и для функции (а—2)* 
по существу ту же идсю, которая приводит к цели в случаях полюса 
или логарифмической особой точки. Таким путем достигается единство 


метода. 
Кроме того, использование интегрирования дробного порядка позво- 


ляет получить асимптотическое значение 
Еп, гк) ((а—2)*] 
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взвешенного наилучшего приближения (а—1)* при непрерывном весе 
1(1) >0 на отрезке [—1, 1]. 

Интеграл дробного порядка х от функции }(57) понимавтея в смысле 
Римана и Лиувилля, как функция 


— \ (2—1) 1} (6) ав, 


где Г(х)—гамма-функция Эйлера. 

*. Продирфэреицируем 1 раз по а равечство (1), ватем замэнам а 
на $ и, умложив обе его части на (1—а)*, где —1 < ^, проиятегрируем 
по фот &=а до ё=6>а. Имея в вяду, что пра дарроренцярованаи 
(а-- И а*—1)-" выделяется главный член (при п—> сю), равный 


О УнЕи 


получаем асимптотическое равенство 


1+3 


| | 

— —а)^ с0з (пб +8) а 
а А ВЕ И 
у 2 РИ Вий 


где О, (х)—многочлен степени «п. 


При интегрировании по частям интеграл правой части распадается 
на сумму 


[2 
Х 
008 (0+5) и Е Ве а и 


В+2 
(В 9“ Ри ВВ 


в которой только первое слагаемое играет существенную роль. Действи- 
тельно, воспользовавшись одной общей формулой С. Н. Бернштейна 
[см. (*), стр. 92], находим, что 


(аа ый Г (1+4) 


С а 


_й+2 Ва -^ 
(1—1) * В" (В п1^ (а*—1} * В*(а) 
и 
га | (#—а) 1 гос (#—а)^аё 
` =— 1 — 
О 
ь (#1) * № (а) т (1) * (а) 
МГ (1+ А | 
За и , | (3) 


п2 + (а2—1) * В" (а) 


где М = шах 2} 603 (п9--5) | при а<ё<. Отсюда заключаем, что О, (7) 


—=— д 
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является  многочленом наилучшего асимитотического приближения 
на отрезке [—1, 1] для функции 
ы | 
°й! (аа 
еб, 

а 

которая отличается от 
= (4—1)... (АА 1) (а—=)^-* 


зш Ам 


только на функцию, регулярную как внутри, так и на границе эллинов 
сходимости С, определяемого точкой а. Это следуст из тождества 


(5 2 ре. па о Е \ а —2)^ 42. 


За А РА д) 


где С — контур, начинающийся и заканчивающийся в точке 2 =:6 м охва- 
тываю ций отрезок вещественной оси от 5=4 до 2=6. 
Итак, равенство (2) приводит к соотношению 


Е, [(а — 2] — ВРАТА 1) | $10 Ам | 
‚= р 


которое при ^—й=5 принимает вид формулы С. Н. Бернштейна 
81 
р [311 хД | Г (1+ 5) (42—41) * 
Е (а—2) оо =. лк В* (4) ЧН — 


где 5— любое действительное число. 

3. Переходя к вычислению асимитотического зпачения взвешенного 
наилучшего приближения Е», | (=) [(а —2)*] при непрерывном положитель- 
ном весе (57), рассмотрим тождество [(”), стр. 116] 

бил: (2) 1 1 (=) 

а [ое | ИЬ@ 

и ‚( =. г—а_ бла: (@) } ( ), 
которое играст ту же роль, что и равенство (1) для простого прибли- 
жения. Как и там, при диффоренцировании левой части по а № раз 
выделяется только один главный член, существенный для вычисления 

—=5 ПР $ р а ‚ТО 5 й < 
Еп, Ув [(9—2}']. Заменив после дифференцирования @ на #, умвожив 


обе части на (1—а)^ и интегрируя от Ё=а до {= а, получим, считая 
Ел 


Я (2) | аа? (и ) ба — — ФЕ ^^ 


[К ит ао) | У. (5) 


Для вычисления левой части этого асимптотического равенства ирямем, 
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что 1, (2) является положительным  многочленом. Тогда’ имеет место 
соотношение * 


= —п)* то 
м. в)> и” - +2 - : 


ТД 


из которого находим 


= ь 
( ть (2) (#—а)^ РИ > ть )^ \ ег (5.1 (=) (#—а) 41 
\ а т #— Ав В+2 
@ (12—1) 3 (2—8) В*(Ё 


При интегрировании ио Частям последнего интеграла получим сумму 


ь ь 
_ ет (фам ы. \ . Е | ег (0 (1 — а)^аё 
а (Ри 2 В" (Ё) а , 1 


2 —@& 


о 
бил (2) В ето (1 


в которой второе слагаемое бесконечно мало сравнительно с первым. 
Доказательство этого утверждения вытекает из формул, аналогичных 
формулам (3): 


; Е 
у ет) (1—а)м4ё  Г(а+я п а 
бы ВА 3 =‘ 
А+> 1-Е В* (а ) 
(и (2—1) 2 В* (1) 
и 
: ы " , ь ь к 
| \ в ( т. а тт (--а)\аё | <м ( т ( ТФ (Е а). ыы 
а и | В+ ` А +3 
ею к. м ® В" (#) 


__ МЕ (1+7 @ (а 1) 


ВА и (а) 


где М = = тах | 1 - чи при а<1<. 


у 


* Это асимитотическое разенство хотя явно и не содержится в {*), однако 
непосредственно следуег из рассматриваемых там соотношений. 
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Принимая во внимание; что —_ стр. 115] 


Упал (2) 
ао И 5008 9+), 
преобразуем (5) к виду 
^--В- 1 


--- 


(Г (1 еГ < (4-1) 
А-В ры (а) х 


И 0, ] Иь 


определяющему асимптотическое значение взвешенного наилучшего 
приближения функции 


608 (п0--Ф-а) — 


т и 92 
[т р рр 
Чтобы перейти к функции (а—х)^", достаточно отметить двойное 
неравенство 


Ив [7 (2)] < Ел, ск) [1 (2)] < 6 - Е, [1 (#)], 


имеющее место при условии [< (2) < [.,, откуда следует, что 


Пи ГЕ, „ [1 (2) | = Нм Иа, г 1 (&)] @>9. 


Поэтому, как и в случае простого приближения, для асимптотического 
значения взвешенного наилучшего приближения играют роль только 
ге особые точки функции (5), которые лежат ва эллипее сходимости С 
этой функции. Вспоминая сказанное выше 0б особых точках функции 


ь : 
мам 
\ (<— 21 


п (м, 


а 


находим окончательный результат: 
3-й 


8] ой НУ 2—1) | 1 м8 | е7@). (А =$). 


=: +*. НЯ (а). т 


В, утв 2 
Таким образом, каковы бы ни были положительный многочлен #5 (х) 
и вещественное число 5, справедлива, вследствие (4), асимптотическая 


формула 
Иа: -1 - 10 10 (=) 4 


т (ал) УЧ 
Я. Ув — 2) — Ев [(“—2)] е — , 
доказанная С. Н. Бериштейнсм для случая целых $. Предположение, 
что &,(1) является многочленом, не существенно для этой формулы. 
Из теоремы Вейерштрасса о приближении произвольной непрерывной 
функции #(2) многочленами заключаем, что формула остается в силе 


ири любом непрерывном положительном весе # (2). | 
Поступило 


14. ПГ. 1946 
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25 2 23 

: { (а-2) У!-2 
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Серия математическая 10 (1946), 469-456 Земе татёта{аие 


В. Б. ГУРЕВИЧ 


О ПЕКОТОРЫХ СЛУЧАЯХ СОВПАДЕНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО 
ПОЛИНОМА НАИЛУЧШЕГО ПРИБЛИЖЕНИЯ С ПОЛИНОМОМ 
СТЕПЕННЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейпом) 


В работе даются необходимые и достаточные условия, которым 
должна удовлетворять система из 2 -- 2 точек интервала (0,2), чтобы 
тригонометрические полиномы порядка п, осуществляющие наилучшие 
равномерные и степенные приближения (стешени р > 1) функции пери- 
ода 2к, на этой системе точек тождествеино совпадали. 


Ввиду сложности нахождения полинома наилучшего приближения 
представляют интерес случаи, когда этот поливом совпадает с полино- 
мом квадратического и других степенных приближений, получаемых 


значительно проще. 


$ 1. Приближения тригонеметрическими полиномами порядка ве 
больше п в системе 20 Р% точек 


Пусть на отрезке [0,2] задана система 'т чисел О<ж<т,<... 
«“ти_1 <2к и даны вначения {(х,) некоторой функции при этих 


аргументах. 
Полином 


5 (2) =а- р (а с03 №2 -Е 6} зап №0) (ие 
А 


назовем полинемом стенемното приближения степени [ в системе т 
точек [т,, /(т,)], евли из всех тригонометрических полиномов 
п 


51 (®)=а, № (а соул -- 6, 51 2:4) (1) 


А-=1 


ти к 
порядка л < —,- полином (1%) обращает в минимум сумму 


т—1 


т (2) 
к.-0 
Как известно, такой полином при всяком [>21 существует и при 


[> 1 единственен. При [= 2 мы говорим о полиноме квадратического 


приближения. 
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Точно так же всегда существует и единственен полином наилучшего 
приближения (1*) порядка < п в системе т > 2п--{ точек, обращаю- 
щий в минимум шах |/(5,)--5, (7,)|, где А=0,1,...,т--4 (этот 
минимум называется «наилучшим приближением»). 

ТЕОРЕМА 1. Тригонометрический полином порядка <т квадрати- 
ческого приблиокения всистеме 2п 2 равноотстоящих точек есть одно- 
временно полином наилучшего приближения. 

Нетрудно видеть, что тригонометрический полином порядка < п, 
осуществляющий квадратическое приближение в системе т > 2-1 
равноотстоящих точек [5,, /(5,)], выражается формулой 


т-1 5 (в+> (к — =) 
в] : 
Эа @=- р ЕР - 1 (2), (3) 
ко вп {2—2 
где 
аа, "к, Е =0, 1, ВПО х < ть < 4 
При т=2п-+-2 имеем 
21-1 $] {= (&— 1) 
я 
5.) = ть У Е 1 (к) 2) = 
НХ 811 — тЫ 
21-1 
1 2 1 
Ната (= ОН ые д 
А! 
21-1 о 
Оу) 7 (2) 2 
= | > (- 9-е) 
а о: д) — А рю И КЕВ ти 
= 5" (т;) 7(х;) 9п | э = т? , 
== (—1)' 5 (ИЕ, Боро. (4) 


Формула (4), в силу основной теоремы Чебышева, 
5, (2) есть полином наилучшего приближевия. 
Установим 


показывает, что 


условия совпадения тригонометрического полинома наи- 
лучшего приближения порядка <л в системе 2п--2 точек с полино- 
мами степенных приближений степеней [= 1. 

Для полинома наилучшего приближения порядка 


<п в системе 
2п-+ 2 точек возможны только два следующих случая: 
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1. Наилучшее приближение р равно нулю (следовательно, полином 
является интерполяционным). В этом случае полином наилучшего при- 
ближения, очевидно, всегда совпадает с полиномами степенных при- 
ближений любой степени / > 1 (случай тривиальный). 

2. Наилучшее приближение р не равно нулю. В этом случае имеет 
место 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы полином наилучшего приближения 
порядка <п в системе 2п--2 точек [пу | (х,)] осуществлял одновре- 
менио и степенные приближения любой степени 1>1, необтодимо 
ц достаточно выполнение равенств: 


2п--1 21-1 
У (— сов, =0, У (— 10% ша, =0 (5) 
К=0 К=0 
Ца... п, 
Вьенн. < 21, (6) 


если только наилучшее приближение не равно нулю. 

Докажем сначала теорему для 1 > 1. 

Необходимость условия. Пусть {1) есть поланом наилучшего 
приближения в системе заданных точек с абециссами (6), обращающий 
сумму (2) в минимум при некотором значении [>> 1. 


Обозначив 
1/(%)—5» (хх) = бк, 
получим 
21+ 1 
я [к |‘ = пай, 
в=0 
рк=(—1)ар (= 1), (7) 
21-1 21-1 
9 ож р 
да Ху вк = 1 У вы впрь =0, (8) 
к=0 х=0 
21-1 НЯ 
д 1 Г т, 
о т в 13191 рк 08 №2, = 0, (9) 
К=0 0 
21-1 21-4 
— эй [к |= — р | Г 1811 рип 2, =0. (10) 
А К=0 А==0 


Приняв во внимание, что 91, =е(-—41)5; |р„|=р, (условие (7)}, 
2Зп-+ 1 


> А няетс 
получим (5) и равенство - (—1!)^=0, которо? всегда выполняется 
ДЕ 


и может быть опущено. } 
Замечание. Докажем, что если полином (1) наилучшего прибли- 

жения порядка < п удовлетворяет уравнениям (8), (9) и (10), то ника- 

кой другой полином 5' (1) порядка < п не удовлетворяет этим уравнениям. 
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В самом деле, систему (8), (9), (10) можно рассматривать, как однородную 
систему 2п--1 уравнений с 2п-+2 неизвестными |р.|'`' пр». Все 
определители порядка 2п-- 1, составленные из матрицы коэффициентов, 
являются определителями типа Вандермонда и не равны нулю, поэтому 
все решения системы пропорциональны некоторым числам. 


Пусть 
к =/(2ь) —9п (к) = (—1)^ = 


удовлетворяют уравнениям (8), (9), (10). Предположим, что полином 
5* (х) удовлетворяет тем же уравнениям и обозначим 


1 (ть) — 51 (к) =. 


Тогда |5.|“':81%, пропорциональны |р»|'’“‘зир» следовательно, 
отклонения (|, равны по модулю и чередуются по знаку, а это означает, 
что 5, (1) есть также полином наилучшего приближения, что невозможно. 

Достаточность условия. Пусть выполняются условия (5), (6), 
и (1) есть полином наилучшего приближения; следовательно, 


рь= — (#1) ер-=0 @=+1). 


Если в уравнения (8), (9), (10) вставить эти значения р„, то они будут 
удовлетворяться в силу (5). А так как 5,(52)— единственный тригоно- 
метрический полином порядка <п, удовлетворяющий этим уравнениям 
(см. замечание к теореме 2), и степенное приближение степени [> 1 
всегда существует и единственно, то 5,(2) осуществляет стененное ипри- 
ближение степени [, где [— любое число, большее 1. 

Рассмотрим теперь случай [=:1. Доказательство необходимости усло- 
вий (5), данное для случая [`>1, остается в силе и для [=1. В самом 
деле, пусть полином порядка < п степенного приближения степени [= 4 
в системе 2п--2 точек совпал с полиномом наилучшего прибла- 
жения. Так как по условию наилучшее приближение не равно нулю, то ни 
одно из отклонений не равно нулю. Поэтому дифференцирование, при- 
мененное для получения уравнений (8), (9), (10), законно и в расемат- 
риваемом случае; уравнения (8), (9), (10) имеют место, и все доказа- 
тельство остается в силе. 

Докажем достаточность условий (5). Пусть выполнены условия (5) 
и (6), и 5"(х) (1) какой угодно тригонометрический полином поряд- 
ка <п4 

Обозначим через 5, (2) тригонометрический полином наилучшего ‘при- 
ближения порядка «п в системе данных точек. Имеем 


21-1 2п+1 


> |11(2)— 5 (5) | > > = {1 (2.) —5„ (ть)} (—1)* "=. (40а) 
к=0 


к 0 
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В силу условий (5) 


2 п--1 


Х 5. @,(-1*=0, 
К=0 


каков бы ни был тригонометрический полином 5,(2) порядка <п. 
Можно поэтому в правой части неравенства (10а) на место 5„(х„) поста- 
вить 5’, (5х). Получим 


2.1 п | 
ХУ И@р—5,@)|> У &/@)— 5, (а) С" = 
к=0 О 
2п-1 
= У 1 @)—5, (2,1. 
К=0 


Так как 5„(х)—какой угодно тригонометрический полином порядка < п, 
то последнее неравенство показывает, что полином наилучшего приближе- 
ния 5„(2) есть одновременно и полином степенного приближения степени 
ф == 1. 

Условия (5) налагаются, как мы видим; только на абсциссы данных 
точек. 

Следствие 1. В системе равноотстоящих З2п--2 точек тригоно- 
метрический полином 5,(х) порядка <п наилучшего приближения 
и полиномы степенных приближений любой степени [>> 1 совпадают. 

2щ 
Эт +2 
ряют уравнениям (5). Теорема 1 есть частный случай этого следствия. 

Следствие 2. Если тригонометрический полином порядка <п 
наилучшего приближения в системе 2п--2 точек совпадает с полино- 
лом степенного приближения какой-либо степени |1 >1, то он совпа- 
дает и с полиномами степенных приближений любой другой степени 
1: 

В самом деле, если наилучшее приближение не равно нулю, то из 
хода доказательства необходимости условий (5} теоремы 2 видно, что из 
совпадения полинома наилучшего приближения с полиномом степенного 
приближения степёни [,>1 следует выполнение условий (5). А из до- 
статочности условий (5) следует совпадение полинома наилучшего при- 
ближения с полиномами степенных приближений любой степени [> 1. 

Если же наилучшее приближение равно нулю, то доказываемое свой- 
ство тривиально. 


В самом деле, числа 2, =, -Е А (К =0,1,..., 21-1) удовлетво- 


$ 2. Решение системы уравнений (5) 


Поставим теперь существенную для разбираемого вопроса вадачу 
о нахождении всех решений системы уравнений (5). 


6 Известия АН, серия математическая, № 5 
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ЛЕММА. Система уравнений 
да... аж -и...и (11) 
ара [== табби: ее И] 
имеет решения: 


_1) либо системы чисел з; и и, тождественны, т. е., если числа с 
уже перенумерованы, то числа и можно перенумеровать так, чт. 
Ш, = 2, И1=2:, .... И, =2,. Назозем это решение «тривиальным»; 


2) либо 
— сов (фаир) Е (в, --# 


их =608 (тут ет ие. $ 


где ф, и $, произвольные вещественные числа. 


Доказательство. Введем следущие обозначения для симметри- 
ческих функций чисел 2, ии, (К=0,1,..., п): 


п 
УХ = ь-р, 
к=0 


о 
т 


) 


————— 


9 
#08: 302. г-на, 5, = (12) 
2021... 2 = Ри1. 
- } 
р и, = У, и —9:, | 
г | (13) 
ЗН 
У ии, — 9», 
ИИ: Ип = пу 1, ) 
п 
а, (14) 
к=0 
п 
Ущ=я (15) 
к=0 
Данные уравнения можно записать в виде 
еб неоекАь Фен (16) 
Но свойствам симметрических функций отсюда следует 
р» = 4%. (17) 


Уравнение 
Фи рр... (и риа (Арн 0 (48) 
имеет корни 


20; 21) $.) бп. (19) 
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Уравнение 


Ч (и) = ит! — рип ри... (— ерние (- и (20) 
имеет корни 


О ово (21) 


№ - а в. М 


и найдем сопряженное комплексное число р»: 


Составим 


г = == 1 ааа Ра» 5 

ро. = 2021 --: 2—4 = = = ——. ро 
№ 071 > 2051 ..-2)_1 2021 -.. 2 Ри ри 

По заданию р,., не равно нулю, так как О, ый 


Таким образом, 
Раза Р == Ри -^- (23) 


Первый случай. Хотя бы одно из чисел р) не равно 0. Тогда 


РАО, Ри 0 и Р"41 найдется из уравнения (23). В этом случае 
Рил4 зависит от предыдущих коэффициентов, а так как у функции Ч (и) 
те же коэффициенты, —р,, р,, ..., (—1)"ра, что у функции Ф (2), то 
Рп+1 — Ч па (24) 

и система чисел 2., 5.,..., 2 ТОЖдественна с системой чисел и,, и1, ..., И... 
Второй случай. р.=0, ^=1,2,..., п. Тогда, по свойствам 
симметрических функций, и все $ =0, а следовательно, 5) =0 [см. (16)]: 


а НО (25) 
ии... + =0 
(Ем. 
Уравнения Ф (2) =0, Ф (и) =0 примут вид 
ны а (26) 
ами 50, (27) 


где р‚.: И Чн.:-—Произвольные числа. 


ти 2® ве 2 , 
@к == ИСО" ь = сов (ФВ а НЕ (ф-т , (28) 


%х Эт, у деик Ст 2 
у = ИС "Ч. 1 =с0$ (%.- Ё) Е :) +1 ($ + К =) а 
(& =0, Ш, ‚оу п) 
где ф% и $, — произвольные вещественные числа. 
ТЕОРЕМА 3. Система уравнений (5) имеет решения: 


1) либо система чисел 1, с четными номерами тоэждествениа 
с системой чисел 1,„,: с нечетными номерами (тривиальное решение), 


2) либо 
- гы ыо 8 п), (30) 
Тр = РР; т’ ура = РР а (р= 1, .-.6, н 


где х, и х,— произвольные вещественные числа. 


6* 
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Д оказательство. Из (5) следует 


2т-1 , 2п--1 
У (—1* 03 (д, -Е т Ал,) =0, У (—1) е”к — 0. (31) 
к-=0 к-0 
Обозначим 
ее =, СЕ 
‘Тогда 
т т 
›. ^. ‹ 
ТЕ х 2. (32) 
р=0 р=0 
По лемме: 


1) либо система чисел 2, тождественна с системой чисел и’, следо- 
вательно, система чисел х,, тождественна с системой чисел т,р.1; 

2) либо решения даются формулами (30). 

ТЕОРЕМА 4. Система уравнений 


Яп1 2пт-1 
У (—1с08 2, =0, У (—1*зт А =0, ^=1,2,...,п 
К=0 к=0 


имеет те эке решения, что система 


Хт--1 2п-1 \ 
У! (—10*с03^24=0, У (— аля, =0, 
к=0 к=0 
33 
ори при п четном, ; ее 
и и 8 | 
ле . ам. при п нечетном, ) 


если решения нетривиальны. 
Из равенства (23) следует, что если р» =0, то и р,.1_=0, так как 
Риз -Е 0. Следовательно, при и четном из равенства нулю чисел р,, р,, ... 
-.› Рь следует равенство нулю остальных чисел р», ..., Ри. 
> > 


Далее, ебли ==. О, тои р, =р, =... =р» =0, откуда 
® 


р =... =. =0и Е” =... =5 =0. Таким образом, система урав- 


нений 5 =0 (\=1,2, ...,п) в случае п четного, равносильна системе 
> 2 
уравнений $) =0 (+ Я а 5) . Отсюда следует доказываемая 


теорема (см. доказательство теоремы 3). Так же доказывается теорема 
для нечетного п. 

Следствие. В формулировке ` теоремы 2 можно в необходимом 
и достаточном условии (5) уменьшить число уравнений, беря }=1,2, ... 
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п-+1 
ие 
ко заданию система тривиального решения не имеет. 
Замечание. Из доказательства теоремы 2 и 3 видно, что система 


в > 
-.., = (при п четном) и ^=1,2,... (при п нечетном), так как 


® т 
оО м, = 0 2, п (34) 
К=0 = 0 


2“ 
имеет единственное решение 5, =, А › 1’ ГДЕ 2, — произвольное число, 


ЗЕ иен ЗВ 


> п 
Из этих уравнений при х четном можно сохранить первые ет урав- 


нений, а остальные отбросить (как следствия первых уравнений), а при 


а п-+1 сх 
п нечетном — сохранить первые ГОТ 8 уравнении (см. доказательство тео- 


ремы 4). 
8 3. Расположение точек при совпадении тригонометричеекого 
полинома наилучшего приближения в системе 2и--2 точек 
© полиномами степенных приближений 


ТЕОРЕМА 5. Тригонометрический полином наилучшего приближее- 
ния порядка <п в системе 2п+2 точек [т,, }(х,)] (если только он 
не является интерполяциснным), совпадает с тригонометрическими 
полиномами степенных приблиэкений любой степени [>1 только при 
условии, что абсциссы данных точек составляются по формулам (30). 
Это условие является необходимым и достаточным. 

Теорема 5 следует из теорем 2 и 3, так как данные 2п--2 точек 
должны быть различными; х, и 1,-—произвольные числа; не нарутая 


я. п 
общности, можно положить < х < х, < оаках 


Таким образом; для совпадения тригонометрических полиномов, 
порядка <п, наилучшего и степенных приближений степеней [>> 1 в си- 
стеме 2п-2 точек (если полином не интерполяционный) необходимо 
и достаточно, чтобы отклонения значеннй полинома от значений функции 
в заданных точках представляли собой периодическую функцию с перио- 

2® 
п-+1° 
$ 4. Совпадение двух стененных приближений тригонометричеекими 


полиномами порядка < п в виетеме 2” -- 2 точек 


дом 


В теореме 2 (следствие 2) рассмотрен случай совпадения полинома 
наилучшего приближения с полиномом степенного приближения какой- 
либо степени [, > 1. 

Рассмотрим теперь случай совпадения двух степенных приближений. 

ТЕОРЕМА 6. Если тригонометрический полином (1) порядка <п 
в системе 2п-+2 точек осуществляет степенные приближения одну- 
временно двух различных степеней 1, в [,, где 151 <[,, то этот же 
полином осуществляет наилучшее приближение и степенные прибли- 
жения любой другой степени [>1. 


> 
м“ 
|2) 
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Доказательство. Пусть полином (1) порядка «п осуществляет 
в системе 2п-2 точек степенные приближения одновременно двух раз- 
личных степеней [; и [.. 

1. Положим сперва 1 < [, < [,. Тогда, сохраняя обозначения теоремы 2 
‚ и дифференцируя по а,, а», &, получим систему уравнений (8), (9), (10) 
для показателя 1, и такую же— для показателя [,. 

Рассмотрим уравнения (8), (9), (10), как системы уравнений’ относи- 
тельно неизвестных |рх |171 и |6. |1. 

Как было показано в замечании к теореме 2, каждая из систем имеет 
решения, пропорциональные некоторым числам. Коэффициенты обеих 
систем одинаковы, следовательно 


оеА ао По рыба ИС (35) 
ее Го Г а ’ 
ра |=], некая аа [рр риреенеаае ды (36) 


}.3 системы (8), (9), (10) с показателем {[, или [, получим: 


У мвир, =0, (37) 
^=® 
2п-+-1 

У мои 6; 0$ №2, =0, (38) 
К=0 

Эн 1 у 

№ И р. $1 Ах = 0. (39) 


=: 0 


Уравнение (37) показывает, что положительных отклонений столько же, 
‹колько отрицательных. Переставим слагаемые в уравнениях (38) и (39) 
так, чтобы знаки слагаемых чередовались и аргументы у слагаемых 
‹о знаком плюс возрастали, а также чтобы возрастали аргументы у слагае- 
мых со знаком минус. Получим уравнения вида 


Эн 1 


У! (— 0 соз Ах = 0, (40) 
А==0 
Эи--1 

№ (— 1)^ м Ахь =0. (41) 
К_0 


Ввиду единственности решений систем (40), (41 2), найдем 
ь | ` д 


/ й 2к 


/ и 2к 
т, 5 РР И , т. 1 =я.-+р ты (42) 
(р=0,1,..., п). 


Система уравнений (38), (39) отличается от (40), (41) только порядком 
слагаемых и имеет те же решения. На основании теоремы 4 отсюда сле- 
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дует, что (1) осуществляет наилучшее приближение и степенные прибли- 
кения любой степени [> 1. 

2. Пусть теперь 1 =1 < 1». Определители порядка 2и-- 1. составлен- 
ные из матрицы коэффициентов системы уравнений (8), (9), (10) с неиз- 
вестными |0; |'-!, как определители Вандермонда, не равны нулю. Сле- 
довательно, либо ни одно из отклонений р, не равно нулю и тогда имеют 
место уравнения (8), (9), (10) для [, =1, которые обращаются в (37), 
(38), (39) и дальнейшее доказательство остается то же, что в случае 
1<1<4,, либо все отклонения равны нулю и выполнение теоремы 
тривиально. 

Теорема, конечно, тривиально верна и для интерполяционного поли- 
нома. 

Следствие. Рассматривая полином наилучшего приближения, как 
предельный случая степенного приближения (степени [= со), и объединяя 
следствие 2 теоремы 2 с теоремой 6, получим следующую теорему: 

Если тригонометрический полином порядка <п в системе 21-2 
точек есть полином степенного приближения одновременно двух различ- 
ных степеней [, в [, (1<1<о; 1<1<о), то этот же полином 
осуществляет и степенные приближения любой другой степени 
(ИР 05). 


8 5. Приближение на отрезке 


Обратив внимание на периодичность отклонений аппроксимирующего 
тригонометрического полинома порядка <п от заданных значений функ- 
ции в системе 2п--2 точек в случае совпадения полиномов различных 
приближений, установим следующие достаточные признаки совпадения 
полиномов различных приближений на отрезке. 

ТЕОРЕМА 7. Если }(х)— непрерывная функция на отрезке [0, 2ж] и 


т 


5: (2) =а, + м а с08 Хх -- В зш Ах 
х=1 


— некоторый тригонометрический полином порядка <п, причем 


(ети) 5. (2т ту) = "И Ф-5.@Ь 9) 


1 


где т= +1, +2,..., то 51(2)— полином нашлучшего приближенил 
9.ля }(х} на отрезке [0, ж] и совпадает с полиномами стеленных при- 
ближений любой степени [> 1. 


в : 2 
Условие (43) содержит периодичность отклонений с периодом 


и перемену знаку всех отклонений на полупериодах. 
Доказательство. Обозначим 


1(2)— 5. (2) = ри (2). 


Не нарушая общности, можно положить ри (0) =0. 
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По заданию, непрерывная функция р, (2) обладает свойством 


и (#+т" ) =(—" р, @. 


На каждом периоде функция р„(2) меняет знак и достигает мч- 


2к 
п-+ 1 
дуль-максимума с противоположными знаками не менее чем в двух 
точках, а на всем отрезке [0, 2ж] достигает модуль-максимума с чере- 
дующимися знаками не менее чем в 2п--2 точках. Следовательно, 
5„ (2) есть полином наилучшего приближения для ]/(5) на отрезке 
[0, 2]. 

Полагая р,„(0)=0 и принимая во внимание непрерывность о, (.), 
найдем 


(ту) =0, а А Иа 


Покажем, что 5„(2) осуществляет степенное приближение функции }(5} 
при любой степени [> 1. 


- 2% п 
бах} ГР аа = (1) \ [рн (о вл ра (2) 42 = 
0 0 


п-Е1 п--1 
Зее (пе) [ \ [ея (зу- 4а-е \ р, (2-1 42=0  в=-; (44) 
0 к 


в-+1 


25 2% 
9 ' * 
да) \ | рп (а) 4х = —[ \ | (2) * еп ор (2) с03 №5 45 = 
[о 


2—8 2.2%. 2% 
п--1 п- 1 25 у Вей 
ы о ) он \ )=—1\ [Пра (ет эта ра (5) 0х 
0 25 2 6 
п-1 аЫ 


+ НК А ыы ь 


(2+; "апр (отт) соз» ( 


25 
п-1 


= —{ \ [ра (2) 1 ра (2) | 603 ^5 -- с08 ( 
[1 


ты 


И 


] а==0 (45} 


- + 003 (| 
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(теорема 4,’ замечание). Точно так же доказывается, что 


д о у 
Эы \ [1 (21 4х =0. (46) 
6 
Из полученных равенств вытекает, что 5п(<) есть полином стенен- 
ного приближения любой степени {>> 1. 
Пусть теперь [=41. Из (43) следует, что 


9 (7) = 8181 ра (2) = 161 [1 (2)—5п(2)] 


есть функция ортогональная к любому тригонометрическому полиному 
п-го порядка. Поэтому, если Г„(х)— произвольный тригонометрический 
полином п-го порядка, то 


2 


(2 2 


\ 17(@)—Т» (а) 1аг > \ И) Тн (ара (в) аз = 


0 
25 


— [/(2) — (2) 9 (2) а = ле — 5, (=) | 4, 


откуда следует, что 5„(1)—полином степенного приближения степени 
[ =. 

Заметим, что в силу теоремы 5 тот же полином 5,(2) дает степен- 
ное приближение любой степени [> 1, включая [==5, и в системе 
2п--2 точек максимального отклонения. | 

ТЕОРЕМА 8. Если }(х)— непрерывная функция на отрезке [0, ж] 
чи (1)— некоторый тригонометрический полином порядка <п, причем 


(ети )— 5 (ати, ) = (а) би (а) = (а), (7) 


ЦЕ ‚-—2)— ее (ет —=)=- [1 — 5) (48) 
аа, ЕР...) 
где положено рп (0)=0, то 5. (2) есть полином наилучшего приближиее- 
ния для функции |(т) на отрезке [0, жж] и совпадает с полиномами 
степенных приближений любой степени [> 1. 


Доказательство аналогично доказательству теоремы 7. 
В качестве примера возьмем функцию 


Вл зщ (п -- 1) 2-Е вв т 2 (п 1х. 


Из всех тригонометрических полиномов порядка <п нуль есть полином 
наилучшего приближения для этой функции, и этот же полином, равный 
нулю, осуществляет степенные приближения любой степени [> 1, так 
как 

бт (2) = [бил 91а (п -- 1) 2- 6>а4- 10 1 2 (п-- 1) х—0] 


удовлетворяет признаку теоремы 8. 
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Рассмотрим еще функции С. Н. Бернштейна (') 


1 @) = ых (ап; 608 ПХ -- би; т п), | 
0 
где 2 р; 1 (нечетному числу), ап; + 0, 6,, 0, или хотя бы а„;-0, 
либо Ь„,-0. 


Сумма 65, (2) любого числа К членов этого ряда есть полином наи- 
лучшего приближения для функции }(х) и одновременно степенных при- 
ближений любой степени [> 1, так как для о, (5) = /(1)--5,(5) осуще- 
ствляется признак теоремы 7. 

Поступило 
8. ГУ. 1986 
ЛИТЕРАТУРА 
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у. СООВЕУТТСН. ЗОВ СЕВТАТХ$ САЗ БЕ СО1МСПЕХСЕ ОО РОГУМОМЕ- 
МТММОМ ТВт60МОМЕТВТОСЕ ЕТ БЕЗ РОГУМОМЕ$ О’АРРВОХиМАТТОХ 
ОПАОКВАТТОСЕ ЕТ О’АОТВЕ$ РЕСВЕ$ 


ВЕЗОМЕ 


8 1. АрргохпиаНоп раг 1е5 ро]упбшез бт хопошб т ие$ Фог4ге] < п зат 
ап епзеш е 4е 2+2 рот 
б01еп6 Аоппёз т пот гез 
>. . 
Чапз |’имегуаПе [0, 2*] а1лз1 дае 1ез уа]епгз соггезропдащез }(5,) 4’апе 
сетба1те Топсйоп. №\и$ арре!егопз 1е ро]упбте и1еопотб6ичаче 
п 
51 (5) =ао- о (а; соз ^х -Е бх зщ №5) с) 
д=1 
ро|упбше 4’арргожтайоп 4е 4евтё 1 з1 рат 600$ 1ез ро]упбмез 61е0- 
. ‚—1 
пот“ аиез Ч4’отаге <п< —- 


п 
9 в (2) =а, + № (а, воз ^х -Е В, чт 1х) (1) 
^—=1 
с’езё 51(7) 4а1 иамитаЙ1е ]а зотте: 
т-1 
УИ (#0 — 5 (2 [| (2) 
К=0 
Оцапа [=2 51(2) езё [е ройутдте а’арргоитацоп диаагайдие. Те ройу- 
поте-ттапиит (1*) заг ил епзет ]е а4е т> 2-4 рошиз [2,, /(%,| 
шиита|1е ]е р]аз стапа 6сагЁ тах | } (2,)—5п (хх) | (семе Богле и 6темге 
Чи шоде-тахипиат ез6 арре!6е [а тегШеиге арргожлтайоп). 
ТНЕОВЁМЕ 4. Ге ро[упбте (1) 4’огаге < п а’арргодзтаноп диаатайдие 
зиг ип епзет Ме 4е 2п--2 ротё; едит яата$ езё 1е рупбте-паитат. 
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№15 а6топёгоп$ се сибогёте раг 1а забзИвийоп 2. =я,-+ А т 
ая, т & ’ехргезз1оп 
2 
7 21-1 51 п (© а 5) (#—2)) | 
би = - 1 (а) (3) 


1-0 10 э (2—2), 
гергёзещать ]е ро\упбше 4’арргохипайот даайгайдие 4’огаге < зик 
ип епзете ае 2-2 рой [5,, /(2,)] едаз91зватьз; а1огз 


2т- 1. 


= (а) Ув У (а) = (в, (4) 
- 9 


ой зай Те М 6огёюте 1. 

ТНЕОВЁМЕ 2. Г соп4 от, пёсеззасте её зи Езате роиг дие 1е ройу- 
поте-таттит атвопотётацие (1) Фотаге <п зит ип епзетЦе ае 21-2 
ройиз [т,, 1(т,)] роиттё Раррголетайопт 4е свасип 4езтё [> 1 е5ё дие 
(е; т, овтёрззет [ез; Едиайопз: 


ит Эн--1 
о (—1)^ соз ля, =0, № (== Ч) ая ка, 550 (А ==Ар а пу) 
:=0 А=0 

о (6) 


П ту а Ф’ехсериопт, дие 5 (а тееите арргозетайот езё пиЦе @ 
5, (2) езё {е ройупдте ф’атлеграай оп. 

Сопз1Аёгопз 1ез саз [> 1. Та соп@\лоп езё пбсеззалге. Еп еМеё, зов 
(1) 1е роГупбте-таииюат 4’огдтге < п заг ип ецзет ]е 4е 2и {2 ропиз 
[2,, 1(х;] Чай аа шёте 1етрз штаипаЙяе 1а зотше (2). 

Розотз }(х,)—5„(7,)=6,. А1огв 


в, =(—1)^ ар 0О (==. 4). (7) 
Ки ЧИ!6гелНаиь (2) раг гаррог6 а 4,, а,, 6, пом аагопз: 
2т--1 
ГРЕТЬ 9,0, (8) 
к—0 
2п--1 
:» |; |1 10 р. 608 ЛХ, =0, (9) 
к=0 
21-3 
У [ри 1ет рь 1 Ах, = 0. (10) 


Ё=:0 


= 


Еа тегр!асалё о, раг (— 1)* =6 пошз оБйетагопз (5). 

Та сопа оп ез6 заМ1зале. Еп еМеф, заррозойз аце (5) её (6) залей 
зсеотрз её 06 (1) 1е ро!упбте-пипират; а10гв, 6: =(—1)^ =р. Ем 
тетр1асать р, раг (—1)^ =› 4апз 1ез бапа@отз (8), (9), (10) поаз офИеп- 


Чтопз 4ез 1Чепьи6з, раг (5). 1.ез вачамотз (8), (9), (10) Гогтеюё ип зуз- 
юше 4е 20-1 бвапаноп$ Ботосётез раг гаррогб а |011, 
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(Е =0,1,..., 28-1). Её, сошше 1е ро]упбте-шлойтиат 5„(х) ез6 ип1ие. 
оп реш ётооштег фи’аасий аще роупбше 54 (5) 4’ог4ге <п зайаи 
зах вдааМопз (8), (9), (10). Раг сопзбааеть, 1е ро]улбше 5, (х) Гоги 
|’арргохипайов Че сВасип Чеотё / >> 1. Се 6ботёше езё апзз1 Абтопё ге 
ройг 1е саз [=1. 

Сого!1а1те 1. биг ип епзет Це 4е 21-2 рогтёз "6 ди 415апа$ [с 
роупбте фтаеопстейтадие 4’отате < п её (е; ро[упбтез 4?’арргодлтайон- 
Че. спасип 4естёе [> 1 сотаает. 

Сого1]а1ге 2. 52 [е ройупдте-тататит (1) ибвопотеттдие а’огаг 
<п зиг ип епзет Ме 4е 21-22 рот соте4е аъес 4е роупдте 4?ар- 
рголтайоп 4е аевтё цией сопдие 1—1, а(отгз (1) е5ё {е роутбте 4ар- 
ртоатайоп 4е срасип аеате [>1. 


8 2. Зиг 1а тбзош оп 4е зузбеше Ф 6анайопу (5) 
ТЕММЕ. Ге зузеёте 4’ едианопя 


Е. аш... ()=1,2,...,п) (11, 


65ё тезоиЫе; аосс сей зещетене 4еих сах зопё роззЩе: 
1) [ез зуетез Че потфтез 3, ей и, $01 а4етдиез, раг ехетрие 


ии ито’ езра!е сазлавс а тезоиийт торе. 


‹ о Эж ^ ах. Эт 
2) дк 008 (РА) Ноа (ФА 
‚ 2“ с 2к 

вк 608 (фт Ема (А А 


ой Е =0, 1,...,п её х, её ®, зопё 4ез потётге$ тве1; диесопдиез; аапз се 
69$ 2, 6 и, $011 [е5$ тасттез 4ез едиайопз: 


АА... + =0, \ 
, жи... + =0. } 
Тез ргорг1616з Чез Гопойопз зушшё и ачев 4е 2, 4,,...,2к @ ш 
и, ..., Их 1006 1а Базе роог 1а а6топз гай ой 4е се Ш 6огёше. 
ТНЕОВЁМЕ 3. [е зу5ёте 4’ вдиайотз (5) езЁ тгезошЫе, её поих 
аоопз Чеих розбИиевез: 
1) [е5 потбгез х., ауатё 4ез асе; раётез, зопё 4епадиез аи пот- 
бгез хр, а0ес [е; тасез гтратез (1а тёзойитоп ётлиис); 


с” 


р ИХ а 
2) т.р=1-гр —, ра р -— (ро, Ц... (30) 
п--1 


ой т, @ х, зот 4ез потбгез г6е[з диесопдиез. 
Оп репф гефилге се Тбогёше ап 1ешше ргёеёЧапь еп гетр}усапб са 
раг 2, её е"2Р*"" раг й,. 
ТНЕОВЁМЕ 4. Ге зумеёте 4’ едиаопз 
2п--1 2т--1 
У (—1* со, =0, У (— От Аа, =0 (=4,2,...,т) 


К-0 К=0 
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де; тётез гаслтез аие [е зуявте 


2п--1 2п--1 
У! (— 101 сов ла, =0, У! (— 10 Аль =0, 
^=0 К=0 
о — 1 ь ра1 
я 5 31 И ез36 раге 
А = 
. т 1 5 . : 
рат Е ‚ 81 п е3ё ппралге 


роитои дие 14а тез ийоп пе зо атрдие. 
Еогти]апё ]е Шбогёте 2 оп решь шайцелать апилиаег 1е пош\ге 
Ч’6ача оптиз (5), зе]оп 1е М богёше 4. 


8 3. ЭНаайоп 4ез ?п--2 ро 4апз 1е еаз, ой 1е5 арргохйпа& 01$ 
91116гепфез раг 1е ‘ро]упбше (1) 4’0г4е <п соте@ен%. 

ТНЕОВЁМЕ 5. [е роупдте-паттит итвопотётдие (1) Ф’огаге 
<п зит ип, епзетЦе ае 21-22 ропиз [хь, 1(1)], роитой дие 4а тей- 
1еите арргожтаноп пе з0й пи Це, итп Рарргожтайоп 4е сйасип 4еетё 
1 > 1, $1 [6$ абзс155ез 4ез роёпаз 4оппёз зе сотрозепё зе1оп 1е; }огтиез 
(30). С’езё а сопалоп песеззаате её зи} Пзате. 

Рапз се саз 1]ез ёсагёз р„(5,)= 5„(1,)—/(хк) зол рёг1од1иез ауес 
.2® 
а 

$ 4. Соше!епее 4ез ро1упбшез 4’аругохитайот 4е @16геп$ 4е2т6з 

ТНЕОВЁМЕ 6. 51 ип роЙтбте ичвопотётадие (1) а’огаге <п зит 
чп епзет Ме а4е 21-2 рой роитпи ГРарртожтайоп 4е 4евтёз 1 >1 
её 1, =1, а10тз 5, (т) её 1е ройтбте-птатлтит аш ритта Рарртот- 
тапоп 4е сйасип аеетё [=1. 

Те ро]упбше 4’арргохиаайоп Че 4езтё [=со езё 1е 'роупбте- 
шипа ©е6 оп репё тбатае 1е согоЙаше 2 аа Ибогёте 2 ауес 1е 
Юбогёте 6. 


1е рёг1ло4е 


$ 5. АрргохпааНоп 4апз ип пцегуаШе 

Та реглод1е 6 4ез 6сагёз аи саз 4’арргохипаймой сопзааёгё езё Б1еп 
гетагацаЪ ]е. Опапь аих ро]упбшез 4’арргохипайоп Чапз ип Ищет- 
уа!1е, деих сгЦёгез 4е сотпелаепсе 4е сез ро]упбшез репуетё @хе 
баЪ Из. 

ТНЕОВЁМЕ 7. 51 }(1) езё ипе рюпсйоп сопиптие аапз ГатетоаИе 
[0, 2=] её (1) езё ип роупбте гтлвопотейтадие Чиесопдие 4’от4те <п 
заяралзат @& 1а сопайлоп 


Уатта 5. (атьут) =)" И) —5,(®), (43) 


ой т=+ 1, +2, ..., а[0тз 5» (2) её 4е роупбте-тлплтит роит а ропс- 
оп 1(2) аапз ГаметоаЙе [0, ж] ди фоитпй Гарргожтаноп 4е сйасип 
Чеетёе [> 1. 
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ТНЕОВЁМЕ 8. 5: }(5) езё ипе рюпешоп сопипие 4апз Ратшегоайе 
[0, 2=] её (1) езё ип ройупдте стлвопотетааие диесопдие а’от@те < п, 
5аз}атзат аих соп4йлопз: 


(ети, 5. (ат Ру) =/@)—5, =»), 7 


аа) (2) = И 5.) (48) 


(зирроззапё р» (0) =0), 


4407$ 5 (х) е5ё 4е роупдте-тиитит роиг (а рюпеноп }(х) аап$ Ратаег- 
ваЦе [0, ж] 4иё рюитпи Рарргомтайоп 4е спасип 4евтё 1> 1. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОСТЕТ1М ОЕ Г'АСАРЕМ!Е ОЕЗ 5ЗСЕМСЕ$ ОЕ 10855 


Серия математическая 10 (1946), 487—512 Зее та\иёта аие 


А. Х. ТУРЕЦКИЙ 


АСИМПТОТИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
ПОоЛИНомМовВ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ В НЕКОТОРОЙ СИСТЕМЕ 
ТОЧЕК ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ СООТНОШЕНИЮ 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В работе изучается асимптотическое выражение верхней грани абсо-- 
лютных величин тригонометрических ‘полиномов Р„(х} порядка п, 
удовлетворяющих условию 


[2% РИ (2) Нат РИ" О аа) 5.. ао Ри (а) |3 


А 
ге ГАО 1 32 


где а; - заданные константы и 1 ` 


1. Нами решена задача об определении верхней границы модуля 
тригонометрического полинома Р,(х) порядка п, удовлетвсряющего 
условиям 

|аР (2) Е БР (ть) сР (а) | < 1, 


К у 
где вт (&=0,1,..., 2п), аа, би с— данные вещественные по- 


стоянные величины. Это решение в сжатом виде изложёно в нашей 
заметке (1). 

Здесь мы рассматриваем эзу задачу в общем виде: определить верх- 
нюю границу модуля тригонометрического полинома Р, (52) порядка п, 
удовлетворяющего условиям 

| а„Р@®) (2) ат-.Р-® (тк) - +. + а.Рп (2) + а,Р» (2,)|<1 (1) 
(О, 2м), 
где х, имеют прежние значения, а, аи, ..., 4, а -—данные вешсе- 
ственные постоянные величины, #— любое натуральное число. 
2. Для решения этой задачи обозначим 


ар) (2) + ат-—.Р%"-® (2) ....+ а,Р» (2) - аРи(=) = 51 (2). 
Тогда условия (1) принимают вид 
|5. (#51 = 1 (&=0,1,..., 2п). (1') 
Напишем для 5„ (7) интерполяционную формулу: 
ое 


7 Хп з (2®-+ 1) —5 
= (2) = ит 5п (2%) Л д—а, . (2) 
Е=0 тЫ 


т — 
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Используя известное тождество 


Е т — 
эп (20-1) —— 
= =1+2 У, с08У(1—х,) = 


У=1 


п 


п п 
—=1-+2 У, возд соз ук -- 2 У, эт ур ух, 


У=1 у=1 
перепишем (2) в виде 
2п п эп 
- 2 
5; (2) п (7%) Нат У 605 уз У, Е 608 УТк-- 
К=0 У=1 К=0 
п хп 
811 Ух о 5 (5) т уху. (2’) 
У=1 к=0 


Таким образом, мы получили для тригонометрического полинома Р, (7) 
дифференциальное уравнение 


атР\ (2) + ат. Рут (т)... + а:Р» (2) а, Рь (2) == 
==а,Рл (2) + 2. а, „РР (2) -+ р ЯВ. : (2) —- 
р 


р 
— 2п 
= т 6 (в) НТ > 082) 5 (ть) воз Ух, 
к=0 О 
2п 
т У 1 У5 № 5з (к) 11 Ух, . (3) 
У:=1 К=0 


ТПГредетавим Р„(х) в виде 


Р, @)= А, У, Аусоз ух г Ву зтт ух, (4) 
у=1 У=1 


п 


РР) (1) =(—1)РХ у?РА, сов + (—1)Р У УР, вт ух, | 
и ее О) 
РС»-® (2) =(—1)Р-! у ур-1 В 08 ух -- (— РУ У?Р-1 А’ ух. | 
у=1 \у=1 


Подставив выражение Р„(х) и его производных в (3), получим тож- 
дество 


аль Усов | в 4,-- У (- ПРаьур а, У (-А)Риь ир-*В, | + 
о 


у=1 р 


п 
-Н р. 91п ух [в -- № (-- Ра уРВу-+ № О а. ] = 
э- р р 


НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ 489 


2" п эп 

РИО: ы) 

Е У! 5, (@.)-+ а У, созух У 5, (дн) созуж, 
К=0 


у=1 к=0 
о п п 
Е (6) 
у=1 К=0 


Сравнив соответствующие коэффициенты, получим для определения 
А, А, В,(у=1,2, ..., п) следующую систему уравнелий: 
2п 
1 
95 № 5, (2х), 
к—0 


[4 -- р (— 1)? ауру"? | :А: [ у (— 12-1 ии = 


2п 


== 1 № п (2х) с03 УЖь, (7 
к=0 
[4 с. р (—- 1)? @зрУ ] В,— [> Це аа А, = 
р р 
2п 


2 . 
тн У, 5, (ар) мп ух. 
К=0 ] 


Введем в рассмотрение характеристический полином 


Е (г)=атг" ата”... ат-а =а,-+ > а, г"? -|- > п" 
р р 


Тогда 
Е), У (— ЮРарУР--Е У (— ПРЧа аут фи Р(О)=а,. 
р р 
Обозначим 
а 2п - 2п 
от 2 58 (0 =» ит) 9 (8. сои, = Шу. 
К=0 К=0 
2п 
2 я 
1 > 5 (к) 1 ук = 0. (8) 
К=0 


Тогда система (7) перепишется в виде 


2 =щь, 
г,А, + В,В» = и», (Г) 
— ВА, а,В, =, (у=1, 2,..., п). 
Решив эту систему, найдем 
А,=5^, о Вы 
0 


— ам (9) 
если Р(0) = О и Е(№) = 0. 


7 Известия АН, серия математическая, № 5 
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—__—_— [нд ——-——-—— 


Если же а, =Ё (0) =0 и, следовательно, 


Я = би (=) =0, 


= 


то примем А, =0. Точно так же, если при некотором целом 2 1<1<«п, 
ЕР (11)=0, значит в =В =0 и, следовательно, 


2п 2п 


2 
шит 54 (94) 008 и =0, = - : 2 9 (2) зщ 12, =0, 


то примем А; = В, =0. 
Подставив найденные значения А,, А, и В, в выражение (4) для 
Р, (5), получим 


п 
а, (и., со уз ©, зш ух) + Ву(шу зп ух — 0, с05 у2) 
ПО ара АН т 
т 2 чт 
у=1 
и, наконец, принимая во внимание (8), найдем 


п 


2п 
о Г а, с05У(х— хь) | В, $11 у (х — 2) 
в зызт №54 я | (10) 


если а, =Е(0)0 и Е(№)-=0 для у=1,2,...п. При а,=0 
получим 


а) со5У(х— жк) В, 1 у (5х — 2р) 
РР р 5 (н) ие, (1) 


у=1 


а если ЁР(1)=0 для некоторого целого 1, 1<[1<п, то в. сумме У 
= 1 


в (10) или (14) будет отсутствовать член, соответствующий значе- 
нию у= {. 

3. Предположим, что 2 <2«1.:, или = --0(1..—2), где 
0<8<1, а 4 равно одному из чисел 0,1,...,2п—1; тогда (10) и (14) 
преобразуются соответственно к виду 


2” (+8) = п 2% (®+0) = 


зе 
(4) 21-1 21-1 
р, (&)= ыы [Не ], 
у=1 У У 
(10) 
2 (А+ 0) к 2 (К- 0) м 
08 —_—_ +В О 
) 2-1 т 2%-+1 А 
ры ан р (11°) 


где 


19 == | Яа-к ДлЯ в =0,1,...,0, 
ы 1 п. 1+9-К для К=а-+1, ЗА. 
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Обозначим 
г +5 а, с08 уф -- В, 311 \. 
т аз в 
или, соответственно, 
а., с 0$ Уф -- В, $1п У$ 


п 

р з 
* з 

= { ау №, 


через }, ($); тогда получим 


2п 
2 (+0) м 

Ри т р бл (20) 1, ( т И р 

К=0 


Очевидно, что },($) при п-—> со сходится равномерно к /($), где 


а, с0$ Уф -- Ву 310 У$ 


= и — 
ЕТ у у 


или, соответственно, 
со 


жа ус0$ У? -- Ву з1п Ур 


1(Ф) = о -- [а 


для значений т > 2; таким образом, 


в (Ф) = 7 (Ф)- гл, 


где 1 =„=0 (равномерно). 

п>с 

Если Е (0) = 0 и Е (1%) +0 (у=1,2, ...), то, принимая во внимание 
условия (1’), получаем для верхней границы модуля Р,(2) следующую 


асимптотическую оценку (для достаточно больших значений п): 


2 (+0) м 
|Рн(2)|< И жен”) |-> + ее при п 
Очевидно, найденная верхняя граница для |Р„(7х)| асимптотически 
достижима. 


Решение задачи сводится к вычислению величины 
2п 
с \ 
РЯ [1 (=) [аФ. 
0 


Если }($Ф) не будет иметь нулей в интервале (0, 2), то 


так как 
2“ 2" 


608 Ур @ф = \ п уф@ф=0 (=1,2,...). 
Г. 
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=== —— 


Если же }($) будет иметь в интервале (0, 2к) [ корней (каждый нечетной 
кратности): $Ф,, Ф,,..., Фь ТО 


91 $ ы 
р 94 - (Фа +...+(-19 \ 9+ 
о 41 $1 


25 1 
+0 ов | = 2| УФН ФФУ Ф@») |, 
$ < 


ее (12) 
где 
Ф®-= } 16) 4. 


Замечание. В дальнейшем будем писать }(Ф) в виде 


а, с0з У? -Е В, з1т У? 


= + У 


= 


= 
< 
< 


помня при этом, что в случае Р(0)=0 в правой части отсутствует 


первый член, а в случае Ё (11) =0 отсутствует член, соответствующий 
значению у= {. 


Если Р(И)=0 (1=14,2,...,рР), где 41, [,,..., -—целые чиела 
(одно из них может быть равно нулю), то числа 5, (29) (& =0,1,..., 2п) 
удовлетворяют не только равенствам (1’), но также условиям 


2п 2п 
У 5, (20) созФ =0, >58, (2) зи аю=0 (1=1,2,..., р). 
1—0 Ао 


В этом случае имеем 


(дм 
Е )- 
№ 


гп 
. 2 
а х +1 
Ир ^-0 


р 
9 (А 0 . 2(^ 0 
_У (гисоз 1 ля о - уу ай —— | - 
1=1 


25 р 


= - \ 79 -У, (21, 603 Е иу и  | ах, Ите, =0. 
(рр 6 ИУ по 


Для вычисления этого минимума предположим, что функция 


Ф 
$ ($) = / (+) — У (21; 008 9 + уу т 9) 
1=1 
для допустимых значений х1,, 1, Е 


...Р) меняет знак, проходя 
через нуль, в точках 


94 <$<..: < 94 
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интервала (0, 2*), и что ф, Фа, ..-› Фа— дифференцируемые функции 


от 2), у, (]=1,2, -..›Р). При этом ограничимся предположением, 
Что Ф,, 9:, ..., Фа— простые нули функции $(ф). Тогда 


во 


Як +1 
| 
= =| Хе $19) 4$, 
К ==0 
где ф, =0, Фа: = 20. 
Положим для определенности, что 
Й а Тк 
“== (—1* \ 99) 46 
К=0 Фа 


Ириняв во внимание, что 


$ ($) =0 (Е=1,2,..., 4). 


найдем 
Ч 
ое 37 Фа ы- > (—1)* 5104$,  прий +0, 
д о (— 1+! \ со ра = | 1) 
к-0 9 | = У (—1)^ 9к-+2(—1)9-* при м 
К=1 
9+ Й Ч Чкчз 
э-== № (—1+ 0 | заррары 
р И - 


Ч 
2 | К. — 1—1 
Е. =, №; ( 5525 1)^+! 208 (Фх -- — при [1 Е 0 
О при = () 


Вычислим теперь значение квадратичной формы 


р р 
ди в. > 
Е вр а 91, а 


71=11-=1 Е 
о 924 ар 
9 р 
Чо 2 эта, + х = дабы 
= = ; 
В. стационарных точках, определяемых уравнениями 
$ ($) =0 (#=1,2,..., 4), 
А А . 
: ЕО а] 
дз, И (7 ‚р 


9, 608 1;$ 99» $11 (94 


9%, У)’ 9 бы’ 


&9& А. Х. ГУРЕЦКИЙ 


получаемые дифференцированием тождеств $ (ф,) =0, найдем, что в ста- 
ционарных точках 


о а 
н-УН 


Так как в интервале (Фх, Фк,1) 


р з 
[У (ьооз лв И) |". 


1—1 


181 $ (ф) = (—1)^, 
то р 

811%’ (+) = (— 1)". 
Следовательно, в стационарных точках Н > 0. 'Далее, в стадионарной 
точке 


4 Рича а 
т (1 | 19) 4= „| Х(-0 Фе 
К=0 и К=1 
= Ф0+СФ(2=) |, 


где, как и выше, 
Ф®)= | 19) 4. 


Итак, мы получили в рассматриваемом случае для верхней границы 
1Р„(х)1 следующую асимптотическую оценку: 


а 
[Ра | Х(-1=1 ФФ) = Ф(0)+ 
К =1 


СХ Ф(2=) 


+, =->0, (12’) 


где ф,, Ф,..., Фа опредэляются из уравнений 
ы 


р ) 
1(Ф)к= У, (21603 Ик уузт 19) (&=1,2,....4), | 
Г(12”) 


1=1 


а 
У (—-1 эт 49 =0 при 1-0, У, (— 0 =(— 1) при 1=0, 
К=1 К=1 
а 


У (Нови = 
к! 
Эта верхняя траница для |Р„(х) асимптотически достижима. 


Для исследования функции ]($) представим ее, используя 
равенства 


— 1121 


- > Ч=1т ам. 


— 


ЕР) = 8, Р(-м = в, 
и формулы Эйлера, в виде 


со 


1 и 
== + | ЕР ] - (13) 
у=1 
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Пусть 
Е (г) — @® (г— г) а (л— г, кА (г—в.)№, 
где &, + К,- .-- +, =т. Разложив дробь 


— @тыь 1 
НЯ 


на простейшие, получим 


5 К] 
ат _ 1 1 (К)-Р) 
о в ы ГР (®;—РЛ [в А __ 
где 
в 
[ 1 >= (+ (^) 
Е (7) и Че -Р и 
а 
Е 
тит и В А 


@т "—^)) 
Таким образом, 


$ К; 
еГ\® 1 (К]-р) ее 
Е (>) ав =; 21 (&,— Е [ (Е, Ч | (—л,)Р ` 
Следовательно, 


5 К) 
1 1 1 1 (К]-р) 
Позы ив Х О - а 


со т е- 5 
а р а Ы (15) 
5. Предположим, что г; -Е 0, г; + И, и вычислим сумму 
- е! Рава: 
2 [ (УР (и - мы ] а 
у=1 


Заметим для этого, что для всох значений ф из интервала (0,2 т) леско 
установить справедливость равенства 


туФ — 1 


е е № ы У311 Ур— Е созур 1 
и(й= не -г | = Хх п Е, (16 
“Е 


где 


ле!$-п} 


(2) = вы” (17} 


Дифференцируя это равенство р—1 раз, получим 


и(в- (0 =(@Ф-—1! о. (ИР -- ми ] $ 
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Следовательно, 
г гуФ У 
е ем 1 
ЕВ ог АЕ” тети (р- и) 48 
| (Ал ТЕР ] ТЫ: ФА еы 


Подетавив последнее выражение в (15), получим 


5 К) 
у ео [| С 
1 (Ф) = до за 2 > р И р ее 
—= ты 
1 1 . == 1 (К;—1 
к ЫЙ у! р) 
— 35 За 22 У-ЯИ ОНИ г Убит 9) [ = я . 
1=1 р=0 
Но по формуле Лейбница 
к)-1 а 
(КГ -Р) и (7;) ]- 
( 7 == 1 
ре. 1 и) (г}) Е, я] | : 
ф=0 
следовательно, 
офи 2. а 4 Г. и (гу). т 19 
Фе Тая 2 (&;— 1)! ЮР; (г) (19) 
или, принимая во внимание (16), 
1 (|) 
#(Ф) = а а ее = 
12 (^/) (Ку-1) и 
=. и о о (20) 


Положив в (14) г-0, получим 


7 


Вх а 1 (к-р | й 
= пет [бя = 


Подставив это выражение в (19), найдем 


_ ах Ге 19-5 
[(Ф) = =>) (1) [5] ы 


тю 1 1]Ф-5 
ЕО ЕИеЕНЕи 
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6. Пусть теперь г, =0. Тогда, согласно сделанному выше замеча- 
нию, равенство (15) примет вид 


1 (+) = - {5 (Е, т [ не о > и | о 


+5 Зея = ея [я] `_ [т )Р за ет! =) 


Нетрудно убедиться, что для всех значений ф из интервала (0, 2ж) 


со 


2 [+ т ых |= и ’_ 


где Вр (2) есть полином Бернулли степени р. 
Подставив значения сумм формул (18) и (23) в (22) и сделав те же 
преобразования, что и выше, получим 


К: 


Я =ы- { = ЕТ В ‚(=) [= т п” + 


+ Хит [ ; РА ой ° х т т. ый: . (29 
= 


Л 


7. Рассмотрим теперь случай г, = И, г, = —, где [— некоторое целое 
положительное число. При этом для простоты ограничимся случаем, 


когда эти корни простые, т. е. положим А, =й,=1. Тогдав У фор- 
у=1 
мулы (15) будет отсутствовать член, соответствующий значению у = [. 
со 
1 
Обозначим такую сумму через УФ. 


У=1 
Формула (15) в этом случае примет вид 


Й 1 1 ФГ ем 213 
1 (9) = Е { Е, г а ]+ 


У=1 
ЭФ [г о 
1 1 е е_ 
Я [рита] + 
у=1 
а! И 1 (К/- р) — е $ в 
+2 У (К;—Р)! Ё. тя 2 |ер+ (—№—^) ] 
ЕЮ = 
5 и 1 [ 4 ] р) [ | ей? и. е- $ ] 
ми р=1 (Е, РР, (у) В О-ОР 


Упростим это выражение, используя (14), (16), (18), формулу Лейбница 
и следующие равенства: 
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Ред Р, Р-Р И), 


со г ; 
(0 е'\® ен д(0 узт ур — И с05 У 
У ее ПЕ 7 
У=1 


У— 
У=1 
га УФ $ 
д (0 е 1(0 уз Ур + И с0$ У? 
а У — 42 у 
у=1 
а о с ЕЕ И ева (ф-П 
({И—^,;)? пы (ри! + [2 г) ? 
со 
а 1 60% 21 (р— п) зп 12 
тд 4 ? 
у=1 
со 
ры УП Ур $11 ($ +21 (9— м) с0$ {9 
у? — {2 ум р парьм че: 
у=1 


{последние два равенства справедливы для всех значений Фх из интер- 
вала (0, 2к)). 


Получим 
\ __ яп №-. 21 (ф— т) с0з. ($ 1 1 
у (фу И? Е [ в К Е 18| о 
а вы. [- 1 ВЯ РЕ 
44 и: 6 И 


5 
и 1 © (^;). (Ку |) 
ат У (А; 1)! [Ее ] ыы 
в 


(^)) 
1 1310 2 — лу с0$ ($. ты -2 о 
— — С 5 
а [Ив "} т 
$. Изучим поведение функции 
КФ-в) 
же 
= ые- и? 
и се производных для значений ф из интервала (0, 2к) и всех веще- 
ственных значений & = 0. 
Обозначим для краткости ф—п=@. Тогда « будет любым числом 
из (—т, м) и 0(1) примет вид 


ке 


о (1) = ра (47) 
Очевидно, что 0(1)>0 при Ё>0иф5(1) < 0 при {< 0. Далее, легко 
заметить, что 


; а: @ ЗВ м — п СИ т 
ЕО а —--<0 


для всех вещественных Ё и всех х из (— т, м). 
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Докажем, что при ё>0 
3151 0(Р) (1) =(—1)Р, 
а при {< 0 
5Ф) (0 <0 (=0, 14,2,...) 
для всех а из (—т, т). 
Действительно, имеем 


р 
ь у) 
о(т) (2) — ке®! № су ар-У [ ето | - 


ЗВ тё 
у=.0 
Обозначим 
Е 1 (У) 
У 
с У ир-% 
0, (*) = № Ср ор [52] , 
У-0 
тогда 


о) (1) = ке! 0, (2). 


Знак 0?) (1), очевидно, совпадает со знаком О, (а). 
Легко проверить, что 


Ор+1 () = (Р-+ 1) 0, (2). 


Убедимся, что наше утверждение достатозно доказать для = при 
# >О0изх-==- —т при ё < 0. 

Предноложим, что наше утверждение справедливо для р и мы до- 
казываем его справедливость для р-Е1. 

При {> 0 и р четном пусть будет О,(х) > 0 для всех & из (—к, п). 
Тогда 0,,, (я) будет возрастающей функцией от а и для доказатель- 
ства того, что 0,,,(&) < 0 для всех х из (—т, п), достаточно устано- 
вить, что О,., (п) < 0- 

Аналогично, при ё>0 и р ночетвом пусть будет 0,(2)<0 для 
всех © из (—*, т). Тогда ©9,.,(*) будет убывающей функцией ото и 
дия доказательства того, что О,,, (1) > 0 для всех х из (—т, м), доста- 
точно установить, что 9.1 (=) > 0. 

Наконец, при {< 0 пусть будет О, (4) <0О для всех я из (—т, т). 
Тогда О0,,. (2) будет убывающей функцией от а и для доказательства 
того, что О, <.0 для всех я из (—п, т), достаточно ‘установить, 
что О,..(—т) < 0. 

Итак, при # > 0 надо изучить функцию 


ей 


21 (0 — Зе 
и ее производные, а при {Е < О— функцию 


ее" 
ЕЕ 
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и ее производные. Очевидно, достаточно ограничиться изучением одной 
из этих функций, ибо 5,(— 1) =, (1. 
Положив лё=2, получим 
а СВ & 
в, (В = (2) = А = ЕЕ . 


Дифференцируя, найдем 


{ — - #_ и ев 2 св 2 117 208 4 ©0622 +2 
Рю) Е 2 = в’ РЕ. 
ит. д. Докажем, что 
Вр1 (СВ 2) 


%Ф) (2) = ( = 18" — 56231 (2). > 
где А, ,(св2) есть полином степени р—1 от св2 с положительными 
коэффициентами (содержащий только четные степени с№ 2 при р нечет- 
ном и наоборот), т.е. А,_, (сВ 2) > 0. Этим, очевидно, наше утвержде- 
ние будет полностью доказано. 

Имеем 


(св 2—1) К,-1 (св 2) —(р-+ 1) св 2В,_, (СВ 2) 
_  6р2+2 5 еек 
(4 Вр (св =) 


ББ, 


(Р-+1) (2) =5 с у 


откуда 
В, (сВ 2) = (р 1) св 2А,_, (с\ 2) + (1— св 2) Вр 1 (сВ 2), 
или, а. вт, 


В} (5х) =(рР-- О хН,_, (1) (1—1°) Вр-1 (т). 
Положим 


р! 


В, (5) = > ат", В аа № 


К=0 


Подставляя эти выражения в предыдущее тождество и сравнивая коэф- 
фициенты при одинаковых степенях х, получим 


п” = ао 
= (р-р (Е айл (Е=4,2,..., р-2), 
ай = За. о 


ПРЕ — (р-|) 
р = 24-1 : 


Эти соотношения показывают, что если коэффициенты А,.,(5) поло- 
жительны, то коэффициенты В,(х2) также положительны, что и требо- 
валось доказать. 

9. Для любого т нам удалось изучить поведение функции /($), 
опрелеленной формулой (21), (24) или (25) и получить асимитотиче- 
скую оценку |Р„(2)| только в некоторых частных случаях, которые мы 
сейчас рассмотрим. 
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Первый случай. Характеристический полином Ё (г) имеет один 
вещественный корень т-й кратности отличный от нуля; обозначим его 
через г,. Тогда 

й, (г) —=@т (==), 


Функция /(Ф) определяется формулой (21), в которой следует поло- 
эемть $ =, К. (7) =1, й = 
Таким образом, получаем 


- #() = в. и и в(т- ГЫ. 


Следовательно, /(ф) не меняет знака в (0,2) и, по доказанному 
вп. 3, для тригонометрического полинома Р,(2) при достаточно боль- 
ших значениях п получаем оценку. 


| Ро (5) ро яЕ ыт или Ри (=)|< Тат” [ Е Зи, .„—>0 , 


1 
ее ф @т’ 
т ь ==. т т 
так как здесь а =(—1)"ащг”. 
Полученный результат может быть сформулирован следующим 


образом: 
Если тригонометрический полином Ри„(х) порядка п удовлетворяет 
условиям 


т 
Гы АСР | = 4, 
у=0 


где тт (Е =0, 1, ...,2п), ав и г. — любые вещественные числа, 


отличные от нуля, то для всех вещественных значений т 


1 
| Ра (®) [< Ре, 
' 71| 
где Пт еп =0. 
пс 
10. Второй случай. Все корни характеристического полинома 
Е (г) вещественны, различны, отличны от нуля и одного знака. Функция 
1(Ф) в этом случае также определяется формулой (21), в которой сле- 


Мует положить | 8, д. =, = 9:5 й=Ц, Ру (т) = т). 
Таким образом, получаем 
РВ 1 7 26 
/(Ф) = —5 > ОТ (26) 
у 


где Р (г) = ал (г г) (г Я 5-Я 
Как известно, равенство (26) можно переписать в виде 


еее 
1 (Ф) ба (т— 1)! С 


где & заключено между наименьшим и наибольшим из чисел гу (7 = 1, 
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2,...,т). Слэдовательно, и в этом случаз /(9) не меняет знака в 
(0, 2*), и при достаточно большом п получаем оценку 


[Ра (2) < т, ® шли | Рь (2) |< и 


= ага" + -Рт | 


где ип гл =0. 
по 
Нолученный результат может быть сформулирован следующим образом: 


Если тригонометрический полином Ри(х) порядка п удовлетворяет 
условиям 


[УХ «Ро (ао | <1, 
у=0 


еде 1. о: (К =0,1,...,2п) и все корни га, т,,..., тт тарактерис- 
т 


тического полинома Е (лу = ь а, г* вещес твенны, различны, отличны от 
У= Ге 
уля п, одиого знака, то для всех вещественных значений т 


(рес Ч» 


Г ашг, По ПР 


Пение 


Ве») 
- Третий случай. Характеристический полином К (г) имеет 
корень г, кратности К, и корень г, кратности Ё,, где г, и г, вещест- 
вены. отличны от нуля и разных знаков, АА, =т, т. е. 


Е (г) = ат (г— г, Ка (гг, №. 


Дия определения / ($) следует в (21) положить $ ==2, К, (г,) = (г, — гай, 
1", (г„} = (г.--г, и вычислить входящие туда произзодные по фор- 
муле Лейбница; в результате получим 


К -1 
Г Пе -1)% сви (а уУ— 1)! 
а 5 т уриыюа се 9 
7 (+) ат (К 1—1) | я (моль) Аа У мар, = 
у—0 
ха - \У-У 
Е : 
% (8-1 
ЗА нить #2 
зы КАНЕ 


Учитывая, что при # > 0 11 5) (1) = ( —1)], а при ё < 0 5) (1 < 0, 
мы легко обнаружим, что все члены обеих сумм имеют один и тот же 
виак, совпадающий со знаком (—1)*+! при г, > 0 иг, <0, или со 
знаком (—1)^+' при г, <Оиг,> 0. Следовательно, {($) не меняет 
знака в (0, 2) и для всех веществснных значений х имеем 


1 
ГР (9) | ро еи = -Г еп, 


где „—>0 при п-> ©. 


| ат "а те 


Итак, мы получили следующий результат: 
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Если тригонометрический полином Рь(2) порядка п удовлетворяет 
условиям 


[У арб | <1, 
у=0 


где на (Е =0,1, ..., 2п), а характеристический полином имеет 


т 


В (г) =», уг = ат (Г — га) (г — га) (Е А, = т), 
у=0 


где г, и т, вещественны, отличны от пуля и разных знаков, то для 
всех вещественных значений х 


[Ра (5) | < Не == 


«0е >00 при п> ©. 


- ель 


| ат г и ] 


12. Четвертый случай. Характеристический полином Р (г) име- 
ет один корень г, =0 кратности т, т. е. Ё (г) =а„г”. Функция 71 ($) в 
этом случае определяется формулой (24), в которой надо положить 
Е, (г) =1, $ =1, К, =т. Получаем 


Иа т В "(Ё). 


Для оценки |Р»(2)| применим формулы (12) и (12”), в которых на- 
до положить 


р=1, 1=0, 94=2, ФВ о 


Зат (т- 1) 


Таким образом, для всех вещественных значений х получим 


тен [= (0) 
— Вт а ий р Вт: (| ть, 


а =„—>0 при п>®. 
При т нечетном получаем $, =х, ф, =27 и, следовательно, 


Ра нина: | Вт +1 | 


В 
1Рв(2)| < Гат | (т 1)! + = п п 
где В„..—число Бернулли. 
п Зк 
При т четном имеем ©=-, ф,=- , следовачельно, 


2 


паев (Р 


или 
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=) 


. 4 (— 1) 
Ри) ет бро + 
+—0 


где г„->() при п —> сю. 
Этот результат совпадает с результатом С. Н. Бернштейна (*), по- 
лученным им при определении верхней границы |/(2)| на (0,2=) для 


функций, у которых | {< (2)| ограничено* и среднее значение по пери- 
оду равно нулю. 


13. Остановимся детальнее на случае т =2. В этом случае условия (1) 
принимают вид 


|а,Р. (1,) + а.Ра (ть) + а,Ри(т,)|<1. (1") 


Здесь надо различать следующие случаи: 

1. Характеристический полином Ё(тг) =а,г' | аг-- а, имеет один 
двукратный корень, отличный от нуля. 

2. Корни характеристического полинома вещественны, различны, 
отличны от нуля и одного знака. 

3. Корни Ё(т) вещественны, отличны от нуля и разных знаков. 

4. Е(г) имеет один двукратный корень, равный нулю. 

5. Корни Ё (г) комплексные сопряженные: 


= ов. — В. 


6. Корни РЕ (г) имеют вид: г, =И, г, = —И, где [— некоторое целое 
число. 

7. Один корень Р (г) равен нулю, а второй отличен от нуля: г, = 0,г, = 0. 

Первые четыре случая под соответствующими номерами рассмотрены 
нами для любого т (см. пи. 9, 10, 11, 12). 

Остается рассмотреть последние три случая. 

Случай пятый. Положив в формуле (26) 


т=2, Е(г)=а, (г г.) (г-г,), г=А-аВ, г, = АВ 


(В>0), мы после элементарных преобразований получим 


й == -. ыы У соз В (ф—т) — М яп В (з—*) 
= —2В — М>- 1? кн > , 


где 
М =3\ Ах соз Вх, №М=сЬ Акыю Вк, М*- №* = 36? Ак + з1? Вж. 


Нули /(ф) определяются из уравнения 


{5 В (ф-т) = Вкое Ак. 

* Выражаю благодарность ©. М. Никольскому, указавшему на ошибку, допу- 
щенную мной при рассмотрении этого случая в одной из моих предыдущих работ, 
а также за все ценные указания, данные С. М. Никольским в отзыве на публику- 
емую работу. 
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Расстояние между двумя’ соседними корнями этого уравнения равно 
м 
в› И так как 


а. 
К ) К ы) 14а.В $51? А+ 310? Вк ' 


то /($) имеет четное число корней в (0,2=) если зт2Вх - 0. Следова- 


1 
тельно, при в > 1($) не имеет ни одного корня в (0, 2). Если же 


77 > 5, то /(Ф) имеет 21 простых корней в (0, 2*), когда 1: <в< 


1 
+ 2-й В =! ([— натуральное число); эти корни таковы’ 


Е 


м Ух (21- 
о 
где $, — наименьший положительный корень /($), содержащийся, оче- 
видно, в интервале (о, =) : 
Если зш2Вт =0, то либо В=(+ (Ох, Де уотибо Вы 


Е К 
При В=1+5 имеем 


- 1 
О 


ты ПЕ о ео 


значит, /($) имеет в (0, 2ж) 21 простых корней: 


2® 2к 7 2к 


се, За, .. в 
2+1’ 26-1 ' 2-1’ — м1 


В частности, ири 2=0, в=> 1(Ф) не имеет ни одного корня в (0, 2ж). 
При В=[ (1=1, 2, 3,...) получаем 


ох и эта {$ 
он. 


Мы здесь ипредиолагаем АО, ибо случай А=0, В--[ нами разби- 
рается ниже (см. п. 14, случай 6). Следовательно, /(Ф) имеет в (0, 2*) 
21—14 простых корней: \ 

т 21 (24 Е 1 х 


и : 
Итак, мы должны здесь различать еледующие три ‹лучая: 

т. В< 5; 7(Ф) не имеет ни одного корня в (4), 2%); 

2 ЗВ, В =4,2,3,...); 19) имеет в (0, 2 


21 простых корней: 


8 Известия АН, серия математическая, № 5 
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ФЕ (а, .. 20) 


3° В=1(1=1, 2, 3, ...); /(Ф) имеет в (0, 2=) 21—4 простых корней: 
фу=-— (у=1, 2. РА). 


3 случае 1° мы, следовательно, получим для |Р» (2) | следующую асим- 
птотическую оценку: 


1 
[Ра (9) |<. : 


В случае 2° мы получим для | Р‚ (т) | асимптотическую оценку, при- 
менив формулу (12), в которой надо [ заменить на 21 и положить 


{ “е4{9-^)  Мсоз В(2—т)— Мп В(2— м) 
Ф(®) =) да. в * та ММ — аф = 


кеАФ-п) 


ВМ) [(А№-- ВМ)соз В (9-—=)-- (ВМ—АМ) т В (Ф—*)] 


(мы здесь использовали равенство а, (4*-|- В*) =а,), 


и 1) = (4=4,2,..., 20. 
Так как 
(УП АХ 
ЗУ Ф (2*)—Ф (0 к 
Ф()-(—0-# 8 Фо) 2 От, 
то получаем 
21 (у—1) д = 
[Рь (2) | < = [Ф(Ф.) > В ат . 


произведя вычисления и используя равенство 


ШВ (Ф—=) = Вкей Ак= А 


М , 
найдем 
еее ма 
Р х — : Е че к 1 7. 
в (т) | < Г И 5: А я рад? Да ит |. о 
В 


(В нашей заметке (") произведена оценка только для [=1), 


Наконец, в случае 3° заменим в формуле (12) [ на 21—4 и положим 


пе^4-®) зп 12 пе^ ($-") 


{ {1 со$ [2 — А зп [4 
Фр 4 = ее 


24 ЗВ Ак и 


Фут: (2 =12. ..., 2—4). 


Так как 
УА® 
а а р Ф (2*) _ «св Ам 
` Фу 2, 3В Ак } й РЕ 6 Дж ? 


то 
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21—1 удт о 


1 —— ь 
у а аа -А 1 | 
Ра (2) |< резьат п Хе 0 4х1. 
о У=1 
Произведя вычисления, найдем 


1 
|Р»(2)| < Тв т 


| 
|4 


[29) 
(В заметке (‘) нами и в этом случае пооизведена оценка только для 
=). 

Легко замстить, что формула (29) получается как частный случай 
(28) при В = 1. 

14. Случай шестой. Положив в формуле (25) 

в=2, Е’(И)=2а,й, Е’(—П) = —2щ 1, 

найдем 


с0$ 12 21(9—м) зап [1 
ру АЕ Ани, 


44212 


Так как здесь для любого [ затруднительно найти эффективную оцен- 
ку для |Р‚(5)|, то мы ограничимся случаем [ =1. В этом случае 


1(Ф) = се [созФ-+ 2 (ф-т) зщ $]. 


1 

Для оценки | Р„(7)| применим формулы (12’) и (12”), в которых надо 
положить) 

, 1 : 

Ф{$) = —. [3=тФ-—2(- 9) 008$], р=1, 1=1, 4=2. 
Тогда 
и 1 1 5 
[Ра (2) | < = Ф (Ф)—Ф (== Ф (0) Го Ф (2%) Не 2, 


где ф, и ф, определяются из уравнений 
811 ф, =5що»,, 


603 ф, =608Ф,, 


1 се 
2: 008 ФН, к = — и. [6089 2 (ф„—п) вт] (#=1,2), 
а е,->0 при П-> ©. 
Таким образом, найдем 


1 
[Р„ (<) о: 
1 а | 


15. Случай седьмой. Положив в формуле (24) 


т=2, 5=2, №=й,=4, Е,(0)= —г,, Е, (ТГ) == Г, 
найдем 
пе" Ф-Т) 


тя 


Нетрудно заметить, что ](ф) имеет в интервале (0,2х) один максимум 
$* 
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или один минимум (в зависимости от знака а,). Применим опять фор- 


мулы (12’) и (12"), в которых надо положить 


1 2 $ пе’? (®-^) Е . 
Фа [РН рвы 2-6 98. 


Заэго 


Таким образом, для всех вещественных значений г имеет место нера- 


венстви 


|Р(2) < + |Ф()—Ф (+) —5 ФО УФ (2%) |+ = 


где Ф, и Ф, определяются из уравнений 


7(Ф,) =] (Ф.), 


9: —=Фи-=®, 
а =, —>0 пра йо. 
Вычисления дают, что 
м и 4 Та ых 
о. о. то 7. 
и, следовательно, 
1 | тг 
Ре (т) | < та] т а сВ — Е. Ее, 
Заметим, что 
: 1 тег т? А {— 1) 
Па | теб |=. Ре 
та—>0 | аз | Г. - & а. | п | а. | НИ › 
У 1 


что совпадает се результагом, полученным в ип. а для =. 
реву 1 


16. Для т-=3 мы, кроме случаев, исследованных для любого т, 
рассмотрим дополнительно следующие: 


1) Корни характеристического полинома 
отничны от нуля, причем два из них положительные, а один отрицате.ть- 


вощественны, различны, 


ный: 
Пи. т 
Положив в формуле (26) т — 3, получим 


и | о (71 } ® (/-} | ® (гз) 
1) о [5 -7з) ТЕ т я РИ 


3 т 


Далее, имеем 


Е ЕТ (з) че | в) # (72) | Г 2} |’ 
} (ом) (м) Г. ть т: —Гз т. — 7 - А. ыы 


рде и 0 


Следовательно, 
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ео]. (6) 


2а3 (2 —гз (я —гз)? ° (7з—^иа) (7з— та) 
Все члены в квадратной скобке отрицательны для любого ф ив (0, 2), 
так как 
(Е) — 0 ЮФ ь@)- 0. 


Итак, }($Ф) не имеет корней в (0, 2*}. 

2) г, «г, < 0, г, >0. Функция }($) может быть представлена в том 
же виде 26”), что и в предыдущем случае, но здесь г, <х<г,;<0. 

В данном случае все члены в квадратной скобке положительны для 
любого ф из (0,2), так как 


Ри) 9 Оно 0, 
Следовательно, и в данном случае }($) не имеет корней в (0,2*). 
3) Характеристический полином имеет один двукратный корень г, и один 
простой корень г,, где г, и г, отличны от нуля и одинаковых знаков. 
Положив в (27) т=3, #, =2, Ё,=1, получим 
ве 2 | и] © (2) 
7$) 2аз "1 — 72 И 
Преобразуем это выражение следующим образом: 
Ва 


2аз [г — 7» 1—2 2аз Г: — Го 


где х заключен между г, иг,, а { заключено между хи г;. 

Значит, и в этом случае } ($) не имеет корней в (0,2*). 

Таким образом, во всех этих случаях мы получаем для | Рь (=) | 
асимптотическую оценку 


|Р‚ (2) | < 
для всех вещественных значений 9. 
Нетрудно заметить, что все полученные нами оценки асимптотически 


достижимы. 
17. В заключение заметим, что совершенно аналогично решается 


следующая задача: определить верхнюю границу 'и (1) |, где и (5) — пе- 
риодическая, периода 2* функция, удовлетворяющая для всех вещест- 
венных значений 1х неравенетву 

[сти (2) Рети (х) +... с, и (2) + си (2)| < 1, 
с.,с:,....бт—данные вещественные постоянные величины, т— любое 
натуральное число. 

Действительно, обозначив 

сти (т) (2) -- ст, и" (а)... аи (2) 6 и (2) =5 (а) 
и рассматривая 5 (2). как известную функцию, мы из дифференциального 
уравнения легко определим и (2). Для этого напишем ряд Фурье функ- 
ции 0 (1) в виде 


о (1) ^ Е ++ > (ик с08 Ах -- уз #2) 


К=1 
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и будем искать решение дифференциального уравнения в виде суммы 
тригонометрического ряда 


и (2) = У (Аьсозйх-- Вьет. 


К=1 
Коэффициенты А,, А, и В, (Е =1,2, 3,...) определяются из уравнений 


Со, = а, 
кАк ВАВь=а,, 
—В А+ а,Вх = 6 (Е = а, ль.) 


где а = Е) и Е(г) = сиг сиг”... + се. —характеристи- 
ческий многочлен. Определив коэффициенты А,, А; и В», и используя 


равенства 
2% 


25 
1 ы ` 
«=> \ о (1) с03 АЕ Е, = \ (6) т дас (К=0,1,2,....), 
0 о 


получим для и(7) выражение 


2“ 


1 1 с Е раы в 
о а ы | 
0 =1 


если Р(0) = 0и Р(14)=0 (&=1,2,3,...). 
Если же Ё {0) =0 и, следовательно, 


то примем А, =0, а если при некотором целом 1 Ё (И) =0 и, следова- 
тельно, | 
2 2® 
а=^ \5(е) сов а =0, ы = № \ь(#) за И 4 = 0, 
п 
0 0 


то примем 4, = В: =0. Тогда для функции и (2) найдем такое же выра- 
жение, что и выш:, только В ряде 


Вы < ак с03 К} -- Вы з1п Ко 
9+2 а 


в первом случае будет отсутствовать первый член, а во втором— член, 
соответствующий значению # =. 
Таким образом, мы получим для |и (5) | те же неравенства, что и выше, 
с той лишь разницей, что они будут не асимптотическими, а точными. 
Пусть мы для данного характеристического многочлена Р (г) получи- 
ли для функции и(7) оценку [и (2)| <М для всех вещественных вначе- 
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Е те 


ний т; тогда мы для соответствующего тригонометрического полинома 
`Ра(х) имеем асимптотическую оценку 


|Р,‚ (2) | <М-+е, ша в. =0. 


Пусть равенство достигается для функции и’ (5) в точке х°, так что 
" 25 
[ше } =") 19) 4] =М, 
0 
где 2°($)—измеримая функция, для которой [15° ($) [< 1. 
Обозначим через с* (5) среднюю арифметическую порядка п частич- 
ных сумм ряда Фурье функции 5° (5). Тогда будем иметь 


2“ 


Ши} [5* (#)—0$(9) 14% =0. 
0 


Тригонометрический полином порядка п 


2" 


а 
9. =2 | <; (2—9) 1) 4® 
5 
будет удовлетворять условиям 


[Сп 9% (2) ст, О" (2)... Ес, О (2) Е со @, (=)| <1 


для всех вещественных значений хи 


[9 (2°)| = М-Н =, 


где И г„=0, В самом деле, 


пс 
2 


Он (а) = и \ 5" (2—9) 16) 49+ 
0 
2% 


+} в" ф-" ("9 4, 


0 


причем первый член правой части этого равенства равен М, а второй, 
в силу ограниченности }($), стремится при П-> со к нулю. 

Таким образом, при указанных условиях мы получаем следующий 
результат: 

В классе тригонометрических полиномов Т„(х) порядка п, удовле- 
творяющих в произвольных 2п--1 точках х: (&=0,4,..., 2п) интервала 
(0, 2=) неравенствам 


[2 79 (21) Е си, 74-9 (ад... 46, Ть (#9 Не, Ти (20| <1, 


найдется полином, абсолютное значение которого достигает значения, 
асимптотически равного М. При этом |Ть(2)| не превышает асимпто- 
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тически этого значения, если в качестве ‘точек х; взяты равноотстоя- 
щие точки интервала (0, 2*). 
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А. ТОВЕТЯКУ. АЗУМРТОТСАГ 1МЕООАТЛТТЕ$ ЕОВ ТВ1б0МОмМЕТЕТСАГ 
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Д. А. РАИКОВ 
0 ПОПОЛНЕНИИ ТОоПОоЛОГИЧЕСКИХ ГРУПП 


{Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В статье излагается способ пополнения топологических груип, 
применимый ко всем топологическим группам без исключения. Уста- 
навливается совпадение понятий полноты и абсолютной замкну- 
тости группы и доказывается единственность расширения топологи- 
ческой группы до абсолютно замкнутой. 


В настоящей статье излагается способ пополнения топологических 
групп (полученный мною еще в начале 1942 г.) и дается применение 
его к построению и охарактеризованию так называемых абсолютно 
замкнутых групп. 

Вопросом о пополнении топологических групи занимались Уап- 
Рапё21е ('), @. ВиКБой (*) и А. У№ей (°). Однако, чтобы обеспечить 
применимость предложенных ими способов пополнения, они вынуж- 
дены были налагать на пополняемые группы некоторые ограничения. 
В противоположность этому, предлагаемый здесь способ применим 
ко всем топелогическим группам без исключения; в случаях же, рас- 
сматривавшихся указанными авторами, он согласуется с их способами 
и приводит к той же пополненной группе. 

Наиболее естественным понятием полноты группы является поня- 
тие абсолютной замкнутости, введенное А. Д. Александровым в его 
заметке (“). Абсолютно замкнутой А.Д. Александров называет такую 
топологическую группу, которая остается замкнутым множеством во 
всякой топологической группе, содержащей ее как абстрактную под- 
группу и топологическое подпространство. 

В настоящей статье устанавливается, что абсолютно замкнуты те 
и только те группы, которые являются полными в нашем смысле, т.е. 
совпадают со своим пополнением. Это приводит к очень простому 
необходимому и достаточному признаку абсолютной замкнутости груп- 
пы*. Вместе с тем заново получается теорема А. Д. Александрова 
о возможности расширения всякой топологической группы до абсо- 
лютно замкнутой. Но в то время, как в доказательстве А. Д. Алек- 
сандрова устанавливается лишь существование требуемого расширения, 


* Как заметил А. А. Марков, в формулировке достаточного признака абсо- 
лютной замкнутости топологической группы, предложенной в (“), содержится 


оптибка. 


514 Д. А. РАЙКОВ 


здесь дается и способ построения этого расширения, а именно — попол- 
нение группы. Кроме того, здесь доказывается, что абсолютно за- 
мкнутая группа, содержащэя заданную топологическую группу как 
абстрактную подгруппу и всюду плотное подпространство, единственна 
с точностью до изоморфизма, при котором элементы заданной группы 
соответствуют сами себе. 

При окончательной редакции настоящей статьи я воспользовался 


ценными замечаниями А. А. Маркова, за что выражаю ему свою 
благодарность. 


у. ПОПОЛНЕНИЕ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ГРУППЫ 


$ 1. Воронки и полнота группы 

Через С мы будем обозначать произвольную топологическую груп- 
пу, через е — ее единицу. 

Определение 1. Пусть {М} — некоторая система множеств М, 
составленных из олементов группы С. Мы будем говорить, что эта 
система содержит множества, произвольно малые справа, если, какова 
бы ни была окрестность (И единикы группы, существует множество 
МЕ{М} такое, что ММС О. Точно так же, мы будем говорить, 
что система {М} содержит множества, произвольно малые слева, если 
для всякой окрестности 0 единицы существует множество МЕ{М} 
такое, что М МСО. 

Определение 2. Воронкой мы будем называть всякую систему 
{М} попарно пересекающихся множеств М элементов группы С, содер- 
жащую как множества, протзвольно малые справа, так и множества, 
произвольно малые слева. Иными словами, воронкой будет называться 
всякая система множеств {М}, удовлетворяющая следующим двум 
условиям: 


1° Любые два множества М,, М, из {М} имеют непустое пересе- 
чение. 


2° Какова бы ни была окрестность Ц единицы е, существует 
М, Е{М} такое, что ММ; !СО, и М, Е {М} такое, что ММ, СИ. 

ЛЕММА 1. Багис окрестностей любого. элемента группы С является 
воронкой. 

Доказательство. Пусть & — рассматриваемый элемент группы и 
{О} — любой базис его окрестностей. Пусть О — произвольная окрестность 
еи0, — окрестность е такая, что одновременно 0,0: СИибг Л, СИ. 
В {0} существует окрестность О, содержащаяся в О,е [| гО, *. Для 
нее имеем: 

00 И ав (И 8) * = И.И: СЯ и: 0-0 С (801, * 80, =Ог0, СО 
Таким ‘образом, в {О} существуют окрестности, произвольно малые 
(даже одновременно) и справа и слева. Так как, кроме того, все 
окрестности из {0}, очевидно, попарно пересекаются (имеют даже 
общее пересечение), то следовательно, {0} есть воронка. 

Определение 3. Мы будем говорить, что воронка стягивается 


* [} есть символ пересечения множеств. 
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к элементу группы, если этот элемент содержится в замыкании любого 
из мнсжеств воронки или, что то же самое, если каждое из множеств 
воронки пересекается с каждой из окрестностей рассматриваемого 
элемента. 

Примером воронки, стягивающейся к элементу группы, может 
очевидно, служить любой базис окрестностей этого элемента: 

Определение 4. Полной мы будем называть топологическую 
группу, на которой всякая воронка стягивается к какому-либо элементу. 


Целью этой главы будет построение с помощью воронок требуемого 
пополнения группы С. 


$ 2. Клаесы равных воронок 


Определение 5. Две воронки {М} и {№} мы будем называть 
равными, и писать {М} ={№}, в том и только в том случае, если 
еЕММ№* для любой пары множеств МЕ{М} и МЕ{М№}. 

Докажем, что равенство воронов обладает тремя характеристи- 


ческими свойствами равенства — рефлексивностью, симметричностью, 
и транзитизностью. : 


Рефлексивность: {М} = {М}. 

Действительно, любые два множества М, и М, из {М} пересекаются 
и потому еЕ М.М; С М,М, !. 

Симметричность: если {М} ={№}, то {№} ={М$. 

Действительно, если е ЕММ"', то еЕ(ММ№-*)* = ММ-*. 

Транзитивность: если {М} = {№} и {№} ={Р}, то {М} ={Р}. 

Действительно, пусть 0 — произвольная окрестность е и 0, —окре- 
стность е такая, что 0,С-И. Выберем №Е {№} такое, что ММ-* С И,, 
и пусть М и РЬ— произвольные множества, соответственно, из {М} 
и {Р}. В силу условия, в М, № и №, Р содержатся, соответственно, 
элементы т, п, и п,, р такие, что тп: 1Е0, и п,р`ЕИ,. Тогда 


тр = (тпр1) (ппу) (п,р*) И, (ММ), С 010, 


и, следовательно, в силу произвольности выбора окрестности (0, 
еЕ МР". 

Определение 6. Классом равныт воронок мы будем называть 
всякую совокупность воронок, обладающую следующими двумя свой- 
ствами: 

а) каждые две воронки из этой совокупности равны; 

Ь) если какая-либо воронка принадлежит этой совокупности, то 
и все равные ей воронки принадлежат той же совокупности. 

В силу доказанных свойств соотношения равенства воронок, мно- 
жество всех воронок разбивается на классы равных воронок. 

ЛЕММА 2. Если воронка {М} составляет частиь воронки {М}, т. е., 

\ 
если каждое. множество М из {М} содержится в {№}, то воронки {М 
и {№} равны. 
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Доказательство совершенно такое же, как доказательство 
рефлексивности равенства воронок. 

ЛЕММА 3. Если каждое множество воронки {М} пересекается 
с каждым мномсеством воронки {№}, то воронки {М\ и {№ разны. 

Доказательство. Из условия леммы и определения воронки 
следует, что система, составленная из множеств обеих воронок {М} 
и {№}, также есть воронка. Эта воронка, в силу леммы 2, равна 
каждой из воронок {М}, {№} как своей части. А отсюда следует, что 
воронки {М} и {№} равны между собой. 

Следствие. Если две воронки не равны, то по крайней мере одна 
пара множеств из этих воронок не пересекается. 

Рассмотрим теперь воронки, стягивающиеся к элементам группы (С. 

ЛЕММА 4. Воронка, стягивающаяся к элементу группы, равна 
любому базису окрестностей этого элемента, рассматриваемому как 
воронка. 

Доказательство. Пусть {М} — произвольная воронка, стяги- 
вающаяся к элементу 8ЕС, и {0} — произвольный базис окрестностей 
этого элемента. Согласно определению 3, каждое из множеств МЕ{М\ 
пересекается с каждой из окрестностей ОЕ{0}. Но тогда {М} = {0} 
в силу леммы 3. 

ЛЕММА 5. Две воронки, стягивающиеся к одному и тому же эле- 
менту, равны. 

Доказательство непосредственно следует из леммы 4. 

ЛЕММА 6. Воронка, равная какому-либо базису окрестностей эле- 
мента группы, рассматриваемому как воронка, стягивается к этому 
элементу. 

Доказательство. Пусть {М} ={О}, где {О} — базис окрест- 
ностей элемента ЕС. Достаточно показать, что каждое множество 
МЕ{М} пересекается с каждой окрестностью ОЕ{0}. Но какое бы 
ОЕ{О} мы ни взяли, в {О} существует окрестность О, такая, что 
0,5Ю.С О. Так как е ЕМО:\, а 0,5 есть окрестность е, то О, ' 
пересекается с МО; !. Следовательно, М пересекается с О,2`'0О, и, тем 
более, с О, что и требовалось доказать. 

ЛЕММА 7. Если одна из двух ‘равных воронок стягивается к эле- 
менту БЕС, то и другая стягивается к в. 

Доказательство непосредственно следует из лемм 4 и 6. 

В силу лемм 5 и 7, совокупность всех воронок, стягивающихе.. 
к заданному элементу группы, образует класс равных воронок. Для 
удобства мы будем говорить, что сам класс стягизвается к данному 
элементу. 

ЛЕММА. 8. Две воронки, стягивающиеся к различным элементам, 
не равны. 

Доказательство. В силу леммы 4, достаточно показать, что 
не равны базисы окрестностей двух различных элементов, рассматри- 
ваемые как воронки. Пусть р,АЕС, © ЕЙ, У! — базис окрестно- 
стей ри {И} — базис окрестностей й. Так как эй '-, то существует 
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окрестность () элемента №‘ такая, го О не содержит е. Нов (У! 
и {И} имеются окрестности У и И/, для которых УИ”! СТО. Следо- 
вательно, и УЙ”-* не содержит е, а тогда У} -= Ш. 

В силу леммы 8, классы, стягивающиеся к различным элемента.и, 
различны. 

Таким образом, леммы 5, Ти 8 показывают, что соответствие 
мемеду элементами группы С и стягивающимися к ним классами раг- 
ны.г воронок взаимно однозначно. | 


$ 3. Построение группы клаесов равных воронок 


ЛЕММА 9. Система множеств {ММ}, составленная из всевозможных 
попарных групповых произведений множеств М воронки {М} с множе- 
ствами № воронки {№} также есть воронка. 

Доказательство. Попарное пересечение произведений МА 
очевидно; проверки требует лишь, что среди этих произведений имо- 
ются произвольно малые справа и произвольно малые слева. 

Пусть И — произвольная окрестность е и 0, — окрестность е такая. 
что (1 С.П. Выберем в {М} множество М,, для которого М,М:1С-0,, 
и затем в {№} — множество №,, для которого М.М: 1С- М:ЧХ,М,. * 
Тогда будем иметь: 


Мм) ИМЕ МММ М = 
=(М,Мг') 0, О ЕО. 


Аналогично, выбирая №, Е {№} так, чтобы М. 1М, СИ,, и затем М, Е{М! 
так, чтобы М; М, С М№.0,М№,', будем иметь 


(М.М, (М,№,) = М1 (М, 1М,) № СМ, (МОМ, 1) М, = 
РЕМ. У, УСС. 


Определение 7. Воронку {ММ№}, образованную из всевозм ож- 
‚ных попарных групповых произведений множеств воронки {М} с мно- 
жествами воронки {№}, назовем произведением воронок {М} и {№}. 

Ассоциативность произведения воронок непосредственно следует из 
ассоциативности группового произведения множеств. 

ЛЕММА 10. Умножение воронок инвариантно относительно равен- 
ства, т. е. если {М} -—={М’} и {№} ={№}, то {М} №} = М (М. 

Доказательство. Пусть М, №, М’, №’ — произвольные мно- 
жества из соответствующих воронок и 0 — произвольная окрестность е. 
Нужно показать, что (ММ№)(М’№’)' пересекается с 0. В силу равен- 
ства воронок {М} и {М’} существуют элементы ТЕМ и т’ЕМ’ такие, 
что тт’"Е0. Тогда найдется окрестность О элемента 2 такая, что 
От’ СО, и окрестность И, единицы такая, что тО, СО. Но в силу 
равенства воронок {№} и {/№'} существуют элементы пЕМ ип’ Е №’, 
для которых пп’ 'Е0,. В результате получаем 


* М.О. М, о©сгь открытое множество. содержащее г. 
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(тп) (т’п’)-* = т (пп’-*) те тт От’ СО, 
т. е. (ММ) (М’№')/* действительно пересекается с 0. 

Из леммы 10 следует, что если езять любые два класса равных воро- 
нок и произвести перемножение каждой воронки из 0дного класса 
с каждой воронкой из другого, то все полученные таким образом про- 
изведения будут принадлежать одному вполне оптеделенному классу. 
Это дает возможность ввести следующее определение. 

Определение 8. Произведением двух классов равных воронок мы 
будем называть тот класс, который содержит попарные произведения 
воронок из ‘одного класса с воронками из другого. 

Ассоциативность умножения классов непосредственно следует из 
ассоциативности умножения воронок. 

ТЕОРЕМА 1. Классы равных воронок, стягивающиеся к элементам 
группы С, об разуют относительно умножения классов группу, изоморд- 
ную группе С; изоморфизм осуществляется отожедествлением каждого 
злемента из С со стягивающимся к нему классом. 

Доказательство. Взаимная однозначность соответствия между 
элементами группы С и стягивающимися к ним классами равных воро- 
нок была установлена в предыдущем параграфе. Остается показать, 
что если два класса равных воронок стягиваются, соответственно, 
® элементам ри й, ‘то произведение этих классов стягивается к про- 
изведению этих элементов &й. В силу лемм 7 и 10, достаточно 'уста- 
новить справедливость авалогичного утверждения для воронок. Пусть 
воронка {М} стягивается к & и воронка {№ —к й. Таким образом, 
для любых МЕ{М} и МЕ{М№} имеем 8ЕМ, №ЕМ и, значит, еВЕМ М. 
Но ММС ММ. Следовательно, 2 Е ММ, т. е. воронка {М}{М№}, дей- 
ствительно стягивается к 21. 

Определение 9. Единичной воронкой мы будем называть всякую 


воронку, являющуюся единицей относительно умножения воронок, 
т. е. всякую такую воронку {Е}, что 


{ЕИМ}=(МУЕ} =(М} 
для любой воронки {М}. 

„ЛЕММА 141. Всякий базис окрестностей е является единичной 
во ронкой. 

Доказательство. Пусть {0} — базис окрестностей е и {М} — 
произвольная воронка. Пусть Иб— произвольная окрестность из {0} 
и М,, М, — два произвольных множества из {М}. Имеем 

еЕМ,М;*СОМ,М;1СОМ,М, 1; 
это показывает, что {/М}={М}, т. е. {0} — левая единица. Точно 
так же, 

ем. Ме М ОМ? с: ем -ъ 
что показывает, что {МИ} = {0} т. е. {И} — также правая единица. 

ЛЕММА 12. Единичные воронки образуют класс равных воронок. 

Доказательство. То, что всякая воронка, равная единичной 
поронке, сама является единичной воронкой, следует непосредственно 
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аз определения единичной воронки и леммы 410. То же, что любые 
две единичные воронки {Е} и {Е’} равны, показывают равенства 
{ЕВ =Е{Е'} ={Е’}. 

ЛЕММА 413. Всякая единичная воронка стягивается к е. 

Доказательство непосредственно следует из лемм 12 1 и 6, 

Определение 10. Класс единичных воронок мы будем называть 
единичным классом. 

Очевидно, единичный класс служит единицей относительно умно- 
жения классов. В силу леммы 13 единичный класс есть не что иное, 
как класс, стягивающийся ве. 

ЛЕММА 14. Если {М} — воронка, то и {М-"! — воронка. 

Д оказательство. Попарное пересечение множеств М-! очевидно. 
Существование же среди множеств М-' произвольно малых следует из 
существования прсизвольно малых среди множеств М; но только если 
М мало справа, то М-' мало слева, и наоборот. Действительно, если 
ММС О, то для М№М= М имеем №М`М№МСО, и, точно так же, если 
М МСО, то для М =М- имеем ММ" СО. 

Определение 11. Воронкой, обратной к воронке {М}, мы будем 
называть всякую воронку {№} такую, что {М} {№} ={Е}, где {Е}— 
{любая) единичная воронка. 

ЛЕММА 15. Воронки {М} и {М*} взаимно обратны. 

Доказательство. Нам нужчо доказать, что произведения 
{М} {М-*} и {М} {М} стягиваются ке. Эти произведения имеют вид 
{М,М;*}, соответственно {М;'М,}, где М,, М, пробегают {М}. Но М, 
и М, всегда пересекаются. Следовательно, еЕ М.М, 1 и еЕМ,;\М,, 
а значит, тем более еЕ М.М, ! и еЕМ,!М.. | 

Основываясь на лемме 15, можно известными из’ элементов теории 
групп способами убедиться в справедливости, следующих предложений: 

Если воронка {№} обратна в {М}, то воронка {М}, в свою очередь, 
обратна в {№}. 

Обращение воронок инвариантно относительно равенства, т. е. если 
{М} ={М’} и {№} обратна к {М}, а {№} —к {М'}, то {№} ={№}. 

Это показывает, что для каждого класса равных воронок существует 
обратный класс, а именно, класс, составленный из обратных воронок. 

Мы можем резю мировать полученные результаты в следующей теореме: 

ТЕОРЕМА 2. Классы равных воронок образуют группу относительно 
умножения классов, притом алгебраически содержащую исходную 
группу С. 

Построенную нами группу всех классов равных воронок, определен- 
пых на С, мы будем обозначать через С”. 

$ 4. Топологизация группы классов равных воронок 

Определение 12 [ем. (5), стр. 16]. Мы будем говорить, что множе- 
ство А элементов группы содержится строго внутри множества В, 
и писать: А © В, если существует окрестность 0 единицы группы такая, 


что ПАЙС В. 
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Определение 13. Мы будем говорить, что воронка {М} содер- 
жится строго внутри множества А, и писать {М} Е А, если МЕ А 
для некоторого МЕ! М!. 

Определение 14%. Нормальной во ронкой мы будем называть всякую 
воронку, составленную из открытых множеств и содержащуюся строго 
внутри каждого из этих составляющих ее множеств. 

Примером нормальной воронки может служить произвольный базис 
окрестностей любого элемента группы С. Легко убедиться в том, что 
и обратно, всякая нормальная воронка, стягивающаяся к элементу из (С, 
может служить базисом окрестностей этого элемента. 

ЛЕММА 16. Для всякой воронки существует равная ей нормальная 
воронка. 

Доказательство. Мы покажем, что для получения нормальной 
воронки, равной данной, достаточно умножить данную воронку слева 
и справа на произвольный базис окрестностей единицы. Действительно, 
пусть {И }—рассматриваемая воронка, {{/} — какой-нибудь базис окрестно- 
стей единицы, и ПИ,МО,— произвольное множество из произведения 
{0} {М} {(}. В {0} существует окрестность (И, такая, что СО, ПО.,,. 
Имеем: 0, (0,МО,)И.СИ,МО,, т. е. П.МО, ЕО,МО.,. Так как, 
кроме того, все множества из {0} {М} {(} — открытые, то тем самым 
и показано, что {0}{М}(0}-— нормальная воронка. При этом 
{0} {М} {0} ={М}, ибо {И} — единичная воронка. 

ЛЕММА 17. Если воронки {М} и {№} равны, то, каковы бы ни были 
множество МЕ{М} и окрестность Ц единицы, все достаточно малые 
М№МЕ{М№} (безразлично, — малые справа или слева} содержатся строго вну- 
три (МИ. 

Доказательство. Пусть И, — окрестность е такая, что (СО, 
и М— произвольное множество из {№} такое, что ММС И,, либо 
№ММСО,. Так как ММ`* пересекается с О,, то № пересекается с (М. 

Пусть 2ЕМ ПОЫ,М. При ММ" СО, имеем 


А ВЫЖанай и о ре ва 
следовательно, 
МСО, СОМ ЕОМО. 
При №М"М№МС И, имеем 
А А КР 
‚хедовательно, 
МС 30, СО, МИ, = ИМИ. 
ЛЕММА 18. Если воронка {М\ содержится строго внутри мномсе- 
ства А, то и всякая равная ей воронка содержится строго внутри А. 
Доказательство. Пусть М — множество из {М} и 0 — окрест- 
ность е, такие, что (МИ С- А. Пусть, далее, (7, — окрестность е такая, 


что 1С ОИ. Тогда если {№} ={М}, то, в силу леммы 417, для воех 
достаточно малых № из {№} имеем МС ОИ,МО,. Поэтому 
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_ 9.МИ.Со:МИ:СОМИ СА, 
т.е МЕ, и, следовательно, /№! © А. 


Замечание. Беря в качестве {№} саму воронку {М}, заключаем 
из проведенного сейчас доказательства, что если {М} Е А, то МЕЛ 
(не только для некоторого, но и) для всех достаточно малых мио- 
исеств М из {М}. 

Лемма 18 дает возможность перенести определение 13 на классы 
равных воронок: 


Определение 15. Мы будем говорить, что класс равных воронок 
содержится строго внутри множества А элементов группы С, если 
воронки этого класса содержатся строго внутри А. 

Пользуясь этим определением, мы введем теперь множества, кото- 
рые составят затем базис окрестностей группы С”. 

Определение 16. Пусть О — произвольное открытое множество 
элементов группы С. Через 0* мы будем обозначать совокупность всех 
классов равных воронок, содержащихся строго впутри О. Таким образом, 
для класса равных воронок в” соотношения 2“ЕО”’ и в” © О равно- 
сильны. 

ЛЕММА 19. Если О, и О, —открытые множества из С такие, что 
соответствующие множества О\ и О: пересекаются, то 0, и О, такисе 
пересекаются и О! [|] 0; =(0, [| О.)". 

Доказательство. Пусть {М} — воронка из класса, принадлежа- 
щего пересечению 0 [] 0%, т. е. {М} ©О, и {т} ЕО.,. Так как тогда, 
согласно замечанию к лемме 18, МЕО, и М @©О0, для всех достаточно 
малых МЕ{М}, то О, и О, пересекаются, причем М ЕО, [|] 0О, для 
некоторых МЕ{М}, т. е. {М} О, П О.. Это показывает, что 01 [] 0% С 
с (0, ПО.)*. Обратное вкяючение очевидно. 

ЛЕММА 20. Каждый класс равных воронок в” содержится хотя бы 
в одном множестве вида 0*, а именно, во всяком таком 0*, для кото- 
рого О есть какое-нибудь из множеств произвольной нормальной воронки, 
входящей в в". 

Доказательство. В силу леммы 16, в &° содержатся нормаль- 
ные воронки. Пусть {О} —такая воронка и О— любое множество из 
{0}. По определению 14, {0} ЕО. Тогда, по определению 15, 8* ©О 
и, значит, по определению 16, 5“ЕО*. 

ЛЕММА 21. Любые два различных класса равных воронок в! и в, 
можно отделить непересекающимися множествами (01 и 0%. 

Доказательство. Пусть {О,} и {О,} — какие-нибудь нормальные 
воронки, соответственно, из 2} и 2%. Так как классы 61 и 8, различны, 
то (0,}-Е {0,}. Поэтому, согласно следствию леммы 3, существуют 
непересекающиеся множества О, Е {О,} и О,Е{0,}. В силу леммы 19, 
тогда не пересекаются и множества 01 и 0*. В силу же леммы 20, 
Они е О. 

ЛЕММА 22. Каковы бы ни были два множества (1 и О, содержа - 
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щие класс равных воронок в”, существует множество 0”, содержащее 
2* и содержащееся в 0! Г] 0*. 

Доказательство непосредственно следует из леммы 19; в ка- 
честве 0; можно взять просто О! [|] 0%. 

Леммы 20— 22 показывают, что совокупность множеств 0°, об разован- 
ных для всевозможных открытых множеств О из С, можно принять 
за базис окрестностей с С*. Так как при этом конечные пересечения 
множеств (0*, в силу леммы 19, сами суть множества типа 0”, то мы 
приходим к следующему определению: 

Определение 17. Открытыми множествами в С” мы будем 
считать произвольные суммы множеств 0*. 

Заметим, что, как будет ниже показано на примере, уже сумма 
двух множеств типа О” может сама не быть множеством этого типа. 

Определение 17 превращает С” в хаусдорфово пространство. 

ЛЕММА 23. Пусть О* — базисная ок рестиость в С”, т. е. построена 
по открытому множеству О из С, как указано в определении 16. Ото- 
эсдествляя элементы группы С со стягивающимися к ним классами рав- 
ных воронок, имеем О = 0* [|] С. 

Доказательство. Принадлежность класса равных воронок 
к поресечению О* [|] С означает, что он содержится строго внутри О и 
стягивается к некоторому элементу ЕС. Тогда и (любой) базяе окрест- 
ностей этого элемента © (входящий, в силу леммы 4, в рассматривае- 
мый класс) содержится строго внутри О. Но это имеет место +в том 
и только в том случае, если ЕО. Таким образом, 0*® [`] С есть сово- 
купность всех классов равных воронок, стягивающихся к элементам 
из 0, что и утверждается формулой О=0* [| С. 

_. ТЕОРЕМА 3. С есть всюду плотное подпрост ранство прос’ ран- 
ства С”. При этом элементы в из С предполагаются отождествле,чыми 
со стягивающимися к ним классами равных воронок. 


Доказательство непосредственно следует из леммы 23. Цей- 
ствительно, утверждение этой леммы означает, во-первых, что всякая 
базисная окрестность 0” из С" содержит точки группы С, т, е. что 
С плотна в С", и, во-вторых, что каждое открытое множество нэ С 
есть' проекция открытого множества из С” и каждое открытое мно- 
жество из С” проектируется в открытое множество из С, т.е. что С есть 
подпространство пространства С”. 

Перейдем теперь к установлению непрерывности групповых опера- 
ций, определенных на С”, в введенной нами топологии. 


ЛЕММА 24. Произведение в группе С" непрерывно, т. е. для каждой 
базисной окрестности О” произведения в“й” существуют такие ок рест- 
ности У", И/*, соответственно, элемектов в*, #*, что У*И”* С О*. 

Доказательство. Пусть {У} и {И} какие-нибудь нормальные 
воройки, соответственно, из 2” и й*. Соотношение 2“й”ЕО” означает, 
что 2"й* © О, т.е. {У} {И} ©О0. Поэтому существуют УЕ {У} и ИЕ{И} 
глкие, что УЙ’@©О. В силу леммы 20, У*° есть окрестность 5” и И°— 
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окрестность й*. Покажем, что У"И*С- 0". В самом деле, пусть &*’ и №"'— 
произвольные элементы, соответственно, из У* и И”*, а {У’} и {И — 
какие-нибудь нормальные воронки, соответственно, из 5% и Й”. 
Так же, как и выше, заключаем, что существуют У’Е{У’} и Е{И’’} 
такие, что У’ЕУиИ/’ЕЙ.. Поожхи И’ СУ © О, т. е. {У} {И} ЕО 
п, значит, 8”й”ЕО*. Так как 8” и А” выбраны вУ"* и И/”" произвольно, 
то, следовательно, У*И/”" -0*, что и требовалось доказать. 

ЛЕММА 25. Операция взятия обратного элемента в группе С* непре- 
рывна, т. е. для каждой окрестности О“ элемента в“ существует 
ок рестность О: элемента в” такая, что 01—1СО*. 

Доказательство. Покажем, что. в качестве окрестности О 
можно взять (0`")”. Действительно, пусть {У} —какая-нибудь воронка 
из 5°_! и, значит, {У-'} —всронка из 2”. Так как &*-160*, то {У} ©0, 
т. с. существуют УЕ\{\} и окрестность единицы ( такие, что (УПИ СО. 
Но тогда ("У 0-*С-0-*, следовательно, {У} ©О-*, т: е. 8*Е(0-')*. 
`Гаким образом, (0`')* есть окрестность элемента в”, причем мы пока- 
зали, что если #"-1Е0*, то й"Е (0-!)*. Замевяя здесь О на О! и й* на 
1"-1, получаем, что, и обратно, если #"Е(О-')*, то й"-16Е0*. Соединяя 
оба предложения, имеем не только требуемое включение (0—)*-1 СО”, 
но даже равенство (0-*)“-1=0*, или (0-')* =0*-1. 

Мы можем теперь резюмировать полученные результаты в следую- 
‚цей теореме: 

ТЕОРЕМА 4. С* есть топологическая группа, содержащая С в ка- 
честве абстрактной подгруппы и всюду плотного подп рост ранства. 


5 5. Полнота группы классов равных воронок 


ТЕОРЕМА 5. Какова бы ни была исходная группа С, группа С” клас- 
сов равных воронок, определенных на С, всегда является полной. 

Доказательство. Согласно определению 4, нам нужно пока- 
зать, что всякая воронка, определенная на С", стягивается к некото- 
рому элементу группы С”. В силу лемм 7 и 16, достаточно ограничиться 
рассмотрением нормальных воронок *. Пусть {У"} — произвольная нор- 
мальнгя воронка на С”. Обозначим через У’ проекцию множества 
У’в С: У’=У"Г] С. Заметим, что У* не обязательно принадлежит 
базису окрестностей {0*}, т. е., вообще говоря, не порождается каким- 
нибудь открытым множеством У из С, описанным в определении 16 
способом. В действительности, У”* вовсе не обязано совпадать с \* 


* Для нас важно, собственно, лишь, чтобы множества, входящие в рассматри- 
вземые воронки, были открытыми. 

** Пример. Пусть С—группа рациональных точек окружности длины 1, 
< топологией, индуцируемой естественной топологией всей этой окружности. Пусть 
О, и О, —два сегмента этой группы, ограниченные парой диаметрально прогиво- 
положных иррациональных точек, и У*—сумма множеств О} и 0;. Очевидно, 
7! =И*ПС есть вся группа С и, значит, И’® совпадает с группой С" всех точек 
окружности. Между тем Г* не содержит пары иррациональных точек. ограничи- 
зающих О; и О,. Таким образом, вдесь И’ * = (7*[]С)* = 7°. 
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Множества ГИ’ — открытые на С. Так как любые два множества | ,, 
\” из {У* пересекаются, то в них содержатся пересекающиеся базисные 
окрестности О', 0%. Тогда, в силу леммы 19, пересекаются и проекции 
О, и О, множеств (2*, 0*, а следовательно, пересекаются и проекции 
,, Г. множеств Г*, Г". Итак, множества У’ попарно пересекаются. 

Пусть теперь (/ — произвольная окрестность единицы группы С н 
Г" — окрестность из {У*} такая, что У! У! -1С- И” (где И* строится по {7 
как указано в определении 16). Тогда И. У." С УТУ С Ц" и, сле- 
довательно, //У!-1СИ*ПС=0 (см. лемму 23). Таким же способом 
убедимся в том, что если У* — окрестность из {У} такая, что У. -1У;С-И”", 
то 7,17, СО. Мы видим, что {У} есть воронка в С. Остастся показать, 
что {И*} стягивается к элементу 8" ЕС”, содержащему эту воронку {И”], 
т. е. что каждое из множеств У*Е {У*} пересекается с каждой базисной 
окрестностью (” элемента 5’. Но если 5“ЕО”, то это значит, что 
{Уз ЕО=оО*П С, так ‘что существует множество У, Е {У’}, целиком 
содержащееся в О. Так как проекция У” любого мчожества У” Е {У*! 
пересекается с У',, то, следовательно, любое ИУ” пересекается с О, а тем 
самым и с 0°. Теорема полностью доказана. 


И. ПОЛНОТА И АБСОЛЮТНАЯ ЗАМКНИУТОСТЬ 


$ 6. Необходимое и достаточное уеловие абеолютной замкнутости 
топологической группы 


Определение 18. Абсолютно замкнутой группой мы будем, следуя 
А. Д. Александрову (*), называть такую группу, Которая не содержится 
ни в какой более широкой топологической группе как абстрактная 
подгруппа и всюду плотное подпространство. 

ТЕОРЕМА 6. Для того чтобы топологическая группа была абсо- 
лютно замкнутой, необходимо и достаточно, чтобы она была полной, 
т. е. чтобы каждая воронка на ней стягивалась к некоторому элементу. 

Доказательство. Необходимость непосредственно следует из 
теоремы 4. Действительно, если С— не полная группа, то она содер- 
жится как аббётрактная подгруппа и всюду плотное подпространство 
в более широкой, чем она, группе С” и, следовательно, не является 
абсолютно замкнутой. 

Докажем теперь достаточность. Пусть С — полная группа и С’— 
топологическая гуппа, содержащая С как абстрактную подгруппу и всюду 
плотное подпространство. Пусть в2’— произвольный элемент из С’и 
{О’} — базис его окрестностей. `Обозначим через О проекции множеств О" 
на С: О=о’Г]С. В силу сделанного предположения, О являются 
непустыми открытыми множествами на С. Покажем, что они образуют 
на С воронку. 

Действительно, так как любые два множества О; и 0’ из {О} пере- 
секаются по некоторому открытому множеству в С’, то их проекции 
О, и О, пересекаются, а именно, по проекции пересечения 0:0 0.. 
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Далее, если О — произвольная окрестность единицы в С, то, в силу 
сделанного предположения, существует окрестность У’ единищы в С” 
такая, что УПс=УС О; беря тогда О; и 0’ из !О’]} такие, что 
0,0 1СУ’ и 0,-10, СУ’, будем для их проекций иметь: 0.0--УС0 
и 0О;'0, СУСС. Таким образом, {О} действительно есть воронка 
на С. Так как, по предиоложению, группа С— полная, то {О} стяги- 
вается к некоторому элементу ВЕС, так что каждая окрестность ев С 
пересекается с каждым (из {0}. Тогда и каждая окрестность вв С’ 
пересекается с каждым О’ из {0’}, т. е. {0’} стягивается к в. Но, 
будучи базисом окрестностей элемента 8’, {О’} стягивается к в’. Сле- 
довательно, в силу леммы 8, 2’ -=8. А так как &’ — произвольный элемент 
из С’, то С’=С, и доказательство теоремы завершено. 

Из теорем 4, 5 и 6 непосредственно следует 

ТЕОРЕМА А. Д. Александрова (*). Каждая топологическая 
оруппа может быть расширена до абсолютно замкнутой. 

Но теперь мы знаем, что требуемое расширение может быть 
осуществлено путем пополнения группы, описанного в $1—4. 

Специализируя выбор воронок в теореме 6, мы можем сформули- 
ровать, например, следующий 

Критерий абсолютной замкнутости топологической 
группы. Для того чтобы топологическая группа была абсолютно 
замкнута, необходимо и достаточно, чтобы каждая система попарно 
пересекающихся замкнутых множеств элементов этой группы, содер- 
исащая как множества, произвольно малые справа, так и множества, 
произвольно малые слева, имела непустое пересечение . 


3 7. Единетвенность абсолютно замкнутого расширения 
топологической группы 
Определение 19. Абсолютно замкнутым расширением тополо- 
гической группы С мы будем называть всякую абсолютно замкнутую 
топологическую группу С’, содержащую С как абстрактную подгруппу 
и всюду плотное подпространство. 


ТЕОРЕМА 7. Всякое абсолютно замкнутое расширение С’ тополо- 
гической группы С изоморфно группе (5* классов равных воронок, пост роен- 
ной на С. Таким образом, абсолютно замвнутое расширение, с точ- 
ностью 00 изоморфизма, единственно. При этом изоморфизм можно 
установить так, чтобы элементы группы С соответствовали сами себе 
(если отоэкдествить ит со стягивающимися к ним влассами равных 


воронок). 
Доказательство. В силу теоремы 6, группа С’ полна и потому 


ге можно рассматривать также как группу классов равных воронок, 
определенных на ней самой. Поэтому дело сводится к установлению 
такого взаимно однозначного соответствия между классами равных 
воронок на С’ и на С, которое было бы алгебраическим и топологи- 
ческим изоморфизмом. Это соответствие опирается на несколько простых 
иредложений о воронках на С и на С’. 
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1° Каждая воронка на С есть одновременно воронка на С”. 

Действительно, пусть {М} — воронка на С и 0’- произвольная 
окрестность единицы в С’. Тогда 0’Г] С =0 есть окрестность единицы 
в С, и, беря М,, М, так, чтобы М.,М;1С И и М-:М,С 0, мы, тем 
более, будем иметь М.М;'СИ’ и М;!'М,С О’. 

2° Воронки {М} и {№}, определеввые и равные на С, равны и как 
воронки на С”. | 

Действительно, пусть 0” — произвольная окрестность единицы в С’. 
Каковы бы ни были МЕ{М} иМЕ{М№}, ММ-! пересекается с 0 =0’П С, 
как с скрестностью единицы в С. Тем самым ММ№-! пересекается с 0’, 
а следовательно, {М} и {№} равны как воронки на С’. 

Предложения 1°—2° показывают, что кэждый класс равных воро- 
яок на С содержится в некотором классе равных воронок на С’. 

3° Воронки {М} и {№}, определенные и не равные на С, не равны. 
и как воронки на С”. 

Действительно, согласно предположению, существуют два множества 
МЕ{М} и МЕ{М№} и окрестность единицы С’ в С такие, что ММ№-* не 
пересекается с 0. Но в С’ имеется окрестность единицы У’, для которой 
У’ Пс =УСИ. Тогда ММ№-! не пересекается и с У’, а следовательно. 
{М} и {№} не равны как воронки на С’. 

Предложение 3° показываст, что в каждом классе равных воронок на 
С’ содержится не более одного класса равных воронок на С. 

4° Каждая воронка {М’}, определенная на С’, равна некоторой 
воронке {0}, определенной на С (и, значит, в силу 1°, — также на С’). 

Действительно, пусть {0’} — нормальная воронка на С’, равная {М*}. 
Положим О=0О’[]С. О—не пустые (и открытые) множества в С. Пусть 
(— произвольная окрестность единицы в С; иУ” — окрестность единицы 
в С’ такая, что У’П]С=УСИ. Пусть, далее, О; и О,— множества из 
{0’} такие, что 0,0,1С У’ и 0,-10.СУ’. Тогда для О, =0.[ би 
0, =О.Г]С имеем: 0,0:1СУСОИ и 0:10, СУС И. Таким образом, 
{О} —воронка ва С. Но, рассматриваемая как воронка на С’, {0} 
в силу леммы 3 равна {0’}, так как любое мъожество О, из {О} пере- 
секается с любым множеством О’ из {0’} (ибо пересекастся с 0, =0*[] С). 
Таким образом, {М} = {0}. 

Предложение 4° показывает, что в каждом классе равных воронок 
на С’ содержится (и притом, по предыдущему, точно один) класс равных 
воронок на (5. 

Поставим теперь в соответствие каждому элементу #’ группы С’ 


тот элемент 2” группы С” (т. е. тот класс равных воронок на С), 
который содержится в классе равных воронок на С’, стягивающемся 


к 5’. Из предшествующего следует, что этим будет установлено взаимно 
однозначное соответствие можду элементами групп С” и С’. При этом, 
по самому определению произведения классов равных воронок, произве-. 
дению элементов группы С°” будет отвечать произведение соответствую- 
щих им элементов группы С’, и обратно. Остается убедиться в том, 
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что установленный нами алгобраический изоморфизм групп С*и С’ 
является вместе с тем и тспологическим. 

5° Отображевие С’ на С”, при котором каждому &’Е С’ ставится 
в соответствие стягивающийся к нему класс в”Е С”, непрерывно: для 
произвольной базисной окрестности 0” класса &° существует окрест- 
ность У’ элемента 2’, целиком отображающаяся в О*. 

Действительно, согласно определению 16, 2*©О, где О=О*П С. 
Пусть {У’} —базис окрестностей элемента 2’ и {У} — проекция {У”} 
на С. В силу соответствия между &' и =*, {У} есть воронка из класса 2° 
и потому {У} ©О, т. е. в {У} существует множество УЕО. Покажем, 
что У’, проектирующееся в это У, обладает требуемым свойством. 
В самом деле, пусть 2! — произвольный элемент из У” и {И} —базис 
окрестностей 2,. Существуют ИИ! Е {И} и окрестность (’ единицы (в С”) 
такие, что (”И’, (’С- У’. Обозначая черсз И и И’, проекции 0’ и И’, 
на С, имеем тогда (Й, О СТУ, откуда {И} ЕТУ. Но {И',} есть воронка 
из класса 2!, соответствующего элементу 2,. Таким образом, в! ©У, 
т. е. 2: 6У”. Итак, мы показали, что окрестность У’ элемента 2’ отобра- 
жается в У” и, значит, тем более в 0°. 

6° Отображение С” на С’, при котором каждому классу =°ЕС” 
относится элемент 8’ЕС’, к которому стягивается 3”, непрерывно: 
для произвольной окрестности О’ элемента 2’ существует окрестность 0 
класса 8”, целиком отображающаяся в 0’; 

Действительно, по свойству регулярности топологической группы, 
существует окрестность О’ элемента 2’ такая, что 0.С 0’. Пусть 
0,=0,[Г]С. Покажем, что О* обладет требуемым свойством. В самом 
деле, пусть {У’} — базис окрестностей элемента 2’ и {У} — проекция {У*} 
на С. Так как {У'}©О,, то {У} © О,. Но {У} есть воронка из класса 28°, 
которому отнесен элемент 2’. Поэтому 2*Е О, или 8*°ЕО1, т. е. 01 
действительно есть окрестность класса 8”. Пусть теперь 8" — произ- 
вольный класс из 0*, в, состветствующий ему элемент из С’, {У,} — 
базис окрестностей з, и {У,}— проскция {У,} на С. Так как #1 @©О,, 
а {У,} —воронка из класса в", то в {У,} существует множество У'© О,. 
Но все У, из {У,} пересекаются с У*. Следовательно, и все У, из {У,} 
пересекаются с У, а значит—с О, и0О,. Таким образом, всякая окрест- 
ность У, из базиса окрестностей элемента 2, пересекается с мно- 
жеством 0’, т.е. #.Е0.. А так как 8'— проеззольный класс из 01, 
то тем самым мы показали, что окрестность 01 класса &° отображается 
в 0; и, значит, тем более в 0”: 

Очевидно, при установленном соответствии между элементами р’ 
группы С’ и элементами (классами) &° группы С" каждому элементу 8, 
принадлежащемугруппе С, соответствует стягивающийся к ному класс 2”. 
т. е., если отождествить элементы группы С со стягивающимися к ним 
классами, каждому элементу &ЕС относится он сам. 

Тем самым, теорема полностью доказана. 


Математический Институт им. В. А. Стеклова Поступило 
Академии Наук СССР 28. У.1946. 
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Ю. КАЩОУ. ОМ ТНЕ СОМРЬЕТЮОМ ОЕ ТОРОГО СТС, &КООРУ _ 
БОММАВУ 


|1 1515 рарег а шебВо4 о! сотр]е1ие 01 {юро]0о81са! 2гоирз (оБфалпеа 
Бу {Ве ашМог а Ще Беспилих 01 1942) 15 ехроппаеа миВ 4№е аррИса- 
Йоп 10 сопвбтие ов апа сБагасфег1ла 10а о Це зо-саПед  абзоциеу 
<1озе4 стоирз. 

Тве ргоБеш о{ сопрейпх о{ 4юро!0о21са| вгоирз Ваз Ъееп збаау1ь Ву 
Уал-Папёля ('), @. ВикВой (*) апа А. У\еп (?). То хаагашее \фЪе ар- 
риса у о! Вет шефо4з о! сотр еймоп,! Бо\меуег, &Веу Вауе Ъееп 
ори ред 10 парозе зоте гез\г1е 1008 ой Ве огоирз. ТЬе ше\Ъо@ о{ ога 
13 аррИса е {0 аШ форо!о21са1 сгойрз; аз 40 4Ъе сазез сопз1Чегеа Бу 
{Бе ащ\огз 25 шеписпе4, сиг ше\Бо4 аотеез мИЪ ег ше“Бо4з ава 
1еа4з 10 {Ве заше сотр]еёе сгоцрз. 

ТВе п105% пабага| по{1оп оё сотр!ефепезз оГ а эгопр 13 (№аф о{ аБ- 
зо[абе с]озедпезз пгодисед Бу А. Айехапагоу 1а (*). А \1юро1оз1са! 
сгоир 13 саЦе@ абзо[ёе[у с1озе4 Ъу А. Мехапагоу ! 11е сгопр гета1из 
©103е4 1пи апу 40ро]ос1са] отопр сощаиише \Ъе слуеп огопр аз ав 
а651гась забогоцр ав а $0ро]0о51са! заЪзрасе. № \Ъ13 рарег \е зБо\ 
Маф а этоир 13 абзоцие]у с1озе4 № ап оу И Ц 13 сомрее за ог 
зезе, т.е. М 1% со1тс1е; \ИЬ 13 сотр]е1оп. ТЬ1з ]еадз $0 а уегу зпар!е 
песеззагу ап@ за Н1с1епь сопаИлоп оЁ абзоцце с]озедпезз оЁ 5гопрз*. 
Вез14ез Фаё \ме оМа1п апемх А. А]ехап@гоу’з {Пеогеш оп \№е розз11- 
Бу оГ ежепалья 10ро1081са] втойрз 10 аБзопме]у с103е этомрз. Ви, 
\в1]е А]ехапагоу’$ ргоо{ езбаБ Без оу Ве ех1збепсе о! \е гефилгед 
ех(оп310й, \е а1з0 стуе Беге {Ве ше\о4 о{ сопзбгас ие {Бе ехфепзлоп, 
пате!у, Ве теёто@ о! сомр1еье 4Те стоир. Могеоуег, \№е ргоуе Ва 
ве абзопие[у ©10зе4 втоир сощаииия ФЪе с1уеп 4юро10ое1са| стоир аз 
ап арз4тасф забегоир ап ап еуегужВеге 4епзе зиЪзрасе 18 ишаце, пр 
10 1зота0грВ1з0$ ргезегуие Фе еее: оЁ Ме отуеп згоцр. | 
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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
ПРЕДЛОЖЕНИЙ ПОСРЕДСТВОМ ВЫРАЖЕНИЙ, РЕАЛИЗУЕМЫХ 
РЕЛЕЙНОо-КОНТАКТНЫМИ СХЕМАМИ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе показано, что любая характериетическая функция любой 
операции п-значиого исчисления предложений может быть представ- 
лена посредством таких алгебраических выражений, которые можно 
рассматривать как изоморфные образы некоторых релейно-контактных 
схем, построенных из проводников с конечными проводимостями и 
контактов п-позиционных реле или переключателей. 


Глава | 


Характеристическпие функции двухзначной логики 


1. Пусть рпредложение, а « и ®— некоторые не равные друг 
другу постоянные величины, действительные или комплексные. 
Функцию ®.(р), определяемую условием 


®«, если р верно, я 
в. (р) = а, если р ложно, 
будем называть характегистической функцией предложения р. 
Обменяв в 04 «их взгимно друг на друга, получим функцию 
а, если р верно, т 
%5 (Р)=\| х, если р ложно р 
, й й 


которую будем называть дополнительной к ®.(р) тарактеристической 
функцией предложения р. 
Легко доказать, что для всяких предложений ри 4 


о, (р) = а (4). =.р==9, (1) 
9» (р) = 4 (9). =.р=Е4, (Г) 
где знак == есть знак логической эквивалентности, а точки заменяют 
скобки. Мы примем здесь то же правило применения точек (.,:, :., ит. д.) 


вместо скобок, какое принято в Ргис1р1а шаМФетайса ("). 
На основании очевидного равенства 
Фа (УР) = (Р), (2) 
где ^_р означает «не р», мы можем условиться применять в дальней- 
шем только одну из двух взаимно дополнительных характеристических 
функций, например, только функцию ®.(р). 
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2. Заменив в 04 хи соответственно числами со и 0, получим 
характеристическую функцию с<о,(р), которую назовем вырожденной 
функцией предложения р. Вырожденную функцию предложения р 
Услозимся обозначать более простым символом [р], т. е, положим 
по определению 


[р] = о. (Р). 02 
Определив операцию инверсии 
Х'=хХ"* 03 
для чисел 0 и со посредством равенетв 
0! = сс, (3) 
вс-—* = 0, | (3) 
получим 
[5 2] =[Р)”. (4) 


На основании (2) и (4) следует, что инеерсия еырожденной функции 
предложения является дополнительной вырожденной функцией 0.» (р), т.е. 


[7’=0(р). (5) 
Из определений 014, 02 и равенств 
0-0=0, О © =с<-0= 4 «< = оо, (6) 
следует, что 
[РУ 91 =[71- 14], (7) 


где \ — знэк операции логического сложения или дизъюнкции («или»). 
Так как всякая операция исчислэния предложений может быть вы- 
ражена через две основные операции: отрицания (^) и дизъюнкции (\/), 
то на основании равенств (4) и (7) мы можем утверждать, что всякая 
операция, замкнутая в множестве сырожденных величин (т. е. вели- 
чин, могущих принимать только два значения: со и 0), может быть 
выражена через две основные опергции: инверсии и обычного сложения. 
3. Введем опорацию Х.У (которая ранъе была мною названа 
[(°), (°)] операцией гармонического сложения) посредством 
определения 
дет = Е, 04 
Эта операция, как и опорация обычного сложения коммутативна 
и ассоциативна, но «нулем» этой операции является число осо, т. е. 
для всякого числа Х имеем 
сое Х =Х, (8) 
а обычный нуль 0 (нуль операции сложения) играет роль, аналогич- 
ную той, которую играет в обычном сложении число со, т. е. для 
всякого числа Х имесм равенство 
ОФ Х =0. (9) 
Эти равенства справедливы, в частности, и для Х =оо. 
Так же, как и относительно обычного сложения, умножение распреде- 
лительно относительно гармонического сложения: 


2х (ХУ) = (2х Х)+(2 ХУ). (10) 
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4. Из определения 04 и равенств (4), (7) следует, что 


| [р. 9] = [2] [9], (11) 
где обыкновенная точка — знак операции соединения (сопрапсИоп) пред- 
ложений, т. е. знак, заменяющий союз «и». 

Вообще, если }(р,, р,, ..., р.) — какая-нибудь формула исчисления 
предложений, в которой предложения р,, р,,...р, соединены знаками 
только трех операций: отрицания (^^), дизъюнкции (\/) и соедине- 
ния (.), то, в силу (4), (7) и 24 будем иметь равенство 


[/(Р:, Рь, --., р.) = Е ([р.], [Р:], +++, [Р.]), (12) 
где Р([р:], [Р.], ..., [Р,|) — формула, получаемая из формулы 
1(Р., Рз, -.., Р„) посредством замены предложений р,, рии х 
вырожденными функциями [р,], [р,], ..., [Р.] и замены знаков опера- 


ций —, \/ и. (обыкновенная точка) соответственно знаками операций 
ь 
‚ + и® (круглая жирная точка). 

Воспользовавшись определением операции следования* 


1:01 р—а=. = -^р\а ПЕ 
и равенствами (4) и (7), получаем 
[Р5 9] = [Р]/'- [9]. (13) 
Аналогично из определения операции эквивалентности 
*4.01 р==4; =. р: '9>Р ря 
и предыдущей формулы получаем 
[Р==4] = ([р]’ + [9]) ® ([9]' + [Р]). (14) 


Применяя равенства {4), (7), (11), (13) и (14), мы можем для любой 
функции исчисления предложений, заданной посредством формулы, 
содержащей знаки операций ^^, \М, +, и ==, построить изоморфную 
функцию вырожденных величин, соединенных знаками только трех 
операций: ’, {+ и». 

Вырожденная функция предложения позволяет, таким образом, 
установить между множеством предложений и множеством вырожден- 
ных величин соответствие, при котором изоморфными образами операций 
отрицания, дизъюнкции и соединения предложений являются соответствен- 
но операции инверсии Х’= Х-', обычного и гармонического ‘сложения 
вырожденных величин. 

Для всякой другой (невырожденной) характеристической функции 
®.(р) предложения р изоморфными образами операций отрицания, 
дизъюнкции и соединения предложений будут уже не операции инвер- 
сии, обычного и гармонического сложения, а некоторые другие операции, 

5. Всякую характеристическую функцию ®.(р) можно представить 
через вы рожденную функцию [р] посредством выражений, содержащих 
только три операции: инверсии, сложения и гармонического сложения. 

* Здесь и в дальнейшем формулы, отмеченные звездочкой, заимствованы из (1); 
нумерация формул не изменепа. 

9+ 
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Действительно, в силу 1/4, О2, 13, 04 и равенств (8} и (9), имеем: 
®« (р) =®* [у] а* [р]' (151) 


(р) = («+ [Р1’) ® (#- [Р]), (1511) 
где жирная точка служит знаком гармонического сложения. 

В силу равенства (4), равенства (151), (151:) равносильны следующим: 

в. (р) =®® [р] Е х® [^^ 2], (16т) 

Ф« (р) = (®«-- [> Р]) ® (%-Е [Р]). (1611) 

Выражения, стоящие в правых частях последних равенств, условимся 

называть соответственно 1-й нормальной и П-й нормальной формой 


характеристической функции; 
В частности, когда «=0, обе эти формы совпадают друг с другом, 


и мы получаем одно равенство: 
«, (р) =®* [р] ; (16,) 
Выражение, стоящее в правой части этого равенства, будем называть 
просто нормальной формой характэристической функции ®, (р). 
Заменив в равенствах (15г), (151г) и (16,) предложение р его отрица- 
нием ^ р, получим на основании (2) и (4) равенства: 


ва (^^ р) =®* [р] я* [], (151) 
Фа (^^ р) = (®«- [р]) * (#-- [Р]’), (1511) 
®, (> р) =®»[р]’. (16,) 


6. Функцию 1,(р) условимся называть единичной функцией предло- 
жения ри ввиду того, что она будет довольно часто встречаться 
в дальнейшем, будем обозначать ее более простым символом 1(р), 
т. е. положим по определению 


1(Р)=1.(Р). 05 

В. силу равенств (16,) и (16’) 
1(р=1 [р], (16) 
1 (> р)=1*[р. (16°) 


Воспользовавшись тем, что вырозкденная величина поглощает при 
умножения любое конечное Х =Е 0, т. ©. равенством 
Хх [р] = [2], (17) 
справедливым при любом коясчном Х ==0, легко доказать, что для 
любых конечвых 9 и ® справедливо равенство 
9. (р) =©х1(р-хх 1 (> р). (13) 
Доказательство. Применяя послодовательно равенства (161) 
(17), (10), (16) и (16’), получим цэль равенств 
Фа (р) =Фе [р] -- #2 [> р] =®® (ых [р] х®(хх [Р-Р = 
=шх (1 [р]) хх (1 [> р]) =ох 1 (р) ах 1 (> р)), 
из которой следует равенство (18) для любых конечных и отличпых от 


$ 


нуля ® и а. 
Если же одпа из величин а и ® равна нулю, то один из двух 


членов 1-й нормальной формы характеристической функции исчезает, 
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а с оставшимся мы поступаем так же, как в только что проведенном 
доказательстве. 

Выражение, стоящее в правой чисти равенства (18), будем называть 
канонической формой характеристической функции ®„(р). Эта форма 
является менее общей, чем нормальные формы, ибо она оказывается 
неприменимой (без добавочных условий), если одна из величин аи ® 
равна со. В частности, при «=0 из (18) следует равенство 


®, (р) =Фх1(р), (18%) 
сопоставление которого с равенством (16,) дает простую, но важную 
формулу: 

о [р] =©х1 (р), | (19) 


справедливую для всякого конечного о. 
_7Т. Покажем, что операции дополнения до единицы 


Хх=1—х, 06 
обычного умножения Х ХУ и булевского сложения 
Хх+У=хХ+У-ХХУ, 07 


производимые над элементами множества {0, 1}, являются, соответствен- 
но, изоморфами операций отрицания, соединения предложений и дизъюн- 


кии. 
Действительно, применяя последовательно Об, (16), 04, обычные 
преобразования, 04, ОЗ, (4) и снова (16), получим цепь равенств 


1 (р =1—1(р=1—1% [р] =1— (4 [р] = 
= (1 [р] =1% [р] =1 [р] =1( р), 
из которой следует равенство 
#(Р)=1(—Р). (20) 
Условившись обозначать дополнение до единицы единичной функции 


предложения р более простым символом 1 (р), т. е., положив по опреде- 
лению 


1(Р)=1(р), 08 
мы можем ваписать равенство (20) в следующем виде: 
Т(р=1 (р). (20'’) 


Функция 1 (р) является, очевидно, дополнительной к единичной 
функции 1 (р), т. е. 
1(Р)=0, (р) (2%) 


и потому мы будем называть ез в дальнейшем дополнительной единич- 
ной функцией предложения р. 
Докажем равенство 


1(р:4)=1(р)х1(а). (22) 


Применяя последовательно (16), (11), ассоциативный закон для операции 
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гармонического сложения, (16) и (19), получим цепь равенств 


1 (р. 9) =1Ж1(р: 9) =1® [р 9] =1*([р] * [4]) = 
= (1» [р])® [9] =1(р)* [9] =1(р)х 1(4), 


из которой и следует равенство (22). 


Равенство 
1(ру9)=1(Р+1(9) (23) 
является следствием равенств (20’), (22) и формулы 
*4.57 Е :РУ 4.=.^ (р. а4). 


Действительно, применяя последовательно * 4.57, (20’), 06, (22), 
(20), 06 и 07, получим цепь равенств 


1 (РМ 9) =1(- (> Р.--9)) =1 (р. 4) =1—1 (м р.м9= 
=1—1(р)х1(4) =1— (1—1 (р)) х (1—1 (9)) = 
=1(р)+1(9)—1(рх1(4)=1(р-+1(9), 
Из которой следует равенство (23). 


Равенство (23) утверждает, что единичная функция логической суммы 
предложений ри 4 равна булезской сумме единичных функций этих 
предложений. 

Для взаимоисключающих предложений ри 4, т. е. таких, 
совместное утверждение которых ложно, имеем 

1 (р) х1(49) =1(р.49) =0 (22,) 
и, следовательно, 

1 (рУ 9) =1(Р-+1 (94), (23.) 
т. е. для взаимоисключающих предложений булевская сумма единичных 
функций совпадает с обычной суммой тех же функций. 

Примечание. Термин «булевское сложение», применяемый 
здесь для обозначения ‘операции 


Х+У=Х-+У-—Х.У, 
можно оправдать тем, что для чисел 0 и 1 имеют место равенства 
0--0=0, `0-4-4=4--0=444=4, 
аналогичные тем, которые имеют место в булевской алгебре пред- 
ложений и понятий для логического нуля и логической единицы. 
8. Из определения операций р-)49, Р=А следуют равенства 


1(259)=1(р)+1(а), (24) 
1 (р==а) = (@(р)-+1 (9)) х И (9) 1(р)). (25) 
Последнее равенство легко преобразовать к виду 
1(р=49)=1(р)х1(9) +1 (р) х1 (9), (26) 
аналогичному формуле 
*5.23 --:. р=9.==:р.9.\У .^р.^—^а, 


выражающей эквивалентность р==4 через конституенты. 
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В равенстве (26) булевское сложение -Р выродилось в обычное 
сложение. Вообще выражение единичной функцич от любого сложного 
предложения выгодно представлять в форме изоморфной выражению 
этого предложения через конституенты, ибо в этом случае булевское 
сложение будет совпадать с обычным сложением и, таким образом, 
все члены выражения рассматриваемой единичной функции будут 
связаны друг с другом только двумя обычными операциями: сложением 
и. умнозкением. 

Приведем в качестве примера «конституентные» выражения еди- 
ничных функций предложений р\У 4, р 4: 


1(ру=1(0х1 (9) +1 (р) х1(9)+1(р)х19), (27) 
1(Р29=1(рх1(9)+1(рх1(4)+1(Р х1(а). (28) 


Для того чтобы операцию булевского сложения единичных функ- 
ций можно было заменить операцией обычного сложения, нет необхо- 
димости представлять единичную функцию рассматриваемого предло- 
жения обязательно в «конституентной» форме. Рассматриваемое выра- 
жжение достаточно представить как логическую сумму вполне дизьюнкт- 
ных слагаемых, как совершенную альтернгтиву. Мы можем, напри- 
мер, написать 


1(ру=1(Р-1(Р)х1 (9), (29) 
где знак +4 есть знак обычного сложения, ибо в правой части формулы 
*5.63 Н:.РУа.=Е: р. У.^Р.а 


слагаемые логической суммы суть взаимоисключающие предложения. 
Из формулы *5.63 следует равенство 


1 (р)-+1 (4) =1 (Р)+1(р)х 1 (4), (30) 
где в левой части обязательно должен стоять знак булевского сложе- 


ния +, а в правой может стоять как знак булевского, так и обыч- 
ного сложения --, ибо, как уже было сказано, для взаимоисключаю- 
щих слагаемых булевская сумма совпадает с обычной суммой. 
Равенство 
Х-У=х-Х.У (30’) 


легко доказать и непосредственно из определений операций булев- 
ского сложения и дополнения до единицы. Действительно, подставив 
в правую часть равенства (30°) вместо Х его значение из 06, получим 
равенство 027. Теперь, после того как равенство (30’) доказано неза- 
висимо от формулы *5.63, мы можем, наоборот, из справедливости 
этого равенства заключить об истинности формулы *5.63. 

9. Единичные функции предложений позволяют изоморфно отобра- 
зить все формулы исчисления предложений на множество {0, фона 
вырожденные функции—на множество {0, со}. Изоморфным образом 
каждой доказуемой формулы (тавтологии) будет некоторое выражение, 
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тождественно равное единице в случае отображения посредством еди- 
ничных функций, или со при отображении посредством вырожденных 
функций. 

Изоморфным образем каждого противоречия в обоих случаях будет 
некоторое выражение, тождественно равное нулю. 

Всякая эквивалентность может быть на основании формулы (1} 
изоморфно отображена также и посредством некоторого равенства, 
которое будет справедливо, если отображаемая эквивалентность верна. 
° Отображая посредством вырожденных функций эквивалентности, 
элементарные предложения в которых связаны друг с другом только 
тремя операциями: соединения, дизъюнкции и отрицания, мы получим 
равенства, вырожденные величины в ксторых связаны друг с другом 
только тремя операциями: гармонического сложения, обычного сложе- 
ния и инверсии. Посредством отображения таких эквивалентностей, 
доказанных в исчислении предложений, мы получим равенства, выра- 
жающие правила гармонического сложения, обычного сложения и ин- 
версии вырожденных величин. 

Пусть х, у и 2— вырожденные величины, соответствующие предло- 
жениям р, 4 иг, т. е; пусть 


ие У, = 
Тогда, применяя (4), (7) и (11), мы получим на основании (1) из фор- 
мул Рг1пс1р1а шаФетшайса (номера которых указаны внутри квадрат- 
ных скобок) следующие равенства: 


[*2.13]. 2=.()), 


[*4.24] дег-=х, [4.25] з+х=х, 

[*4.3] деу= уех, [#4.31) х+у=у- т, 

[#4.32] (хеу)е2=хе(у%2), 4.33] (2Ву)+==2+(у-+ 2), 
[*4.4] х+(у{2)=хеу2®2, [*4.41] г (у»2) =(5- у (2 У), 
[4.42] х=хеу-теу, [*4.43] &=(=-9)* (у) 
[4.44] х=2-®9, [*4.45] х=х®(х-РУ), 
4.5] Фу = (т' РУ), [* 4.57] х-у= (2’-НУ’), 
[*4.51] (де) =х У’, [*4.56]  (х-+у)’=х’эу.. 


Знаки утверждения |-, стоявшие перед каждой из эквивалентно- 
стей, послуживших прообразами полученных равенств, мы здесь опу- 
скаем, но, конечно, мы вправе написать знак утверждения перед каж- 
дым из этих равенств, ибо все они верны для любых вырожден- 
ных Хх, 1 И 2. 

Смысл знака утверждения при отображении эквивалентности в ра- 
венство не изменяется: знак |- попрежнему указывает на то, что. 
стоящее справа от него предложение верно. Разница заключаэтся 
лишь в том, что одно предлоткение— эквивалентность предложений — 
ваменяется теперь другим — равенством вырожденных величин. 

10. Ясно, что при таком изоморфном отображении, когда предло- 
жение отображается в некоторое выражение, не являющееся предложе- 
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нием, знак утверждения не может сохранить прежний смысл. Если: 
отображение производится посредством вырожденных функций предло- 
жений, то очевидно, что утверждение предложения р, т.е. Е р дол- 
жно отобразиться в равенство [р] = со. Если же отображение произво- 
дится посредством единичных функций предложений р,4,..., то | р: 
должно отобразиться в равенство 1 (р) =1. 

В общем случае,. когда отображение предложения р производится 
пос редством характеристической функции ®.(р), утверждение |- р дол- 
жно, очевидно, отобразиться в равенство ®„ (р) =о. 

— Это становится совершенво ясным, если принять во внимание, что. 
утверждение |- р означает предложение «р верно.» 

Если мы обозначим буквой Т некоторое фиксированное исминное 
предложение, то символ |-- р можно формально определить как сокра- 
щенную запись формулы р==Т, т. е. так: 


Ер.=.Рр=Г: 19 


В силу формулы (1) имеем 


Ф. (р)=®«(Т). ==. ь=Т, 
а так как ©.(Т)=о, то окончательно получаем формулу 
Н р. =. в, (р)=о, (31) 


утверждающую, что равенство ®. (р) =® эквивалентно | р, т. е. пред- 
ложению: «р верно.» 

Покажем, что предложение «р ложно» эквивалентно раве ству 
Ф«(р)=а. Очевидно, что предложение «р ложно» эквививалентно пред- 
ложению «верно не р», т. е. предложение «р ложно» символически 


можно записать так: |- ^^ р и, следовательно, формула (31) примет вид: 


ЕР. ==. 0. (^^ рр=о 
или, в силу (2), 
ЕР. ==. % (р) =. 


Заменив а на ® их на а, получим 


ем р. ==. ®. (р) =. (31’). 
В частности, для вырожденных функций имеем 
Е р. ==. [р] = о, [31}: 
-- ^^ р. ==. [р] =0, [3171 
а для един: ‘ных функций 
Е р. =.1(р=1, (31,). 
Ем р.=.1(р)=0. (31:) 


Так как в Рг1ас1р1а шаФетайса знак утверждения пишется толь- 
ко перед такими формулами, которые либо приняты в качестве перво- 
начальных предложений (аксиом), либо доказаны, то пре отображению 
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утверждаемых в Рггпе1р1а тафетайса формул исчисления  предложе- 
ний мы будем получать только верные равенства, в правых (или в ле- 
вых) частях которых будет написано число ® при отображении функ- 
циями ®.(р), и, следовательно, «Число» со при отображении посред- 
ством вырожденных функций. Так, например, из закона исключенного 


третьзго 
%. 2.11 Е.РУ-Р 
следует, на основании (31), равенство 

[*2.11] хх’ =. 


Произведя операцию инверсии над сбсими частями этого равенства, 
получим равенство | 
[22.11] хех =0, 

‚дуальное равенству [*2.11]. 

Это равенство может быть названо изоморфом принципа противоре- 
чия, утворждающого, что прэдложение, в котором создинены (союзом «и») 
предложение р и его отрицание — р, ложно. 

Точного изоморфа этого равенства мы не найдем в Рг!ас1р1а шаЪе- 
чтайса, ибо в этом трактате нет знака дуального знаку утверждения 
Е р, который позволил бы символически записывать ‘“редложения 
вида: «р ложно». В символах Рг1пс1р1а па /фешайса мы можем запи- 
сать лишь изоморф равенства 

(5' +2)’ =, 
получающегося из равенства [* 2.11]’ посредством применения операции 
инверсии к его частям. Очевидно, этот изоморф имеет вид 

Е. — (— р. р). 

141. Аналогично тому, как из формул, доказанных для предложений, 
были получены равенства, справедливые для вырожденных величин, 
мы можем получить равенства для величин &, д и $, могущих прини- 
мать только два значения: 0 и 1. Для этого мы должны положить 

ЕР = 19) ЕЕ 
и тогда, воспользовавшись равенствами (20’), (22) и (23), мы получим 
на основании (1) равенства 


(*4.13)  Е=@), 
(*4.24)  ЕХЕЖЬ (#4.25)  ЕЁЕНЕ, 
аналогичные тем, которые были ранее получены для вырожденных ве- 
личин. Отличие заключается только в том, что вырожденные воличины 
заменяются здесь взличинами, могущими принимать только два значе- 
ния: 0 и 1, а операции инвэрсии (’), гармонического сложзния («) и 
обычного сложения (--) заменяются, соотвэтетвзнно, опзрациями до- 


полнения до единицы (``), умножения (Ж) и булевского сложения +. 

Посрэдотвом такой же замены из равенств [*2.11] и [*2.41]' могут 
‘быть получены равенства 

&+Е=1, (*2.11) 

хЕ=0, (*2.14)' 
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важные в том отношении, что они лежат в основе метода разложения 
на конституенты. В силу второго из этих равенств, знак булевского 


сложения -- в равенстве (* 2.11) эквивалентен знаку обычного сложения. 

12. Единичные функции предложений полезны в тех случаях, ко- 
гда надо быстро проверить верно или ложно некоторое предложение 
или выяснить, эквивалентны ли друг другу какие-нибудь два пред- 
ложения. 


Пусть, например, мы желаем выяснить, верно ли предложение 


р 49. М. 9>Р. 
Для этого вычислим значение единичной характеристической функции 
этого предложения, пользуясь полученными ранее формулами для еди- 
ничных функций и их значений Ё, т, С. 


1(р>4.У.92р=1(р>4)+1(45р)=(1(В-+1(4)) + 
+ (4) +1 (2) =Е+-+а+9=Е+оа-+т=1+1=1. 
Следовательно, проверяемая нами формула верна при любых предло- 
жениях ри 0. 

Мы могли бы, конечно, произвести вычисления значения етой 
характеристической функции, не пользуясь операцией булевского сло- 
жения т так как эту операцию можно выразить через привычные 
операции дополнения (ЁЕ=1—Ё) и обычнсго умножения. Вычисления 
получились бы при этом более длинными, но зато мы применяли бы 
только обычные операции и нам не пришлось бы использовать формул 
{*4.31), (*4.33), (*2.11) и (*4.25), которыми мы воспользовались в прове- 
денном здесь вычислении. 

Можно, наконец, производить вычисления значений единичных функ- 
ций предложений, следуя методу, предложенному И. И. Жегалкиным (*). 

_ Нетрудно доказать, что справедливы следующие сравнения по 
модулю 2: 


1 (р.9)=1(р)х1(4) (шоа 2), (32) 
1 (> (Р=9))=1(р)-+1(4) (тоа 2), (33) 
1 (— Р)=1-+1(р) (то4 2). (34) 

Из этих формул получаем в качестве следствий сравнения 
1 (р=9)=4-1(р)-+1(9) (то 2), (35) 
1 (РУ 9)=1(р+1(9)+1(р)х1(а), . (36) 
1(рР>9)=1-+1(р)+1(рх1(а). (37) 


Формула (35) является непосредственным следствием формул (33) и (34). 

Доказательство (36). Применяя последовательно *4.57, (34), 
(32), (34) и правила умножения и сложения по модулю 2, получим, 
цепь сравнений: 

1 (РУ 9) ==1 (7 (р. 9) =1+1 (р. 9) =1+1(^р)х1 Саха 
=4+(1-+1(р)) х (1+1 (4))=4+1+1 (р) +1 (1) +1 (р) х1(9) = 
=1(р)-+1(4)+1(р)х1(9), 

из которой следует (36). 
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Доказательство (37). Применяя последовательно *1.01, (36), 
(34) и правила умножения и сложения по модулю 2, получим цепь 
сравнений 

1(р29)=1(-> РУ 9)==1 (р) 1(9)-Е1 (р) х1 (1) == 
=4--1(р)-- 1(а) + (1-Е 1(р)) х 1(9) = 1-Е 1(р)- 1(а) + 1(4) Е 1(р) х Ца)= 
=: -+1(р)-+1(р)х1(4), 
из которой следует сравнение (37). 

Заменив в формулах (32), (33), (34), (35), (36) и (37) знаки срав- 

нений знаками равенств, получим формулы Жегалкина: 


1(р.9)=1(р)х1(а), (32.} 
1 (> (р=9))=1(р-1(@а), (33%) 
1 (— Р)=1-Е1(Р), (34,) ь 
1 (р=а)=1+1(р)-+1(а), (35,) 
1 (ру 9) =1(р)+1(9)+1(рх1(а), (36, } 
1(р> 4) =1--1(р)-+1(р)х1(а), (37) 


пользуясь которыми можно вычислить единичную функцию любой 
формулы ‘исчисления предложений, применяя Только две опорации: 
обычного умножения и сложения, производимого по правилам сложе- 
ния в сравнениях по модулю 2, т. е. по правилам: 

00=4--4=0, 041=1-0=14. (38) 

Вычислим, следуя этому методу (методу Жегалкина), единичную 

функцию предложения 

^— (р. а==т:==:р.4.=.р.Г), 
утверждающего, что операция соединения И. ведиотибузиена 
относительно эквивалентности предложений 

1 (7 (р. 9==г:==:р.49.=.р.г)) =1(р.9==г)-+1(р.4.==.р.г)= 

=1(р) х1(4== и а)-+1(р.г) =1 (рух (1-1(а) + 1(г)) + 

+1-1(р)х1 (4) +1 (рух 1 (т) =1 (р) 1(р)х 1 (9) + 1 (р) х 1 (г) + 1+ 
+1 (рр х1 (9) +1 (р) ж1 (г) =1-1() =1(^ В. 
Следовательно, предложение верно лишь когда р ложно. 

В случаях, когда последним действием в проверяемой формуле 
явлхется ==, проще убеждаться в истинности этой эквивалентности, 
вычисляя методом Жегалкина единичные функции правой и левой 
частей ее. 

Наоборот, из всякого равенства, доказанного для величин Эко 
следует некоторая эквивалентность. Так, например, из равенства 

ТЕ т=Е (1+ 1) 
следует, на основании (35) и (34), формула 
*5.18 -:рЕЕЧ. ==. ^^ (РЕ). 

13. Вырожденные функции, также как и единичные функции предло- 
жений, можно применять для проверки и для доказательства формул 
исчисления. предложений, но особый интерес они представляют потому, 
что вырожденные функции предложений и любое выражение, пост роен- 
ное из вырожденных функций, могут быть физическа осуществлены. 
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Действительно, вырожденная функция [р] предложения р может 
быть интерпретирована, как проводимость олектрического контакта, 
замыкаемого тогда и только тогда, когда верно предложение р. 

Простейшим и наиболее известным примером такого контакта 
может служить кнопка электрического звонка. Действительно, прово- 
_димость кнопки электрического звонка можно считать вырожденной 
функцией [р] предложения р «эта кнопка нажата», ибо если предло- 
жение р верно, т. е. если эта кнопка действительно нажата, то ее 
проводимость практически бесконечно велика по сравнению с прово- 
димостью остальной части цепи электрического звонка, а если предло- 
жение р ложно, т. е. если эта кнопка в действительности (в настоящий 
момент) не нажата, то проводимость ее практически равна нулю. 

Если условиться нажимать эту кнопку, например, тогда и только 
тогда, когда около места, где установлена эта кнопка, происходит 
пожар, то проводимость [р| этой кнопки будет равна вырожденной 
функции [9], где 4— подчеркнутое выше предложение. Наша кнопка 
будет в этом случае являться кнопкой пожарного сигнала. | 

Если же мы условимся считать эквивалентным предложению ‹р 
{«эта кнопка нажата») не прецложение 4, ‘а какое-то другое предло- 
жение г, т. е. если мы условимся нажимать эту кнопку тогда и 
только тогда, когда верно г, то наша кнопка будет служить для пере- 
дачи уже не пожарного, а какого-то другого сигнала. 

Дополнительная вырожденная функция [р]’ предложения р должна 
интерпретироваться как проводимость контакта, размыкаемого тогда 
и только тогда, когда верно предложение р или, что то же самое, замы- 
каемого тогда и только тогда, когда всрно отрицание этого предложе- 
ния, т. е. когда верно ^^ р «не р». Если [р] интерпретируется нами 
как проводимость кнопки электрического звонка, контактная пара 
в которой замыкается только, когда кнопка нажата, то вырожденная 
функция [р]’ должна интерпретироваться как проводимость такой 
кнопки, которая размыкает цепь только в то время, когда она нажата. 

Рабочим положением кнопки [р] являстся замкнутое, а кнопки 
[Р]’— разомкнутое положение ве контактов (точнее, ее контактной 
пары). 

Если р, 4 и г означают соответственно предложения: «реле Х нахо- 
дится в рабочем положении», «реле У находится в рабочем положе- 
нии», «реле 7 находится в рабочем положении», то х= [р], у=[4], 
ё=[г] будут означать проводимости замыкающих, а <’ = [р]', У’ = [94], 
2’ = [т]’— проводимости размыкающих контактов реле Х, Уи 2. 

Если символы проводимостей проводников применять в качестве 
символов самих проводников, то знаки сложения (+) и гармониче- 
ского сложения (®) можно рассматривать [(*), (*)] соответственно как 
внаки параллельного и последовательного соединения проводников и, 


следовательно, выражения 


2--у, 2еу 
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можно рассматривать, соответственно, как обозначения параллельного 
‘и последовательного соединения замыкающих контактов 5х и у реле 
хит. 

Условимся говорить, что контакт х реализует предложение р, 
если проводимость этого контакта (которую мы условимся обозначать 
той ке буквой 1) является вырожденной функцией предложения р. 


Пользуясь только что введенным термином, мы можем сказать, 
что ‘равенства 


х’=[^Р], х-у=[рУ 9], хеу=[р.4], 


справедливые в силу равенств (4), (7) и (11), утверждают, что размы- 
кающий контакт 1’ реализует отрицание — р предложения р, а парал- 
лельное и последовательное соединения замыкающих контактов хи у 


‚реализуют соответственно дизъюнкцию р\/ 4 и соединение р.49 пред- 


ложений р и 4, если контакты х и у реализуют предложения р и 4. 

Так как любэя операция исчисления предложений может быть 
выражена через операции отрицания, дизъюнкции и соединения пред- 
ложений, то, следовательно, каждая операция исчисления предложе- 
ний реализуема посредством некоторой схемы, построенной из замы- 
кающих и размыкающих контактов посредством параллельного и после- 


довательного соединений этих контактов. 


Каждое выражение исчисления предложений, все члены которого 
связаны символами только двух операций: дизъюнкции и соединения 
предложений, однозначно соответствует некоторой двухполюсной схеме, 
построенной из замыкающих и размыкающих контактов, посредством 
параллельных и последовательных соединений их. 

Эквивалентные выражения исчисления предложений взаимно одно- 
значно соответствуют при этом схемам, обладающим одинаковыми про- 
водимослями. В силу езаимной однозначности этого соответствия, мы 
можем сказать, что схемы, обладающие равными проводимостями 


реализуют эквивалентные предложения. 


Если условиться называть равными друг другу такие схемы, про- 
водимости которых оказываются равными при любых значениях про- 
вод” мостей элементов, из которых построены эти схемы (предполагая, 
конечно, что сравниваемы" схемы построены из одних и тех же эле- 
ментов), то равенства п. 10 дают нам наиболее важные случаи равенств 
схем, построенных резличным образом из замыкающих и размыкающих 
контактов. 

Физический смысл всех этих равенств совершенно ясен, и для каж- 
дого из выражений, встречающихся в этих равенствах, зетрудно 
начертить схему, построенную из контактов и реле (ролейно-контакт- 
ную схему). 

Так, например, равенство [*4.13] утверждает, что вамыкающий 
контакт х реле Х эквивалентен (по своей проводимости) размыкающему 
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контакту (2')’ реле Х’, которое соединено последовательно с размы- 
кающим контактом 1’ реле Х (см. рис. 1а или более схематичный 
рис. 1). 

Равенство [*4.5] утверждает, что последовательное соединение зу 
замыкающих контактов 2 и у реле Х и У эквивалентно размыкающему 


4 


, 


ра -——— Хх 


жод-ою 01) 


Рис. аа. к Рис. 1Ь 


контакту 2’ = (2’-- у’)’ реле 2, соединенного последовательно с парал- 
лельно сосдиненными размыкающими контактами хх’ и у’ реле Хи? 
(см. рис. 2). 

Равенство (* 4.57) а что параллельное соединенге х-- у 
замыкающих контактов 2 и у реле Хи эквивалентно размыкающему 


„Рис. 2 


контакту 2’ = (5'+у’) реле 2, последовательно соединенного с размы- 
кающими контактами х’и у’ реле Хи У (см. рис. 3). 

Равенство [*2.11] утверждает, что паралл>льное‘ соединение д’ 
замыкающего х и размыкающего 1’ контактов представляет собой 
постоянно замкнутую цепь с бесконечнс большой проводимостью. 

Равэнство [*2.411]’ утверждает, что последоватольное соединение 
тех же контактов представляет собой постоянно разомкнутую цепь, 
т. се. схема 2’ех равна схеме, и а котсрой тождественно 
равна пулю. 

Приведенных примеров, повидимсму, достаточно дтя того, чобы 
читатель мог сам построить релейно-контактные схемы для выраже_ 
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ний, встречающихся в остальных равенствах п. 10 и даже, более 
того, для любой формулы исчисления прздложений, например, для 
любой формулы, встречающейся в первой части Рг1ас1р1а ша етайса. 

Мы можем, таким образом, для каждой формулы исчисления пред- 
‚ложений построить электрическую схему, являющуюся моделью этой 
формулы; моделью в том смысле, что проводимость построенной схемы 
будет вырожденной функцией прэдложения, символически вэписанного 
посредством этой формулы. Преводимость этой схемы будет бесконечно 
велика, когда модслируемое схемой предложение истинно, и равна 
нулю, когда это предложение ложно. 

14. Всзможность представления любой харэкжеристической функции 
®.(Р) предложения р в нормальных формах интересна потому, что все 
члены выражений этих формул связаны только двумя операциями: 


Рис. 3 


сложения и гармонического сложения, а эти операции, как мы знаем, 
можно физически осуществить посредетвом последовательного и парал- 
лельного соединения проводников. Вырожденные функции [р], [-—> р] 
должны при этом рассматриваться как символы контактов, замыкаемых 
тогда и только тогда, когда верны, соответственно, предложения р 
и р. 

[-я нормальная форма характеристической функции ®.(р) должна 
интерпротироваться как проводимость схемы ®е[р] + ае®[р], пред- 
ставляющей собой параллельное соединение замыкающего контакта [р], 
последовательно соединенного © проводником с проводиместью о, 
с размыкающим контактом [р]’, последовательно сосдиненным с про- 
водником, проводимость которого равна &. 

П-я нормальная форма той же характеристической функции должна 
питериретироваться как проводимость схемы (®-- [Р)’)® (&-- [р]), пред- 
ставляющей с0б0й послодовательное сосдинение размыкающегое кон- 
такта [р]’, шунтироваиного проводимостью ®, © замыкающим кон- 
тактом [р], шунтированным проводимостью а. 

Вместо предложения р мы можем представлять любую формулу 
исчисления предложений и, следовательно, мы можем для любой фор- 
мулы исчисления продложений построить две схемы, являютиеся ее 
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моделями; моделями в том смысле, что проводимости этих схем будут 
характеристическими функциями предложения, символически выражен- 
ного этой формулой. Проводимость такой схемы-модели будет равна х, 
когда моделируемое рассматриваемой схемой предложение истинно, 
и равна &, когда это предложение ложно. 

Для переменного тока проводимости ® и а могут быть сделаны 
любыми комплексными величинами, так что для каждой формулы 
исчисления предложений можно построить две схемы, проводимости 
которых для переменного тока некоторой фиксированной частоты опи- 
сывалась бы любой, наперед заданной характеристической функцией 
предложения, символически записанного посредством этой формулы. 


Глава П 
Характеристические функции п-значной логики 


1. В этой главе мы будем применять буквы р, 4, г для обозначе- 
ния предложений п-значной логики, т. е. таких предложений, которые 
могут иметь ий различных значений истинности (фто уашез): 


ПИ Иа Е 
Предложение «р имеет значение истинности а», где: =0, 1,..., п—4, 


условимся обозначать символом |[;р, т. е. положим по определению: 
|-;р. =.р имеет значение истинности а;. 110. 
Это предложение является! предложением в обычном смысле 
этого слова, ибо оно может быть только либо истиной (когда р дейст- 
вительно имеет значение а;), либо ложью (когда р в действительности 
имеет какое-то другое значение а;). Вместе с тем --;р является также 
и предложением той п-значной логики, к которой принадлежит пред- 
ложение р. 
Характеристической функцией предложения р будем называть 
любую функцию, областью значений которой является множество 
{5,0., ... , 00а} Каких-либо п элементов %;, а областью существова- 


ния — совокупность всех значений истинности а, (:=0,1,... п 1), 
возможных в п-значной логике. Будем обозначать эту функцию сим- 
волом {0,,0,, ..., 0,1! (р), т. е. положим по определению: 


м. если Е. Р, \ 


2, если Е, р, 


{оз 61, 529 5} (Р)=\ 211 


| аби НР. ) 

Частный случай этой функции, получаемой при замене всех ее 
значений 0, соответственно натуральными числами 1, условимся назы- 
вать натуральной функцией предложения р и обозначать символом 
М№, (р), т. е. положим по определению: 


ПИ РОВ :-- 0. 212 
3 


Известия АН, серия математическая, № 6 
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2. В обычной логике п=2 и возможны поэтому только два значе- 
ния истинности: а, и 4,, так что если одна из этих букв обозначает 
истину, то другая должна обозначать ложь. 

В. качестве символов истины и лжи в английской литературе обычно 
принято применять соответственно буквы Ти Р. 

Отождествляя а, с Т, мы, на основании 09 и 010, имеем 

Е. Р=НЕР, 

т. е. предложение |--,р получает смысл утверждения истиннссти пред- 
ложения р, а предложение |--,р должно иметь тогда смысл утвержде- 
ния ложности предложения р и, следовательно, мы получим тогда 
формулу 

НЕ. Р=. РЕЕР 9’ 
«дополнительную» к формуле 

А 
являющейся непосредственным следствием определения 09. 

В двухзначной логике утверждение ложности предложения р экви- 
валентно отрицанию его истинности или, еще проще, отрицанию самого 


предложения р, т. е. предложению ^— р. Символически это можно 
выразить посредством следующих эквивалентностей: 


Нор-==.^ + р.==.^м р, 
которые справедливы, конечно, только в том случае, если р является 
предложением двухзначной логики. 
Характеристические функции двухзначной логики, рассматривав- 
шиеся нами в [-й главе, являются частными случаями характеристи- 
ческой функции, определенной здесь. Именно, если мы отождествим 


а, с Т и, следовательно, а, с Е, то, очевидно, получим следующее 
равенство: 


а (р) = {*,®} (р) (1.3) 

и, в частности, равенства 
[р] = {0, оо} (р), (11.3’) 
1(р)= {0, 1} (р); (11.3,) 


Единичная функция предложения р является, стало быть, частным 
случаем натуральной функции предложения 


1 (р) =М, (р). 
3. Так как предложение р в п-значной логики должно обязательно 
иметь какое-нибудь одно из п значений: а,,а,,..., а: и так как все 
эти значения различны, то справедливы предложения: 


Ро р М-Еь РМ. Ра РЕНО, (11.4) 
| 3]. О: Е:Рр.НуР.==.Р, (1.5) 
из которых следуют равенства 
п-1 ЧЕ 
У ЦЕ (1.6) 


1=0 
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1(Н:Р)-1(Н;Рр=, (11.7) 

где 8; — символ Кронекера, т. е. 


. 5 ый если &=1, 
"0 если Е+7. 


„Воспользовавшись этими равенствами, легко доказать, что предло- 
жение —|--;р является отрицанием логической суммы всех остальных 
предложений этого вида, т. е. что 


НР. ==: Нор. У Нар. .---.М.Нлар.М.Нлар. М. ----М Нина. 
(1.8) 


Действительно, применяя последовательно (20’), Об, (П.6) и (23,), 
получим цепь равенств 


п-—1 
1(-Н;р=4А(Н:Р=1—4(Н:Р=У 1 (НР-1(Н: = 
1-1 п-—1 в 
=У1(Н:Р- ХМ 1(.Р= 
1=0 1=у-+а 


1 (Е. Р.У.Е, Р.М. -.У.Ела р. М.Н ар. >>. ар), 


из которой следует эквивалентность (11.8). 


4. Легко доказать, что всякую характеристическую функцию 
я—1 
{5,,0,,...,9и_1}(Р) можно представить в форме 2 Х1(Н:Р), которую ` 


мы будем называть канонической формой этой характеристической функ- 
ции. Иначе говоря, для всякой характеристической фукции предложения 
п-вначной логики справедливо равенство 


п-1 


{5% 5,, + Ола} (= ях1(Н:Р). (11.9) 
1=0 


Действительно, если р имеет значение а;, т. е., если -;р, то 


А(Н: р) =1 и 14 (Е;Р)=0. для всякого ] = ®, а потому все члены суммы 
п-1 


о о, х1(Е-;рР) исчезают за исключением 1-го, который будет равен у, 
]= 


как это и должно быть, когда |-;р. 
Из только что доказанного равенства следует, на основании (16), 
равенство 


3* 
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1 


{2 5, -.., ра} (р) = № о: ® [Н-:Р], (11.10:) 


1=0 


гдее —знак гармонического сложения. 
Выражение, стоящее в правой части этого равенства, условимся 
называть 1-й нормальной формой характеристической функции предло- 
жения р. 
Нехгрудно доказать также и равенство 


п-1 


бе, 50а} (р) = П ® (о: [м Н;Р)), (11.101) 
1=0 
п-1 9 
где ШП: = знак гармонической суммы, определяемый формально посред- 
1=0 
ством равенства 


я—1 п—1 я 
11—16 сы 213 
=0 1=0 


Действительно, если верно предложение |-;р, где } — любое из чисел 
0,1,...,п—1, то [м НР] =0-и [^№Н:р] = для всякого Е. 
Поэтому 

5; 4 [^ НР] =5-0=5,, 

о: [^^ НН: Р] =: - © = со 


для всякого +], а потому 


п—1 
П ® (и; [^^ Н;Р]) = ес... особ; осо... 00; 
:=0 
Но последнее выражение, в силу (8), равно ъ;, т. е. равно значению 
харэктеристической функции {5,,5:,...,0„_.}(р) при Н;р. 
Выражение, стоящее в правой части равенства (11.1011), будем назы- 


вать П-й нормальной формой характеристической функции {5,,0,,..., 
>в} (Р). 
Итак, всякую характе ристическую функцию {5,,0:,..., 0,1} (р) пред- 


ложения р п-значной логики мы можем представить через характе- 
ристические функции двухзначной логики. 

Мы можем «разложить ее в ряд» либо по единичным функциям 
1 (--; р), т. е. предотавить ее в канонической форме, либо по вырожден- 
ным функциям [р] предложений |--;р, т. е. представить ее в 1-й 
нормальной форме. 

Мы можем, наконец, представить ее в виде гармонической суммы 
П-1 
т ® (©, [ Н-:Р]), т. е. во П-й нормальной. форме. 
= 


5. О. Г. УеЬЬ (5) показал, что любая операция п-значной логики 
может быть порождена посредством итерации одной бинарной операции 
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р|4, где ри 9— какие-нибудь предложения этой логики. Эта операция 
определяется следующими условиями: 


аа: =аа (1=0,1,...,п—2), 
а, | а, =а,, 214 
а а; = а, (#=7). 
Мы будем ‘называть эту операцию операцией Вебба. В случае п=2 


операция Вебба совпадает, очевидно, с операцией Шеффера (°):; 
Из определения О 14 следуют эквивалентности: 


Е в: (Рр|9).==.Н:Р.Н-:9 при &=0,1,...,п-—2 (1.11) 
Н-‹ (Р|9).==. Нар. Ни 9.М. Нор. Ноа. М .--*.М. Е: р. 
2 Е 9- М 5. На Р.Е ва 9, (11.12) 


из которых, на основании (1), (7), (11) и (4), получаем равенства 
[2191 = [Нар [191 '@=4,2,....в—4), (1-43) 


п-1 


[Н «(21 9) Е[Н- 1] ® [19] УХ [Н:Р] [9] (П.14) 
1-0 у 


подставив правые части этих равенств в [-ю нормальную форму харак- 
теристической функции операции Вебба, получаем равенство 


1 


боб в} (р | Я ьь* (На [На Я + У +++: 97 + 
р 0 
+ У [Н а [Нал 9]. (1.451) 


1=1 


В частности, для натуральной функции операции Вебба получаем зна- 
чительно более простое равенство: 


п_1 


№, (р 4) = У [НР ® [+9] \П.145,) 


=1 


Если бы мы подставили правые части равенств (1.13), (11.14) во 
1-ю нормальную форму характеристической функции операции Вебба, 
то получили бы другое выражение для характеристической функции 
операции Вебба, которое мы не выписываем здесь потому, что оно не 
имеет никаких преимуществ по сравнению с уже написанным выраже- 
нием. 

Выражение характеристической функции операции Вебба через 
единичные функции предложений |-;р, |-;9 легко получить из уже 
найденного выражения той же функции через вырожденные функции 
тех же предложений. Для этого достаточно заменить в (П.15:) выро- 
жденные функции предложений единичными функциями тех же предло- 
жений и знаки гармонического сложения и инверсии соответственно 
знаками умножения и дополнения до единицы. 

Произведя такую замену в (П.15г) получим равенство 
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борт ри ох (4 (Нар ХАН, 9) + 


п-1 Г п-—* 
+ У КН: рх4(н:9) )+ ах рх (Е, 9), (И.16) 
:=0 1—1 


откуда, в частности, следует 


п-1 


№, (Р|9)= УЕХ4(Е:.Рх1(Н, 19). 


1=1 


Формулы (П.15:) и (П.16) дают возможность построить выражения 
любой характеристической функции любой операции } (р, 4,...) п-знач- 
ной логики через вырожденные или через единичные функции предло- 
жений |-;р, [-;4,..., ибо всякая операция п-значной логики может 
быть порождена посредством итерации операции Вебба. 

Возможность эта, конечно, только принципиальная, так как выра- 
жения большинства операций п-значной логики через операцию Вебба 
настолько сложны, что практически невозможно этими выражениями 
пользоваться. 

6. Значительно более практичным был бы метод, который давал бы 
возможность конструировать выражения любой характеристической функ- 
ции любой операции }(р,4,...) п-значной логики через единичные 
или вырожденные функции предложений |-; р, Н-;4, ... непосредственно 
по заданной таблице значений истинности (фга\Ъ уащез) этой операции. 

Такой метод существует. Прежде чем излагать его в общем виде, 
покажем на примере, как, пользуясь этим методом, можно построить 
выражение характеристической функции какой-нибудь операции, зэдан- 
ной посредством таблицы значений истинности. 

Пусть задана, например, операцгя РФ посредством табл. 1. Из 
этой таблицы следуют эквивалентности: 


Табл. 1 
р а [234 
5 ти а 
а, | а, | а, 
а, | а, | а. 1 |-.(Р$9). =: Нор. Н:94.М.Ни-Р.Нь9.М.НаР. 14, 
а, | а, |4 | Нз(29). ==. Е.Р: На, 
ат ат а, | :(Р54). =: Н.Рр.Н:9.М.Н:Р.Но9. М. 
а, | а, | а, ры: 9 М.Е: Р.Е. У ЕР $, 
а, | а, | а, 
а, | а, а, 
а, | а, | а, 


Максимально упрощая правые части этих эквивалентноетей, полу- 
чаем формулы: 


ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧ. ФУНКЦИЙ ПРЕДЛОЖЕНИЙ $551 
КИ: 99% 


--. (29). =: Нар. (НН, 9).М.—(Н.Р).Н,а, (11.47,) 
Е-:(2$4). ==.Н-оР.Но9, (11.17,) 
Е: (2$4). =: Н,Р.М.Н,9. ати) 


На основании (1), (7), (11) и (4), из этих эквивалентностей следуют 


равенства: 
[-.(259)] =[Н-12] ® [Н,9]’ [Е.Р *[Н ,9], (1.17.) 
[Е-.(2$9)] =[Н.Р] ® [Н.4], (1.17,) 
[Е. (259) = [Е „Р]- [Е 9], (П.47,) 


в силу которых 


{бо, 01, 0,} (Рф4) =, ®([Н:р] *[Н,9] [НР] ® [Е -,9]) + 
о, [Е.Р] ® [Н.9] 5, ® ([Н-, Р]-Е[ Е, 9]). (П. 18) 


Метол построения характеристической функции любой операции, 
заданной посредством таблицы значений истинности, заключается, 
таким образом, в следующем: 

1) из заданной таблицы для операции /(р, а, ...), находим, как 
предложения Н,‚/(р, а, ...) (=0,1,..., п 1) выражаются через 
предложения |-;р, Н-;4, ...; 

2) из полученных выражений, члены которых связаны знаками 
только трех операций: ., \/ и ^ получаем выражения для вырожден- 
ных или единичных функций предложений |-,](р, 4, ...), представ- 
ленные соответственно через вырожденные или единичные функции 
предложений |-;р, Е-}4, ...; 

3) подставляя полученные выражения для вырожденных (единичных) 
функций предложений | ,„/(р, а, ...) в нормальную (каноническую) 
форму характеристической функции операции }(р, 4, ...), находим 
искомое выражение этой функции через вырожденные (единичные) 
функции предложений |-; р, |194, ... 

7. Возможность представления любой характеристической функции 
любой операции п-значной логики посредством выражения, члены 
которого связаны друг с другом только операциями обычного сложе- 
ния и гармонического сложения, интересна потому, что эти операции 
как раз такие, которые могут быть реализованы посредством электри- 
ческих схем. 

Действительно, если рассматривать члены этого выражения как 
символы проводимостей проводников, то знаки сложения (--) и гар- 
монического сложения (+) можно рассматривать, соответственно, как 
символы параллельного и последовательного соединения проводников. 
Вырожденные функции [Е;р], [Н:Р]’ предложения Е;р должны 
интерпретироваться при этом как символы проводимостей контактов: 
замыкаемого и размыкаемого, соответственно, тогда и только тогда, 


когда верно это предложение. Самое же предложение --;р можно 


считать при этом имеющим смысл: «п-позиционный переключатель 
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(или п-позиционное реле) находится в #-0ой позиции». Предложения 


Е, Нкг, -..- естественно считать тогда имеющими аналогичный смысл. 
Заметим, что в силу равенства 


[Н:Р]'= У [Е;2Р]+ ХУ [ЕР 
1—0 =] 


изоморфного равенству (1. 8), размыкающие кон такты зв п-позицион- 
ных рэлейно-контактных схемах могуг быгь заменены параллельными 
соединениями замыкающих контактов и, таким обр азом, размыкающие 
контакты всегда могут быть элиминированы. 

Итак, любая операция п-значного исчисления предложений может 
быть изоморфно реализована (моделиров ана) посредством некоторой 
релейно-контактной схемы, построенной из проводников 
проводимостями о; и контактов п-позиционных !реле или 
лей. Проводимости о; могут быть любыми комплексными 
так что мы можем построить для каждого предложения р п-значной 
логики схему, проводимость которой для переменного тока некоторой 
фиксированной частоты описывалась бы действительно любой наперед 
заданной характеристической функцией {5,,6,, ..., би_1} (Р). 


Поступило 
18. У. 1946 


с конечными 
переключате- 
величинами, 
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Рг1пс1р1а ша{Вештайса, уо! Т, Сат- 


1091с ру опе ыпагу орегаЙоп 


У. ЗНЕЗТАКОУ. ВЕРВЕЗЕХТАТЮМ ОЕ СНАВАСТЕВТЬ ТС РОМСТЮ МУ 
ОЕ РВОРОЗТТТОМ$ ВУ ЕХРВЕУ$10 № ВЕАШИАВЬЕ 
ВУ ВЕГАУ-СОМТАСТ С1ВСОТТ$ 


ЗОММАВУ 
Т. Спагасфег5Ие Гипе0п$ оЁ ргорозИ1оптз 07 {Ве фмо-уаше@ 10516 


Еуегу спагасбег13@с Гапсмоп ®,(р) о! Ще ргороз1оп р деЙпеа Бу 
Те едоа вез: 


®. (р)=о® и р 15 тие, } ПИ 
(р) = “Ир Таве®) 
сап Бе ехргоззе \ВгоазВ \Ъе 4езепегае ритепоп 


[Р] = со, (р) 02 
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Бу шеайз сЁ {Те ехргезз10пз: 


фе [р] + х* [р], (1) 


(&-- [Р]')® («- [2], (п) 
уреге {Ъе ассепё” депофез 1шуегз1оп; 

Х=хХ*, 3 

04 Ве \1сК розпб ®» 4епойез йагтотс а4а4ийлоп: 
ХУ = (Хх -У*)". 14 

Мак1по изе оЁ &\е едаа]Цез оБбалтей 11 Фе рарег 

[7 =[РТ, (1) 
[РУ 9 = [2 + [4], (2) 
[2.9] = [2] * [9], . (3) 


еоегу спагачетзис ратсйопт о} апу оретапоп о} йе сасёиз о} ргороя- 
#015; сап бе ехргеззе4 Фйтоивй ®, а апа аевепегие }ипсйопз о} те рто- 
роз отз р, 4,... 6у Ше рогтёае сопелтте оу те оретайопт$з 0} 
тоетзоп, ва4илоп ап йагтотс аа4оп. 

П е 4егоз 01 {Ще Гогащае аге сопз1Чоге аз зутЬо]5 оЁ соп- 
асму Иез оЁ сопдисфогз, еп. Фе аа4\1о0 ап@ ‘Бе Загтопае 
а944110оп шау Бе сопз1Чегей  гезресёлуе]у, аз зушро1з оЁ рагаПе| 
соппесё1оп ап о{ зег1лез соппесЯоп оЁ{ Фе сопалс&огз. Оехепегайе Гапс- 
Я 00з [р], [Р]’ шизё фВегеру Бе ицегргее@ аз зушЪо] оЁ сопдасйу1- 
без оЁ ]оск1ия апа БтеаК1ис сопбасёз, гезресмуе]у, ргоу1Ае4 %Ве ргоро- 
зИоп р 13 тие. ЗабзИ Мия {ог р апу Тогиийа }(р,а,...) о Фе 
са1си!аз оЁ ргорозИлопз ап из1ие Ме Гогто]ае (1)—-(3), ме сап оБалп 
{тот Ве погта! Ёогтаз (ТГ), (11) о! Ме сБагасвег1зИс Фаполоп ©. (р) оЁ 
$Бе ргорозлоп р Ве {огти]а Гог &Бе зёгиасваге о{ б\е с1гси Ч1астатм 
{Ве сопдасйу16у оЁ уВаеВ 13 Те сВагасбег1з с Гапойоп ®. (1 (р, 9, ---)) 
о 41е ргороз!1оп {(р, а, ...), забзыыцеа ог р. 

УУе сап сопзгас6 а слете подаете апу орегамой оЁ 1Ъе са] аз 
о{ орегаб1отз 11 11е зепзе &Ваф е сописйущу оЁ {Ъе слгеоль 13 ® ог а, 
ассог41пх аз &Ве ргорозИ1оп то4деПе4 Бу \Ъе стс 13 гие ог 1а]зе. 

т айе сазе о} айеттище сатсий о} Нпие рхеа редиепсу йе сопаисййл- 
нез сап ФаЁе оп апу сотМех оашез ап4 Фйетерте %е сап теа@ле еоету 
спагасетаяйе рапейоп о} апу оретемоп ор Фе сайсщиз о} ргорозопз 6у 
а атсша @артат. 


П. СТагасбет!5 Ис Гапейоп 0 $1е п-уаше@ 1021е 


ТЬе сВагасбег1зМс лисйоп о{ а ргорозилов ‘р ое п-уа]аед 109816 
4ейпей Бу Фе зе% о{ п-ргорозИлотз оЁ Ве 1огш 


(5%, 21, ...) Ин} (р=ь, и --:Р; 


\Веге |--; р=(р Баз %Ъе фа В уа№е а;), сап Ъе ехргеззед ШФгоиеЪ Ве 
десепегае Ёапсопз ог бе ргорозИлотз Н;р (Е=0,1,...,п— 4) Бу 
тпеапз 0оЁ {Фе ехргезз10пз: 
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и—1 
Хе: Е.Р], (11) 
жи 
Шес-ЕЕ: р), (ТУ) 
1==0 
уПеге 

п-1 в—1 г, 

П ® х.=( > хп) 

1-0 1=0 


Аз Б. 1. УМУеЬЬ Ваз зпо\п, апу п-уаае4 10516 сап Бе эепегайе@ Ъу 
Иегайпа фЪе орегайоп р|4 дейпе4 Ъу Фе сопа11опз: 


ав =в (0.1.02) ) 
@п- @п-1: = 4, ; 05 
а|а=а (+). } 


Непсе И \е гер]асе {Ве ргорозИоп раш (ПЛ), (ТУ) Бу УеБЬ’з орега- 
Йоп, ме оа1а \\е ехргезз10п$ {Ваф епаЫе 3 $0 гергезеп6 апу сВагас- 
{ег1341с Гапсйоп о] апу орегайоп о} йе п-оашей овес Бу Ме Гогша]ае 
\Возе $егтз аге соппесёе оШу Бу р‚уз1саПу геа12ае` орегайопз ой 
а44\1оп, Вагтоп1с ад 10п ап 1пуегз1оп. 

Тре розз1Ь1фу 40 гергезепф еуегу сВагасфег1зИс Тапсйов 0{ апу 
орегайоп оЁ Ве п-уаае4 1051е Ъу 4ебепегафе ГапоМопз оЁ \\е ргоро- 
зИЛопз Н;р, Н-;49 порИез ав 16 13 розз1 Ре №0 геа!12е Фе саге ала- 
стат шоде!1й апу орегайопз о{ Те п-уаше4 1051с. 

Рог, И уе сопз14ег \Ъе фегшз о! Ве ехргезз10п 0Ё апу орегамоп ой 
фе п-уаше4 10516 фгопеЪ 1Ъе Фалес оп$ 0 |; р, -;9 аз зушЪо]8 ой 
сопаису1йез, Мер %Ъе з1е0з | апа ® сап Ъе сопз14еге4 гезресйхеу 
аз зутро| ой рагаПе] соппесёзоп ап оЁ зег1ез соппес1оп оЁ Фе соп- 
Чисбогз. Оесепегафе Ёипс0п$ [Н:Р], [Е ;2]” 0 Фе ргорозиов Н:Р 
пизф Бе ицегргее4 1ЪегеБу аз зутЪо|!з 0Ё сопаасму Иез о{ 1оск1пя апа 
ЬтеаК1ие сопфасфз, гезресйуе]у, И, ап ошу И, ЕР 13 \гче. Тье рго- 
роз оп Е-;р Цзе! сар Ъе зиррозеа, #ог 1пзфгпсе, $0 Вауе {фе зепзе 
„Ве п-роз!оп ге]ау Р (ог 1№е п-розИ1оп з\ИеВ) 13 ш Фе #4 роз1- 
поп“. 

Тйи$ апу оретайоп о} ап п-оаше сайсшиз о} ргорозиотз сап $е 
взотот раса у теле (то4еЦеа) Бу а тейау-сопгасёв сатсеий сотрозеа 
бу сопаислотз тв Ппие сопаиснойлез ©; ап сотасё$ о} йе п-розот 
те] ау; ог зуйстез. 
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